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Prefacio 


Esta segunda edición tiene el mismo objetivo básico que la primera: presentar el análi- 
sis clásico elemental en un marco concreto, enfatizando las técnicas específicas impor- 
tantes para el análisis clásico y sus aplicaciones. Como la primera edición, este libro se 
limita al análisis que usa el sistema йе los números reales sin el cálculo vectorial o el 
análisis complejo. El lector puede revisar estos temas en Vector Calculus, 3a. edición, 
de Marsden y Tromba (W.H. Freeman and Company, 1987)! y Basic Complex Analysis, 
2а. edición, de Marsden y Hoffman (W.H. Freeman and Company, 1987). El material 
de este libro está normalmente orientado a estudiantes de tercer o cuarto año de licen- 
ciatura, que han récibido ya un curso de cálculo vectorial o cálculo de varias variables 
y un curso de álgebra lineal. 

Mantenemos el marco de referencia lo más concreto posible, presentando el análisis 
en el espacio euclídeo la mayor parte del tiempo, sin descuidar las aplicaciones. De he- 
cho, cada vez más estudiantes de ingeniería y ciencias físicas siguen este tipo de curso 
y este libro pretende cubrir sus necesidades, al igual que las del estudiante de matemá- 
ticas puras. Por ejemplo, no dudamos en presentar un modelo extraído de la teoría de 
control o de la mecánica cuántica cuando ello es oportuno. Pensamos que este equili- 
brio entre los temas puros y los aplicados es importante para los estudiantes, tanto de 
matemáticas puras como aplicadas, en Ра en'esta época en que la frontera entre 
las dos áreas cs cada vez más difusa. 

Esta edición contiene más material de espacios métricos que la primera, sobre todo 
en aras de una exposición eficiente. Los nuevos temas de esta área están esparcidos a lo 
largo de los primeros cinco capítulos. Un segundo cambio fundamental respecto a la 
primera edición es la inclusión de nuevo material acerca del cálculo de una variable, 
sobre todo al final del capítulo 4. Varios lectores pensaron que sería útil un mayor 
repaso de este material, pues muchos estudiantes no han tenido un curso básico de 
cálculo con un fundamento teórico sólido. Estamos de acuerdo con ellos; sin embargo, 
damos por hecho que el estudiante ha recibido algún curso de cálculo de varias varia- 
bles (o, al menos, tiene nociones sobre las derivadas parciales) y algún curso de álgebra 


1 Versión en castellano: J. Marsden y A. Tromba, Cálculo vectorial, 3* ed.. Addison-Wesley Iberoame- 
ricana, 1991. (N. del R.T) 
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lincal (por lo menos conoce las matrices y las transformaciones lineales). Un tercer 
cambio fundamental es que hemos escrito de nuevo gran parte del primer capítulo acer- 
ca de los fundamentos del sistema de los números reales. Este tema está ahora más 
detallado que en la primera edición. Hemos decidido conservar como el axioma básico 
de la completitud la convergencia de sucesiones crecientes monótonas, ya que éste es el 
concepto más intuitivo y transparente. Por supuesto, pasamos rápidamente a la propie- 
dad del supremo y la convergencia de sucesiones de Cauchy. 

También hemos querido conservar el formato de la primera edición, que proporcio- 
na las demostraciones técnicas al final de cada capítulo pero presenta las ideas clave en 
el texto. Parece que esto ha sido bien recibido por la mayoría de los lectores de la 
primera edición y seguimos pensando que constituye un recurso pedagógico adecuado 
para un curso como éste. No es que con ello se pretenda rehuir de alguna manera las 
demostraciones; por el contrario, el propósito es dar dos enfoques de la demostración: 
uno de la forma en que los matemáticos conciben las demostraciones (los secretos pro- 
fesionales, por así decirlo) y el otro de la forma en que los matemáticos escriben las 
demostraciones formales. 

Durante la preparación de esta nueva edición, nuestros estudiantes nos han propor- 
cionado muchos comentarios valiosos, por los cuales les estamos muy agradecidos. 
También queremos agradecer a Susan Knapp, Diana Siemens y Archetype Publishing 
Inc. su excelente trabajo en la producción de este libro. 


Jerrold E. Marsden 
Michael J. Hoffman 


Prefacio a la primera edición 


Este libro está diseñado para un curso de dos trimestres o para un curso de uno o dos 
semestres de cálculo avanzado e introducción al análisis real. El libro es clásico en el 
sentido de que trata el cálculo y las series de Fourier en el espacio euclídeo. Sólo hace- 
mos unas cuantas referencias a temas “modernos”, como la integración de Lebesgue, 
las distribuciones y la mecánica cuántica. Hemos resistido a la tentación de incluir el 
análisis vectorial (el teorema de Stokes y temas relacionados). En la mayoría de las 
carreras este tema aparece antes en el segundo año a un nivel más informal (véase, por 
ejemplo, J. Marsden y A. Tromba, Cálculo vectorial, op. cit.) y tal vez después en el 
contexto de la teoría de variedades para los estudiantes que tengan tales inclinaciones. 

Al presentar el material, hemos sido deliberadamente concretos, con la mira hacia 
una comprensión sólida del caso euclídeo y presentando la abstracción sólo mediante 
ejemplos. Es decir, si se comprenden adecuadamente los espacios cuclídeos, basta un 
pequeño salto para entender otros espacios, como el espacio de las funciones continuas 
y los espacios métricos abstractos. En el contexto del espacio de las funciones conti- 
nuas podemos ver el poder de los métodos de los espacios métricos abstractos. Cuando 
la teoría general se presenta demasiado pronto, el estudiante se confunde acerca de su 
importancia; en consecuencia, puede llegar a desperdiciarse mucho tiempo de enseñanza. 

El libro presupone que el lector conoce algo de cálculo; es decir, que sabe derivar e 
integrar las funciones usuales. En un sentido estricto, la teoría se desarrolla lógicamen- 
te y requiere pocos requisitos previos, aunque se necesita conocer el cálculo para com- 
prender los ejemplos y ejercicios. Además, es recomendable pero no esencial cierto 
contacto con las derivadas parciales y las integrales múltiples. El capítulo 6, de diferen- 
ciación, necesita los fundamentos del álgebra lineal; específicamente, el estudiante debe 
saber lo que es una transformación lincal y la matriz que la representa. 

Cada capítulo se organiza como sigue. Hay varias secciones que contienen las defi- 
niciones, enunciados de los teoremas, ejemplos y problemas sencillos. Una vez que el 
estudiante domine los teoremas y pueda resolver los problemas sencillos, puede pasar 
al final de cada capítulo para dominar las demostraciones técnicas. En esta parte se dan 
más ejemplos y ejercicios. Los ejercicios más sencillos después de cada sección permi- 
ten al estudiante dominar el material conforme éste avanza. Los ejercicios al final del 
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capítulo necesitan entonces, con frecuencia, un conocimiento integrado de todo el capí- 
tulo о de los capítulos anteriores, incluyendo las demostraciones de los teoremas. Este 
plan ha funcionado en las clases. Cuando las clases se dedican a la explicación de los 
teoremas y se dan solamente algunas demostraciones, es mucho más fácil para el estu- 
diante ver lo que ocurre. Hemos visto que con el uso de este enfoque, en cada clase se 
cubren una o dos secciones. 

El capítulo introductorio contiene la terminología esencial. El estudiante interesa- 
do en las complejidades de la teoría de conjuntos puede consultar el apéndice, amable- 
mente proporcionado рог el profesor І. Рагу. 

El capítulo 1 contiene material acerca de la estructura básica de la recta real, nece- 
sario para los desarrollos posteriores. Utilizamos un poco de tiempo para los axiomas 
algebraicos y nos concentramos en la propiedad de completitud. Los axiomas algebraicos 
se ven por lo general en los cursos básicos de álgebra; como el estudiante está acostum- 
brado a trabajar con los números reales, parece lógico aceptar como válidas las habili- 
dades algebraicas básicas. 

Los capítulos 2 y 3 tratan la topología de R” utilizando sólo la estructura métrica 
básica de R”. Esto se hace para que la transición a otros espacios métricos, como el 
espacio de las funciones continuas, que se trata posteriormente, sea casi automática. 

Se evita aquí una introducción completa y prematura a los espacios métricos abs- 
tractos. La experiencia ha demostrado que se necesitan casi dos semanas más en este 
nivel para lograr esta abstracción, ya que uno tiene que pasar por los “extraños” espa- 
cios métricos usuales que confunden a los estudiantes. El tiempo ahorrado se puede 
utilizar posteriormente para temas más útiles como el teorema de Ascoli, el teorema de 
Stone-Weierstrass, los teoremas de punto fijo y las ecuaciones diferenciales o integrales. 

El capítulo 4 continúa el desarrollo, tratando los resultados básicos de-continuidad. 
El capítulo 5 da las propiedades más finas de las funciones continuas relacionadas con 
la convergencia uniforme. En las secciones 5.5-5.9 se presentan varios temas especia- 
lizados, de los que puede hacerse una selección. 

El capítulo 6 trata la diferenciación, haciendo un cierto uso del álgebra lineal, y 
abarca todos los temas habituales del cálculo diferencial para funciones de varias varia- 
bles. Se da un tratamiento bastante completo de los máximos y los mínimos, con un 
análisis opcional del lema de Morse en el capítulo 7. Ese capítulo 7 tiene como tema 
principal un análisis completo de los teoremas de la función inversa y de la función 
implícita. También se dan los teoremas de existencia para ecuaciones diferenciales or- a 
dinarias y los multiplicadores de Lagrange (extremos condicionados). 

El capítulo 8 trata los fundamentos de la integración. Tal vez algunos profesores 
quieran enseñar este material antes del capítulo 7. En este capítulo tratamos la integral 
de Riemann, pero incluimos el teorema de Lebesgue y los conjuntos de medida nu- 
la. Una sección opcional revisa rápidamente las distribuciones, ilustradas por la fun- 
ción б. 

El siguiente capítulo demuestra los dos teoremas fundamentales relativos a las inte- 
grales múltiples: la reducción a integrales iteradas y la fórmula para el cambio de varia- 
bles, con numerosas aplicaciones. 
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El último capítulo, el 10, es un tratamiento bastante completo de las series de Fourier, 
desde el punto de vista de los espacios con producto interno. Algunos temas como éste 
son útiles para los estudiantes de los cursos de introducción al análisis, ya que van más 
allá de la simple “rigorización” de los temas que ya conocen. Una característica poco 
común de nuestra presentación es la inclusión de algunas aplicaciones a las ecuaciones 
diferenciales y la mecánica cuántica. 

Por supuesto, los profesores tienen diferentes opiniones en cuanto al rigor, el papel 
de la intuición, la elección de temas, etcétera. Tal vez scan útiles unas cuantas observa- 
ciones acerca de las variantes en la forma de presentación del materia! de este libro para 
aquellos que deseen adaptarlo a su estilo personal. 

En primer lugar, en los capítulos del 2 al 4, es posible enfatizar los espacios métri- 
cos abstractos sin cambiar materialmente el texto. De hecho, es un buen ejercicio para 
los estudiantes que hagan esta adaptación, ya que una vez que conocen la demostración 
“Correcta” en R”, es bastante divertido y provechoso generalizarla. A este respecto, al 
final del capítulo 5 aparece una tabla, proporcionada por R. Gulliver, que indica los 
teoremas válidos para espacios métricos generales. 

Parte del material del capítulo 5 es un poco más avanzado y puede posponerse. 
Además, si se desea un desarrollo lógico completo, la derivación y la integración de 
funciones de una variable deben preceder al capítulo 5; esto depende de la formación 
de los estudiantes. Este material, en sus aspectos más básicos, se usa en las secciones 
5.3, 5.6 y 7.5. En la práctica, hemos visto que el uso de algunas técnicas de cálculo 
antes de su presentación “correcta” en el curso sólo produce rechazo en los mejores 
estudiantes. Esto nos parece saludable, pero algunos podrían preferir cambiar el orden 
de la presentación. | 

Al principio del capítulo 6, conviene repasar un poco de álgebra lineal; en particu- 
lar, la definición de la matriz de una transformación lineal. También es una buena oca- 
sión para revisar el ejemplo 4 al final del capítulo 4. 

Para un curso de un semestre, hay que recortar algunos temas para llegar al capítulo 10 
(tales como las secciones 5.5-5.9 y 7.3-7.7). En un curso de dos trimestres, se puede cubrir 
todo el texto (tal vez omitiendo las secciones 5.8, 5.9, 7.3, 7.4, 7.6, 7.7, 10.7 y 10.8). 

Los símbolos utilizados en este texto son los comunes, excepto tal vez los siguien- 
tes: R denota la recta numérica real, С denota los números complejos, R” denota el 
espacio euclídeo n-dimensional, “si” quiere decir “si у sólo si” у B denota el final de 
una demostración. La notación Ja, b[ se usa para indicar el intervalo abierto que consta 
de todos los números reales x que satisfacena < x < b. Esta notación europea evita la 
confusión con el par ordenado (а, b). La notación х + f(x) indica que x se asocia con 
f(x) mediante f. La notación f : A С К"—› К" indica que f aplica el dominio А en К". 
En ciertas ocasiones, => se usa para denotar “implica”. El símbolo А\ В denota los 
elementos del conjunto A que no son de В y x E A indica que х es un elemento de A. 

Las secciones, los teoremas y las definiciones se numeran de manera consecutiva 
dentro de cada capítulo. Una referencia como “teorema 24” o “ejercicio 3” se aplica al 
material dentro del propio capítulo o-sección; en caso contrario, se cita el número de 
capítulo o sección. 
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Introducción: 
conjuntos y funciones 


El estudiante que desee usar este libro con buenos resultados debe tener sólidos cono- 
cimientos de cálculo elemental y álgebra lineal y un poco de experiencia en cálculo de 
varias variables, En general, se obtiene una preparación adecuada después de cursar 
dos años de matemáticas. También son necesarios conocimientos básicos de conjuntos 
y funciones, cuyos conceptos fundamentales se resumen en esta introducción. Сопуіс- 
ne leer brevemente este material y consultarlo cuando se necesite. 

La teoría de conjuntos es el punto de partida de gran parte de la matemática y 
constituye, por sí misma, un tema amplio y complicado. Con objeto de ser breves y lograr 
una mejor comprensión, comenzamos nuestro estudio de manera intuitiva. El lector 
que esté interesado en las sutilezas de la teoría de conjuntos puede consultar el suple- 
mento que aparece al final de esta introducción. | 

Llamamos conjunto a una colección de “objetos” o “cosas” denominados elemen- 
tos del conjunto. Por ejemplo, la colección de enteros positivos 1, 2, 3, . . . forma un 
conjunto. De la misma manera, los números racionales (las fracciones) p/q forman un con- 
junto. Si S es un conjunto y x es un clemento de S, escribimos x Є 5. Decimos que un 
conjunto А es subconjunto de $ si cada elemento de А es también un elemento de $; 
simbólicamente, esta relación se denota (x E А) > (x € 5), donde = significa “impli- 
ca”. Cuando А es un subconjunto de S, escribimos A C $. En algunas ocasiones se usa 
la notación A С S en lugar de A C S. También podemos definir la igualdad de conjuntos 
afirmando que A = B significa А С Ву B C A; cs decir, A y B tienen los mismos 
elementos. El conjunto vacío, que simbolizaremos con Y, es un conjunto sin elemen- 
tos. Por ejemplo, el conjunto de los enteros п tales que п? = —1 es vacío. 

Un método para describir un conjunto es enumerar sus elementos entre llaves. Así, 
escribimos N = (1, 2, 3, . . .) para denotar el conjunto de todos los enteros positivos y 
Z=t...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...) para el conjunto de todos los enteros. Un ejemplo 
de un subconjunto de N es el conjunto de todos los números pares; se escribe 


A={2,4,6,...}= {xE N |x es par] C N. 


Leemos {x E N |x es par} como “el conjunto de todos los elementos x de N tales que 
x es par”. Debemos hacer una importarite aclaración sobre la notación: si $ es un con- 
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junto y a Є S, entonces (a) denota el subconjunto de $ que consta únicamente del ele- 
mento a; así, {a} C 5, mientras que a € 5. 

Sea 5 un conjunto dado y sean A C S y B С 5. Definimos A U B = {xE 5|х еАо 
x E B}, lo cual se lee “el conjunto de todos los x Є 5 que son elementos de A o de В (o de 
ambos)”. El conjunto A U B se denomina unión de A y B. De manera similar, podemos 
formar la unión de una familia de conjuntos. Por ejemplo, sean A,, A», . . . subconjuntos de 
Sy sea UZ A; = {xE Slx € А; para algún į}; esto también se expresa U (A,, Az, Ay, ...). 
Obsérvese que A U В es el caso especial en que A, = А, A= ByA;=øØ parai > 2. Las 
intersecciones A N B={x ES |x EAyxEB yn А,= (хє Slx € A, para todo i} 
se forman de manera similar. La figura 1-1 ilustra estas Operaciones. 


ә @ 
(b) (с) 


(a) 


FIGURA 1-1 (a) Subconjunto; (b) unión; (с) intersección 


Dados A C S y B С S, formamos el complemento de A relativo а B definiendo 


В\А={хєЄВ|х@А}, 


donde x @ A significa que x no pertenece al conjunto A. Véase la figura 1-2. | 


Se | 


BNA 


FIGURA 1-2 Complemento 


эче ететт төсе ҮНС ж-н A memean тебене” етти тетт тте ү-н үт 


conjuntos y funciones 


Como veremos en el ejemplo resuelto 1.1 al final de esta sección, В\(А U A) = 
BNA) N (В\А,) y ВМА, DA) =(BNA) U (В\А,) para cualesquiera А, А,В CS. 
Éste es un ejemplo de “identidad de conjuntos”. En los ejercicios se dan otros ejemplos. 

Dados los conjuntos А у B, definimos el producto cartesiano А х В де А y Bcomo 
el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) con a E Ау bE B, es decir, Ах B = 
((a, b} |a € A y b E B}. Véase la figura 1-3. 


FIGURA 1-3 Producto cartesiano 


Sean S y T conjuntos dados. Una función f : S > Т consta de dos conjuntos SyT 
junto con una “regla” que asigna a cada x Є 5 un elemento específico de T, que denota- 
remos f(x). A veces se escribe x > f(x) para indicar que la imagen de x es el elemento 
fœ). Por ejemplo, la función f(x) = х se puede describir diciendo x кэ х?. La figura 1-4 
representa esta función con 5 = T, el conjunto de todos los números reales; este conjun- 
to se simboliza con R y se estudiará con más cuidado en el capítulo 1. Por ahora lo 
usaremos de una manera informal. | i ` 


p 


FIGURA 14 Та función х = 2 
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Nota. En este libro, los términos “función”, “aplicación” y “transformación” son 


sinónimos. 


En una función f: 5 > Т, el conjunto S se llama dominio u origen de f y el conjunto 
T se llama destino de f. El rango o imagen de f es el subconjunto de T definido como 
FS) = {ә E T|x Є $). La gráfica de f es el conjunto {(х, /(х)) E S x Tlx Є 5}, 
сото еп la figura 1-5. 


fE) 
Gráfica de f 


FIGURA l-5 Gráfica de una función 


Es posible que quienes sean muy estrictos con la fundamentación lógica se opon- 
gan al uso de palabras del lenguaje cotidiano, como “regla”, y prefieran definir una 
función de $ a T como un subconjunto R de S x T con las siguientes propiedades: 


1. Todo elemento de 5 debe aparecer como la primera componente de algún ele- 
mento de R, y 


2. Dos elementos де R con la misma primera componente son idénticos; es decir, la pri- 
mera componente x determina la segunda componente f(x), como en la figura 1-5. 


Decimos que una función f: S > T es inyectiva o unívoca si х Ax, implica f(x) £ 
J). Por tanto, una función es inyectiva cuando no se dé el caso de que dos elementos 
distintos de S tengan como imagen el mismo elemento de Т. Lo anterior equivale a decir 
que f es inyectiva cuando para cada y Є T, la ecuación f(x) = y tiene como mucho una 
solución x € S. Un ejemplo extremo de una función que no es inyectiva (si $ tiene más 
de un elemento) es una función constante, es decir, una función f : $ >T tal que fx) = 
f(x) рага todo ху, х, E S. Véase la figura 1-6. 


Nota. En las definiciones se acostumbra escribir “si” en lugar de “si y sólo si”; esto 
1 g y 
último suele escribirse “sii”, о <>, En los teoremas es absolutamente necesario dis- 


tinguir entre “si”, “sólo si” y “sii”. 


Decimos que f : 5 > Tes suprayectiva o que es una función de 5 sobre T cuando 
para todo elemento y Є T existe un elemento x Є 5 tal que Дх) = y; en otras palabras, 


>. 
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FIGURA 1-6 Función constante 


cuando el rango es igual al destino. Otra manera de decir esto es que para cada y ET, 
la ecuación f(x) ="y tiene al menos una solución х Є 5. Debemos hacer notar que la 
elección de S y Т ез parte de la definición de f, y que el hecho de que f sea inyectiva о 
suprayectiva depende de dicha elección. Por ejemplo, sea f definida por Дх) = х; 
entonces f es inyectiva у suprayectiva cuando 5 у Т son el conjunto que consta de los 
números reales tales que x > 0; es inyectiva pero no suprayectiva cuando $ son todos los 
x tales que x > 0 y Tes el conjunto de todos los números reales, y no es inyectiva ni 
suprayectiva cuando S y T son ambos el conjunto de los números reales. 

Para f: 5 >Ty A С 5, definimos f(A) = {/(х) Є Tlx Є A) y para BCT 
definimos f”'(B) como el conjunto {x Є S | f(x) Є В}. Llamamos af(A) la imagen de 
A bajo fy a f'(B) la imagen inversa о preimagen de В bajo f. 


Nota. Podemos construir.f7!(B) para cualquier conjunto B C T aun cuando fno sea 


inyectiva. 


Si f: S > Tes inyectiva y suprayectiva, entonces para cada y Є Т existe una solu- 
ción única x Є 5 de la ecuación f(x) = y. Por lo tanto, existe una función única, a la cual 
denotaremos conf”! : T > $ (que no se debe confundir con la operación f-'(B) definida 
en el párrafo anterior, o con 1/f), tal que £(7(y)) = y para todo y E T y PULG) = х 
para todo x Є 5. Llamamos a /-! la función inversa de f. Una función que sea inyectiva 
y suprayectiva se denomina también biyección o correspondencia biunivoca. 


Nota. En cálculo aprendemos lo importante que es elegir bien el dominio (origen) 
para construir la inversa de una función. Por ejemplo, para construir sen”! = arcsen, 
reducimos el dominio y consideramos sen como la función ѕеп:[-л/2, 1/2] > [-1, 
1], que es una biyección. Entonces sen”: [-1, 1] > [=1/2, 1/2] está definida. En cual- 
quier libro de cálculo se pueden encontrar más ejemplos. 


La función f: 5 > S definida por f(x) = x para todo x Є 5 se llama función identidad 
sobre 5. Debemos distinguir la función identidad para conjuntos diferentes. Por ejem- 
plo, algunas veces usamos la notacion /, para la función identidad sobre 5. Evidente- 
mente, /, es inyectiva y suprayectiva. 
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Para dos funciones f: $ > T y g : T > U se define la composición g o f: S> О 
mediante (g о )(х) = gUTx)), como se muestra en la figura 1-7. Por ejemplo, si f: R > 
R está definida por f(x) = Y y g : R >R por g(x) = x +3, entonces go fix к›?+3 
yfe g:x + (х +3)? (en este caso, S, Ту U son el conjunto de todos los números rea- 
les). En particular, obsérvese que f o g # g o f. 


&°/ 


FIGURA 1-7 Composición de funciones 


Nota. En cálculo aprendemos que la operación de composición es importante, en- 
tre otras cosas, para la regla de la cadena. La misma importancia tiene en este libro. 


Algunas veces queremos concentrar nuestra atención sólo en algunos de los ele- 
mentos sobre los que está definida una función. Este proceso se llama restricción de 
una función. De manera más formal, si tenemos una transformación f: S>TyACS, 
consideramos una nueva función, que denotamos f| A:A=T, definida por (| Ах) = 
f(x) para todo х Є А. Llamamos afl A la restricción de f a A y decimos que f es una 
extensión de f | A. 

Decimos que un conjunto A es finito si podemos presentar explícitamente todos 
sus elementos de la siguiente manera: А = (a,, а... , a,) para algún entero п. Un con- 
junto que no es finito se llama infinito. Por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos н 
N = (1,2,.. .) es un conjunto infinito. Puede ser difícil determinar si un conjunto infini- ү 
to tiene más elementos que otro conjunto infinito. Por ejemplo, no está claro a primera 
vista si hay más números racionales o irracionales. Para precisar esta noción, decimos 
que dos conjuntos A y B tienen el mismo número de elementos (o tienen la misma car- 
dinalidad) si existe una función f: A > В que es inyectiva y suprayectiva. Si un conjun- 
to es finito, o bien si es infinito pero tiene el mismo número de elementos que el conjunto de 
los enteros positivos (1, 2, . . .}, se dice que es numerable. Del resto de los conjuntos 
diremos que son infinitos no numerables, o simplemente по numerables. Un ejemplo de 
un conjunto по numerable es el conjunto de todos los números reales entre О y 1 (lo 
demostraremos en el capítulo 1). 

Sea 5 un conjunto. Una sucesión en 5 es una función f : N > 5, que asocia a cada 
entero л un elemento de S, a saber f(n). A menudo se suele hacer a un lado el hecho de 
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que tenemos una función, considerando una sucesión como el conjunto de elementos 
de la imagen, digamos ху, Xy, Xy, - - . + O, alternativamente, escribimos “la sucesión x,” O 
bien (я, )2.,. Га sucesión y,, уз... - €S, а SU Vez, una subsucesión de х.х... . + Si existe 
una función g : N > N tal que para todo ¿E №, y; = хи,» Y para i < 7.800 < 20). En 
otras palabras, obtenemos una sucesión “desechando” clementos de la sucesión origi- 
nal y ordenando de la manera natural los elementos que quedan, Por ejemplo, la sucesión 
у, = (2n)? es una subsucesión de x, = m’; en este caso, g(m) = 2n. Se acostumbra a 
expresar una subsucesión x, en la forma х„, donde la notación g(i) = п, nos recuerda que 
los índices л, se eligen de entre los л. 

Un método importante para demostrar afirmaciones que dependen de un índice que 
recorre los enteros positivos N es la técnica llamada inducción. Una propiedad Р(?) es 
verdadera para todo į € N si: 


l. Р(1) еѕ verdadera (caso base), y 


2. Para todo п Є N, si Р(п) es verdadera entonces Р(л + 1) es verdadera (paso de 
inducción). 


La misma técnica se puede aplicar a (0, 1, . . .} si sustituimos el caso base por: 
1'. Р(0) es verdadera. 


Tendremos más que decir sobre las bases para el conjunto de los números naturales еп $1.1. 


Suplemento sobre los axiomas de la teoría de conjuntos! 


No existe campo de la matemática formal contemporánea que no utilice conceptos de la 
teoría de conjuntos. Por este motivo hemos comenzado el libro con la teoría de conjuntos. 
El propósito de este suplemento es ayudar a llenar el hueco que existe entre este texto y 
los cursos de teoría de conjuntos más Formales que usan libros como Naive Set Theory, 
de Halmos.? Una introducción a la teoría de conjuntos debe tener en cuenta los siguien- 
tes puntos: ` 


1. El concepto de conjunto es tan básico que es imposible de definir en términos de 
nociones más básicas. 


2. Por esta razón, especificamos el concepto de conjunto con axiomas, pero el mé- 
todo axiomático puede no resultarle familiar al estudiante. 


3. La teoría axiomática de conjuntos utiliza la lógica, pero es posible que tampoco 
algunos conceptos de lógica le sean familiares. 


En virtud de lo anterior, la manera más eficaz de abordar el tema, y la que usaremos 
en este libro, es comenzar trabajando con el concepto intuitivo de conjunto y regresar a 


"Este suplemento se escribió con la ayuda de István Fáry. 
2 Halmos, Paul R., 1960, Naive Set Theory. Nueva York: D. Van Nostrand Co. 
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los fundamentos después. Cuando se usa este método surge la pregunta de si se debe 
estudiar lógica primero o estudiar la teoría axiomática de conjuntos sin la lógica for- 
mal. Nosotros hemos elegido la segunda opción. 

Este plan se corresponde con el desarrollo histórico: primero apareció la teoría de 
conjuntos basada en conceptos intuitivos; a continuación, la crítica a este procedimien- 
to inspiró la fundamentación axiomática, y, por último, un intenso debate sobre este 
método impulsó nuevos avances en lógica. Tal vez sea útil, por lo tanto, dedicar unas 
líneas a la historia de este tema. 


Sobre la historia de la teoría de conjuntos 


La teoría de conjuntos es una de las áreas más básicas de la matemática. Contiene proposicio- 
nes sobre conjuntos finitos, pero la importancia de la teoría de conjuntos radica en que puede 
manejar conjuntos infinitos y en que se puede desarrollar de manera sistemática. En este 
sentido, el fundador de la teoría de conjuntos fue Georg Cantor (1845-1918), quien publicó 
sus importantes artículos justo antes del inicio del siglo veinte. Su trabajo suscitó un-ácalo- 
rado debate, y matemáticos de renombre discreparon en algunos puntos fundamentales. 

Cantor fue el primero en descubrir propiedades de los conjuntos infinitos en relación 
con su trabajo sobre series trigonométricas (véase el capítulo 10). Una serie trigonométrica 
es una suma de la forma 


оо 

Sas cos kx + b¿senkx). 

40 
Las propiedades de convergencia de estas series son una cuestión delicada, y definir 
conjuntos de puntos de acuerdo con el comportamiento de la serie conduce a tipos muy 
generales de conjuntos de números. Por este motivo, Cantor estudió primero los con- 
juntos de números reales, pero pronto descubrió que tenía que trabajar con conjuntos 
infinitos en general. 

En uno de sus artículos proporciona la siguiente “definición” del concepto de conjunto: 


Entendemos por “conjunto” cualquier agrupación M de objetos 
m (los cuales se llamarán “elementos” de M) bien definidos y 
distinguibles de nuestra intuición o de nuestras ideas en un todo? (1) 


En la actualidad es costumbre “avergonzarse” de la definición original de Cantor y 
decir que no es una definición. Aun así, existen muchas otras de las llamadas definicio- 
nes en otros campos que no tienen la claridad y precisión de (1). No obstante, dado que 
el concepto de conjunto es tan importante, no aceptaremos la definición de Cantor 


*El texto original en alemán (Collected Papers, pág. 282) es: “Unter einer ‘Menge’ verstehen wir једе 
Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres 
Denkens (welche die ‘Elemente’ von M gennant werden) zu einem Ganzen.” 
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como la última palabra, aunque por el momento usaremos (1) para esclarecer más nues- 
tras ideas sobre conjuntos. 

La primera idea es que “agrupamos” objetos y no consideramos el orden en que se 
toman. Por ejemplo, si hablamos acerca del “conjunto de los números naturales”, no 
suponemos que los elementos de este conjunto están dados en algún “orden”, aun cuan- 
do exista un “orden natural” para los enteros. Por motivos prácticos, podemos dar una 
lista de los elementos en algún orden, pero esto no tiene nada que ver con el conjun- 
to mismo. 

Las palabras “objetos bien definidos y distinguibles” en (1) señalan otro aspecto 
del concepto de conjunto: los elementos del conjunto no “aparecen dos veces”; por 
ejemplo, un conjunto que consta de 2, 2, 2, 3 contiene el 2 y el 3 y nada más. Por lo 
tanto, un conjunto “contiene” objetos que le “pertenecen”; hay otros objetos que pue- 
den no pertenecer al conjunto. Por ejemplo, 1003 pertenece al conjunto de los números 
naturales (enteros positivos), mientras que 3.14159 no pertenece a él. 

Por último, la palabra “todo” que aparece al final de la definición de (1) se refiere al 
hecho de que los conjuntos mismos se tratan como objetos; por ejemplo, pueden ser 
elementos de otros conjuntos. Así pues, podemos considerar conjuntos cuyos elemen- 
tos son conjuntos. De hecho, los de este tipo están entre los más importantes de la teoría 
de conjuntos. i 

Hagamos ahora una crítica de la definición de Cantor. Considérese la definición 
siguiente: un número p es un número primo si p 1 y +1, + р son los únicos divisores 
de p. En esta definición, el concepto de “número primo” está definido en términos de 
otros conceptos (enteros, divisor, +1, —L, -p), y suponemos que éstos se conocen o se 
definieron sin usar el concepto de número priino. La definición, pues, reduce el con- 
cepto de números primos a los otros conceptos. La definición también nos dice lo que 
debemos hacer para determinar si 1003 es o no un número primo (no lo es, porque es 
divisible por 17). Veamos si (1) satisface dicho criterio. Tenemos сп este enunciado una 
variedad de otros conceptos: “agrupación”, “bien definidos”, “distinguibles”, “todo” 
(por no mencionar nuestra “intuición”, “nuestras ideas”). Es lícito preguntar qué con- 
cepto es más sencillo: “conjunto” o “agrupación”. (De hecho, el vocablo alemán 
“Zusammenfassung” suena mejor, pero no escapa a la crítica.) Dc manera similar, po- 
demos cuestionar cada uno de los demás conceptos y preguntar si son más sencillos que 
el concepto de conjunto. La definición de Cantor también recibió críticas sobre la base 
de que no exclúye conjuntos contradictorios, como veremos en la sección siguiente. 
Motivado por estas críticas, Cantor descubrió el germen de la descripción axiomática 
en un artículo posterior. 


Lógica 


No estudiaremos la lógica desde un punto de vista crítico y sofisticado. Probablemente 
es justo decir que la base de nuestro pensamiento racional es la siguiente creencia: Si 
partimos de premisas verdaderas y hacemos deducciones correctas a partir de ellas, 
llegaremos a conclusiones verdaderas. Podemos rechazar este enunciado, pero no lle- 


«de 
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garíamos muy lejos en matemáticas. Si tomamos en serio esta creencia (como lo hace- 
mos en matemáticas), entonces podemos alcanzar resultados bastante sofisticados. Por 
ejemplo, supongamos que 2, 3, 5, 7, 11, 13 y 17 son los únicos números primos > 2. A 
continuación formemos el número n = 2-3-5-7-11-13-17+1. Es fácil ver que n 
no es divisible por ningún primo < 17 (si n se factorizase como un primo por un entero 
obtendríamos 1 como un producto no trivial de enteros, lo cual es imposible). Por lo 
tanto, л es primo o bien tiene un divisor que es un primo > 18. Como la conclusión 
contradice por completo la premisa, no es posible que ambas sean ciertas, y como nuestro 
razonamiento ha sido correcto, la premisa debe ser falsa: existe un número primo > 
13. No resulta sorprendente, pues 19 resulta ser ese primo, pero hemos llegado a la 
conclusión razonando y no por experiencia. Más importante aún es el hecho de que el 
mismo tipo de argumentación demuestra que existe un número primo mayor que cual- 
quier número primo dado; es decir, existe una cantidad infinita de primos. Este razona- 
miento, llamado reducción al absurdo, se usa con frecuencia. 

Existen oraciones en nuestro idioma en las cuales podemos suprimir una palabra, 
escribir x en su lugar y seguir teniendo un enunciado con sentido. Por ejemplo, en la 
frase “dos es menor que cinco”, si borramos “dos” y escribimos “x” obtenemos el enun- 
ciado “х es menor que cinco”. Dicha combinación de palabras se llama función 
proposicional o condición y se denota por S(x). Si escribimos “siete” en lugar de x 
obtenemos un enunciado falso, y si escribimos “tres” en lugar de x, el enunciado es 
verdadero; así que S(x) tiene sentido si x es un entero y es verdadero para algunos 
enteros y falso para otros. Dada una condición arbitraria 5(х), podemos 


Tomar todos los objetos cuyo nombre, sustituido en lugar de 
хеп S(x), nos dé un enunciado verdadero. (2) 


Se entiende que x puede aparecer varias veces y que la sustitución se. hace de manera 
consistente (así x sólo “reserva el lugar”). A partir de la definición (1) obtenemos, por 
tanto, un conjùnto. Existe una notación usual para este conjunto: Н 


(х | 500). (3) 


A pesar de que (2) es consistente con (1) y con el concepto cotidiano de conjunto, 
caemos en contradicciones si usamos (2) sin criterio. Tomemos el ejemplo siguiente: 


El conjunto que no se contiene a sí mismo como elemento. (4 


La frase parece ser correcta; después de todo, ¿quién ha visto un conjunto que se con- 


tenga a sí mismo como elemento? Borremos “el conjunto que”, y escribamos “x” para 
obtener el enunciado equivalente: ` 


S(x) = x по se contiene a sí mismo como elemento. (5) 


Luego tomemos el conjunto correspondiente tal como se describe en (2). Llamémoslo 
М, el nombre que Cantor le dio (М de “Мепве”). Consideremos la pregunta: ¿contiene 
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М a M? Sino lo contiene, lo debe contener, por el enunciado que lo define; si lo contie- 
ne, entonces по lo debe contener, en virtud del mismo enuriciado. 

Esta propiedad de la construcción (2), señalada por primera vez por Bertrand Russell, 
es traumática y desalentadora. Cuando analizábamos la definición de Cantor, sugería- 
mos que no era en realidad tan mala y que ciertamente ayuda a aclarar las ideas. Ahora 
vemos que, al mismo tiempo, permite construir el conjunto imposible M. 

El ejemplo del conjunto M indica que existe algún aspecto incorrecto inherente al 
concepto mismo de conjunto, o al menos a la parte relátiva a Conjuntos “grandes”. De 
hecho, M es de los conjuntos más grandes que hay: contiene todos los conjuntos “de- 
centes”. Sin embargo, el tipo de contradicción que surge en relación con (5) se conoce 
muy bien en la lógica clásica. Mencionemos primero un ejemplo que se puede formular 
en téminos de conjuntos “pequeños”. Sea N el conjunto de los hombres que viven en 
una pequeña aldea. Supongamos que el barbero de la aldea enuncia: “Yo afeitaré ax E № 
si y sólo si. no se afeita a sí mismo.” Parece ser que este enunciado define un subconjunto 
Р © М. Sin embargo, la pregunta de si el barbero pertenece a Р conduce a la llamada 


“paradoja del barbero”: “me ateitaré a mí mismo si no me afeito a mí mismo”. 


Nota. En un lenguaje más moderno, considérese la “lámpara de Russell” en el cua- 


dro de mandos de un automóvil. Ésta es una luz que se enciende cuando cualquiera de 
las luces del cuadro de mandos se funde. ¿Qué ocurre si se funde la lámpara de Russell? 


Los lógicos griegos estudiaron de manera profunda este dilema, pero ellos no usa- 
ron el concepto de conjunto. Por lo tanto, la contradicción parece ser independiente de 
la noción de conjunto, Esto se confirma, al parecer, con la siguiente paradoja. 

Supongamos que en una de mis clases un estudiante dice: 


La última frase escrita en la pizarra es falsa. (6) 


Por desgracia, esto puede ocurrir. De ser así; en general hago lo siguiente: leo otra vez 
la frase; si el estudiante tiene razón, pido disculpas, la borro y la corrijo; si, por el 
contrario, el estudiante se ha equivocado la leo en voz alta y la dejo tál como está en la 
pizarra. Para ser más específicos, supongamos ahora qué mi clase trata sobre teoría de 
conjuntos y que he escrito las oraciones de la (1) a la (б); sólo estas oraciones y tal 
como están en la pizarra, en el mismo orden. Si un estudiante ahora dice: “La última 
frase de la pizarra es falsa”, no sé qué debo hacer. Si el estudiante tiene razón, entonces 
(6) es falsa, lo cual significa que está correcta; por tanto, el estudiante está equivocado, 
pero en ese caso el enunciado o frase está correcto, lo cual significa que es falso, 

Sería interesante profundizar en estos aspectos de la lógica, pero nuestro propósito 
sólo era indicar por qué es recomendable restringir la forma de los enunciados cuando 
se definen subconjuntos de un conjunto en nuestra teoría axiomática de conjuntos. 
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El lenguaje de los axiomas 


En una exposición completa y avanzada de los axiomas de la teoría de conjuntos es 
necesario utilizar la lógica formal. Así, al menos una parte del lenguaje de la teoría de 
conjuntos está formalizada. Vamos a describir ahora esta parte del lenguaje sin llevar a 
cabo una formalización. 

Existen dos tipos básicos de enunciados, a saber, los de pertenencia, 


хЄА, (7) 
у los de igualdad 
A=B. (7) 


Todos los demás se obtienen a partir de este tipo de enunciados atómicos, mediante la 
aplicación reiterada de los operadores usuales de la lógica, sujetos a las reglas de la gra- 
mática y ajenos а la ambigúedad. 

Para hacer la definición explícita es necesario agregar una lista de los operadores 
“usuales” de la lógica y de las reglas de sintaxis. Nuestra lista de operadores lógicos será 


no 
y 
o (en su sentido no exclusivo) (8) 
si—entonces— (que significa implica) 
si y sólo si (que se abrevia sil) 
para algún— (existe) 
para todo— 


Obsérvese que “no” actúa sobre un solo enunciado, mientras que los otros cuatro ope- 
radores actúan sobre dos enunciados (S y T, . . . , S sii Т) y los últimos dos actúan sobre 
predicados (para algún x, S(x) es cierta, etcétera). Esta lista es redundante: puede de- 
mostrarse en lógica que los cinco primeros pueden ser reemplazados por menos opera- 
dores. [Por ejemplo, podemos borrar “y” de la lista; en lugar del enunciado “S y Т” 
donde 5 y T son enunciados, podemos decir “no (no S o no 7)”. Esto resulta confuso en 
el lenguaje cotidiano, pero resulta muy simple con el simbolismo lógico adecuado. Sin 
embargo, como no queremos usar lógica formal, usaremos la lista más larga (8).] En 
nuestra lista, los primeros cinco operadores se llaman conectivos lógicos, y los dos 
últimos se llaman cuantificadores. En el formalismo usual, “para alguna x” se escribe 
Зх y “para toda x” se denota Vx. La conexión entre estos dos cuantificadores es la si- 
guiente: la negación de “para alguna x, S(x) se cumple” es “para toda x, no S(x) se 
cumple”; la negación de “para toda x, S(x) se cumple” es “existe una x para la cual no 
S(x) se cumple”. Ésta es posiblemente la idea más importante que se debe aprender en 
esta parte. A menudo la conexión entre los dos cuantificadores aparece de la siguiente 
forma. Queremos demostrar un enunciado; 


Para toda e, > 0, - - · es cierta. (9) 


айрыйт» ные", rt) тондор рдан il EE 
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Su negación es 
Existe & > 0, tal que - - по es cierta. (10) 


Si podemos deducir una contradicción de (10) habremos demostrado (9). En lo que a las 
reglas de construcción de enunciados se refiere, usaremos las siguientes convenciones: 


1. Al usar “no”, éste se pone antes del enunciado y se encierra todo entre paréntesis 
(el motivo de los paréntesis es garantizar la falta de ambigiiedades). 


“nn” 


2. Cuando se usen “y”, “o” o “si, y sólo si” se ponen entre las dos oraciones о 
enunciados a los que se aplica y se encierra todo entre paréntesis. 


3. $е sustituyen los guiones en “si-—entonces—” por oraciones о enúnciados y se 
encierra el resultado entre paréntesis. 


4. Se sustituyen los guiones en “para algún—” o en “para todo—” por una variable, 
al resultado le sigue una oración y se encierra todo entre paréntesis. [No es inco- 
rrecto que la variable utilizada no aparezca en el enunciado. Según la convención 
habitual, “para algún y (x € A)” significa “(x Є A)”. De la misma mancra, tampo- 
co es incorrecto que la variable haya aparecido ya en “para algún—” o “para 
todo—”. “Para algún x(x Є A)” significa lo mismo que “Para algún y (y Є А)”; un 
cambio de notación juicioso siempre evitará colisiones alfabéticas.] 


Los axiomas 


En lugar de dar una definición del concepto de “conjunto A” y del de “pertenencia a un 
conjunto”, denotado a E A, daremos propiedades de dichos conceptos. La enumera- 
ción de propiedades es la principal característica del método axiomático. Pasemos, pues, 
a enunciar los axiomas, junto con algunas observaciones. 


1. Axioma de extensión Dos conjuntos son iguales si y sólo si tienen los mis- 
mos elementos. 


Este axioma significa, en particular, que si queremos probar que А = В, entonces 
debemos probar que x € А implica x € B y que x € B implica x € A. Este punto es tan 
importante que vale la pena tener una notación para el caso en que la mitad del enuncia- 
do —digamos, la primera mitad— sea válida. En ese caso escribiremos А C B. Ésta será 
una relación entre conjuntos; no es un concepto indefinido, sino que se define en térmi- 
nos de “conjunto” y “pertenencia”. Véase el ejemplo F1 al final de esta introducción 
para una aplicación concreta de este axioma. 
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2. Axioma de especificación Para cada conjunto A y para cada condición 
S(x) existe un conjunto B cuyos elementos son exactamente aquellos elementos x de A 
para los cuales S(x) es verdadera. 


Introducimos la notación 
dx є А | 5(х)} (11) 


para denotar al conjunto В. Obsérvese que (11) es igual a nuestro conjunto (3) salvo por 
el hecho de que ahora no formamos el conjunto de todos los objetos que satisfacen 
cierta condición sino sólo de aquellos que ya son elementos de algún conjunto (el con- 
junto A en (11)). Esto nos permite, por ejemplo, formar conjuntos de números reales de 
manera totalmente arbitraria, tales como 


I=(xERlasxsb), (12) 


donde nuestra condición S(x) esa = x < b, siempre que sepamos que R es un conjunto (lo 
que todavía no es consecuencia de los axiomas 1 y 2). El conjunto (11) más simple se 
puede formar con el enunciado atómico (Т), así, obtenemos A = [x E A | x EA}, de donde 
A es un subconjunto de A. Si no hay elementos de A que satisfagan la condición S(x), 
entonces (11) describe el conjunto vacío Ø. Siempre podemos plantear una condición 
imposible, por ejemplo, х £ A. Entonces 2 = {x E A |х Ф А}. Por lo tanto, si existe al 
menos un conjunto, entonces existe también un conjunto que no tiene elementos (nues- 
tros axiomas no dicen aún que existan conjuntos; postularemos tal enunciado después). 

Sobre la base del axioma 2, introducimos la importante operación teórica de intersec- 
ción de conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, escribimos {x E A lx Є В}; esta operación 
se denota A N В, como es bien conocido. El conjunto BN A es {x E В |х E A), el cual es 
claramente igual a A N В. La operación más general esla intersección de una colección 
de conjuntos C (en lugar de un conjunto de conjuntos se suele decir colección de conjun- 
tos, pero, para nosotros, “colección” será sinónimo de conjunto”): supongamos que C es 
un conjunto, y, si A E C, entonces A también es un conjunto. Definimos: 


КАТА EC} = {хєлд [А ЄС y хєА paratodo AE С}. (13) 


Por lo tanto, х es un elemento de la intersección si pertenece a todos los conjuntos que 
pertenecen a С. A N В corresponde al caso en que C contiene dos elementos, uno igual 
а А y el otro igual a В. Podemos etiquetar los elementos de С con números enteros, de 
tal manera que C = (A,), y, en ese caso, escribiremos 


A. = {х є А, |x € A, para todo n}. (14) 


п=] 
Está claro que (14) es el conjunto (13) para este caso particular (еп algunos casos los 
elementos de C no se pueden etiquetar de esta manera). 


СЕЗЕ 


3. Axioma de apareamiento Para cualquier рат de conjuntos, existe un conjun- 


to que los contiene a ambos. 


4. Axioma de la unión Para cualquier colección de conjuntos, existe un conjun- 
to que contiene todos los elementos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos de 
la colección dada. 


Si C es como en (13), escribimos 
Uta la є с} (15) 


para denotar al conjunto postulado en el axioma 4. Las notaciones A U B y Oz, A, 
se usan en casos especiales, como ocurre con las intersecciones. Si queremos demostrar 
que x Є N A, debemos probar que x E A, para al menos ип п, si queremos demostrar que 
x € N A, entonces debemos probar que x € A, para todo n. Por lo tanto, los cuantifi- 
cadores Зх y x están íntimamente relacionados con las operaciones U y N de la teoría 
de conjuntos. 

Debemos ser cuidadosos y distinguir entre apareamiento y unión. El conjunto (A, В} 
postulado por el axioma 3, tiene dos elementos, A y В, si А # В, y un solo elemento A si 
В = A (este caso no se excluye). Por ejemplo, dado el conjunto @, podemos formar el 
conjunto (2, Ø} = {Ø}, el cual es un conjunto no vacío: tiene un elemento. El axioma 
4 postula la existencia de A U B. En general, este conjunto no contiene ni A ni B como 
elementos. Sus elementos son elementos de A o de В. Por ejemplo, Ø U Ø = Ø no tiene 
elementos; por lo tanto, es diferente de (9). 

Los axiomas 3 y 4 también implican la existencia de un conjunto (А, В, C} con tres 
elementos. La manera de ver esto es formar (A, B} y (С, C} = {С} y luego el par {{А, | 
B}, {C}} = D. Finalmente, tomamos la unión de los elementos de D. De manera simi- 

Ё lar, dados п conjuntos А,,... , А„ podemos formar el conjunto (Aj, ..., A,). | 


5. Axioma de la potencia Para cada conjunto existe una colección de conjun- | 
tos que contiene entre sus elementos todos los subconjuntos del conjunto dado. 


El axioma de la potencia es una herramienta básica de la teoría de conjuntos. Ya 
sabemos lo que son los conjuntos numerables. En el ejemplo 1.6 que aparece al final de 
esta sección mostraremos que si A es numerable, entonces el conjunto potencia P(A) no 
es numerable, y, de manera más general, que no hay biyecciones de A a P(A). Esto lo 
descubrió Cantor, la teoría de conjuntos, tal como la conocemos hoy, se inició con este des- 
cubrimiento. Si A es numerable, entonces existe una biyección de P(A) a R, es decir, el 
conjunto de los números reales. Por lo tanto, si aceptamos la existencia de los enteros 
como un conjunto, los axiomas del 1 al 5 implican la existencia del conjunto R de los 
números reales, como veremos en $1.2. Pero los axiomas dados hasta ahora no postu- 
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lan la existencia de ningún conjunto, y mucho menos la existencia de conjuntos infini- 
tos. Por ejemplo, el axioma 4 se entiende de esta manera: si tenemos una colección de 
conjuntos, entonces podemos formar la unión, ¡pero nadie ha dicho que tengamos nin- 
gún conjunto! 

Antes de formular el último grupo de axiomas, estudiaremos más de cerca el pro- 
blema de la existencia de conjuntos. Si entendemos los conjuntos en el sentido de la 
definición de Cantor (1), todos nuestros axiomas se cumplen. De ellos podemos dedu- 
cir que algunos conjuntos formados a partir de la definición de Cantor no son conjuntos 
en el sentido de los axiomas; de manera más específica, dado un conjunto A podemos 
formar B = {x E A [x є x}. Supongamos ahora que B Є B; entonces В @ B, por defini- 
ción; de donde se sigue que B no puede ser un elemento de sí mismo. En conclusión, 
В E B, у, en particular, В ¢ A. Resumiendo: dado un conjunto А, podemos construir ип 
conjunto В que ло es elemento de A. Por lo tanto, los axiomas impiden la existencia de 
un conjunto А que contenga todos los conjuntos. Por el contrario, la definición de Can- 
tor, admitiría un conjunto como ése. De manera similar, la contradicción referente al 
conjunto М de (5) demuestra que М no es un conjunto. El sistema axiomático cumple, 
entonces, nuestros propósitos. Sobre la base de los axiomas podemos desarrollar parte 
de la teoría de conjuntos de Cantor, indispensable en matemáticas, y, al mismo tiempo, 
podemos evitar las contradicciones de la teoría de Cantor. $ 

Si sustituimos la palabra “conjunto” en los axiomas del 1 al 5 por Іа palabra “соп- 
Junto finito”, tenemos enunciados consistentes. Como queremos introducir el concepto 
de “conjunto” con estos axiomas, debemos aceptar cualquier interpretación consistente 
con ellos. Por lo tanto, se necesita un axioma de infinitud. 


Definición 5; х еп un conjunto, entonces definimos х* = х О {x} у lo llamamos el 
sucesor de х. 


6. Axioma de infinitud Existe un conjunto que contiene el conjunto vacío Ø y 
el sucesor de todos y cada uno de sus elementos. 


Éste es el tipo de axioma necesario para introducir los enteros. El siguiente axioma, 
que ha sido objeto de controversia en la historia de la teoría de conjuntos, asegura que 
de cualquier colección de conjuntos podemos “elegir” un representante de cada con- 
junto de la colección. Esto se enuncia de manera más precisa en el siguiente axioma. 


7. Axioma de elección 51А es una colección de conjuntos disjuntos dos a dos yno 
vacíos, entonces existe un conjunto C de elección tal que, para cualquier conjunto x 
de A, x N C contiene un único elemento. 


Ya hemos estudiado el concepto de par ordenado (a, b) de los elementos a y b. Un 
par ordenado contiene un primer elemento (coordenada) a y un segundo elemento 
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(coordenada) b. El concepto de par ordenado se puede reducir al concepto de conjunto 
definiendo (a, b).= [ (a), (a, b}}, pero no entraremos aquí en detalles. - 

Si А y B son conjuntos dados, podemos formar el conjunto de todos los pares orde- 
nados (a, Б), donde a E A y b E В; este conjunto se denota A х В. Por definición, una 
función f: A > В es un subconjunto de A X B tal que: 


1. Dado a € A existe b Є B tal que (a, b) E f; 
2. Si(a,b)Efy(a Ь,) € f, entonces b, = b. 


En lugar de (a, b) € f, escribiremos b = f(a). A partir de aquí podemos proceder a 
definir los siguientes términos, notaciones y conceptos relacionados con funciones: in- 
yección, suprayección, biyección, restricción, extensión, f(X) siX CA, PUV)siY C Ву 
composición de funciones. Si B CR, se suele decir que fes una función de valores reales. 


8. Axioma de sustitución — SiS(a, b) es un enunciado tal que para cada a E A se 
puede formar el conjunto {Ь | Sía, b)), entonces existe una función F con dominio А tal 
que Fla) = {b | Sía, b)) рага cada а E А. 


Por definición, una función F tiene un destino; por tanto el axioma 8 requiere la 
existencia de un conjunto B tal que FCAXB. 

Podremos recordar estos axiomas si los resumimos de una forma sugerente como 
sigue. El axioma de extensión nos da un criterio para la igualdad de dos conjuntos. Los 
axiomas de especificación, de apareamiento, de la unión y de la potencia nos permiten 
especificar subconjuntos y formar pares (y conjuntos finitos en general), intersecciones 
y uniones, y la colección de todos los subconjuntos de un conjunto dado (llamada con- 
junto potencia del conjunto dado). Postulamos la existencia de conjuntos infinitos, El 
axioma de elección asegura que podemos elegir un único elemento de cada conjunto de 
una colección de conjuntos no vacíos disjuntos dos a dos y formar un conjunto con 
dichos elementos. El axioma de sustitución indica que podemos sustituir cada elemento 
de un conjunto dado por un conjunto que dependa de ese elemento. 

Para dar una demostración completamente detallada en matemáticas debemos recurrir 
a estos axiomas y a los principios elementales de la lógica. En la práctica usamos principal- 
mente las operaciones de la teoría de conjuntos: unión, intersección, complemento, diferen- 
cia, potencia y elección (esta última casi siempre de manera implícita). + 
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Ejemplo I.1 Demuéstrese que dados los conjuntos A, В, C C S, se cumple la ley 
distributiva: 


AN(BUC)=(ANBJU(ANC) 


*En el original no se incluye esta actaración. (№. del R.T) 
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Solución Un método es demostrar que cada miembro de la igualdad es un subconjunto 
del otro. Primero tomemos x € A N (B U C). Esto significa que x es un miembro de A 
y de B U C. Luego x está en A y además está en A N В o en A N С; es decir, x E (A N B) 
U {A N C), así que A N (B U C) C (A N B) U (A N C). Por otro lado, si x Є (A N 
B) U (A N C), estará en A N Boen AN С. Six Є А N B, entonces x está en A y en B; 
en particular, x está en А y en B U C, así que x EA N (B U C). De manera similar, six € 
А N Cconcluimos quex € A N (В О C). Por lo tanto, (AN BU (AN C)CAN(BU 
C), y tenemos ya la igualdad. La ley distributiva se puede verificar con un diagrama 
como el de la figura 1-8. Ф 


A 


FIGURA 1-8 Ley distributiva 


Ejemplo 1.2  Demuéstrese que dados A, BCS, 
А С В е Ѕ\А D 5\В. 


Solución Primero probamos que A C B implica S\B С S\A. Supongamos que A C B 
y que x Є SAB. Entonces, х E B y, por lo tanto, x @ А (porque x E A = х Є В), de 
donde х Є 5\А, lo que demuestra que 5\8 С $\А. Para demostrar el inverso, supon- 
gamos que SAB С SNA y que x € A. Entonces, x @ SNA y así x E SAB (porque 5\8 С 
SA), de donde x Є B. Pot lo tanto, ACB. Ф 


Ejemplo L3 Sea f(x) =? (definida sobre el conjunto de todos los números reales) 
уВ={у > > 1}. Calcúlese el conjunto В). 


Solución Рог definición, /-{(В) consta de todos los х tales que f(x) Є В, es decir, 
todos los x tales que 1? > 1. Esto ocurre sii x = 1 ох 5 –1; por lo tanto, В) = {x | x> 
1) U {x|xs-1} $ 
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Ejemplo 1.4  Demuéstrese que f(A A В) C f(A) N f(B) y dése un ejemplo de A, B 
yfcon la propiedad de que f(A N B) # f(A) N f(B). 


Solución Siy € f(A N B), entonces existe algún x € A N B tal que y = f(x). Sabemos 
que x Є А y x € В, de donde y E f(A) е y € f (B). Esto demuestra que y E f(A) N (В); 
porlo tanto, f(A N B) C f(A) N f(B). Para el ejemplo, seanA=(x EZ [х2 20),B=(x€ 
Z he < 0}, conf: Z > Z definida por f(x) = х2. Entonces, /(А) = А, f (В) = А y /(А) П 
УВ) = A. Sin embargo, А N В = (0), у, por lo tanto, А N В) =/({0})={0}4А. Ф 


Ejemplo 1.5  Pruébese, utilizando la inducción, que 142+---+n = n(n + D)/2 
para todo n E N. 


Solución Sea P() el enunciado і +»: - + i= ДЕ + 1)/2 cuya veracidad o falsedad 
estamos tratando de determinar. Verificamos las coridiciones 1 y 2 del método de 
inducción dadas en la primera parte de esta introducción. Es obvio que Р(1) es cierto, 
porque se reduce a 1 = 1. 2/2. Ahora supondremos que el enunciado P(n) es cierto y 
probaremos que P(n + 1) es cierto: 


1+2+-¿n+(0+D)=(142%+--+)+(1+1) 


= AD ажр 172032040) 


(п+ 009 +2) (+ 1)[Gr+ 10) +1) 
2 Е ‚2 ` 


Entonces, el enunciado es cierto paran + 1. Ф 


Ejemplo L6 $ей А ип conjunto y sea P(A) el conjunto de todos los subconjuntos 
de A. Pruébese que A y P(A) no tienen la misma cardinalidad. 


Solución Supongamos que existe una biyección f: A > P(A); deduciremos enton- 
ces una contradicción. Sea B = (x EA Lx Ef()); existe y E A tal quef(y) = = B, porque 
fes suprayectiva. Si y Є B, entonces por la definición de B concluimos que y ¢ B. De 
manera similar, si y @ B, entonces concluimos que y Є В; en cualquiera de los dos casos 
obtenemos una contradicción. En realidad, el argumento prueba que ni siquiera existe 
una función f: А > P(A) que ¿ea suprayectiva. Ф 
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Ejercicios de la introducción 


Las funciones siguientes se definen proporcionando f(x), el dominio $ y el desti- 
no Т. Dados A C S у B C T, calcúlense f(A) y f7(B). 


a. Хх) = х?, 5 = (-1,0,1), Т = todos los números reales, ` 


A=(-1,1),B=(0, 1). 


A, six>»0 
=x, six<0 


b. Хо) = { 


$ = Т = todos los números reales, 


A =(x E números reales | x> 0), B = {0}. 


l, six>0 
e fa)= 0, six=0 
—1, six<0 


5 = T = todos los números reales, 


А = В = {х € números reales | -2 < x < 1}. 


Determínese si las funciones que aparecen en el ejercicio 1 son inyectivas, supra- 
yectivas o biyectivas para los dominios y destinos dados. 


Sean f : 5 > Tuna función, C,, С, CT y D,, D, С 5, Pruébese: 


а. fTM U Ca) = NCD ЈУ СЗ). 
b. ЛР U Da) = ру) U f(D). 

e FONC NC) =f (Супу Съ). 

d. Опр) C f(D) N fD). 

Verifíquense las relaciones de la (а) a la (d) en el ejercicio 3 рага cada una de las fun- 
ciones de la (a) a la (c) del ejercicio 1, con los siguientes conjuntos: utilícense los con- 


juntos de la parte a que sigue a continuación para el ejercicio 1(a), los conjuntos de> 
la parte b para el ejercicio 1(b) y los conjuntos de la parte e para el ejercicio 1(с): 


a. C, ,=todox > 0, 0, = {-1, 1}, С, = todo x <0, D, = {0, 1}; 
b. С =1000х2 0, Р, = todox> 0, С, = todox<2,D,= їодох>-1; 


с. С =todo x2 0, Р, = todo x, С, = todo x>-1,D,= todo x > 0. 


A A иет еченче еа e 


Ejercicios de la introducción 


5, 


8. 


Si f: S > Тез una función de 5 еп Т, demuéstrese que las siguientes proposicio- 
nes son equivalentes (cada una implica las otras dos): 


a. fes inyectiva. 


b. Рага todo y en 7, el conjunto f~ ({y}) contiene como mucho un punto. 


e f(D, N D,) = F(D,) A f(D) para todos los subconjuntos D, y D, de 5. 


Desarróllese un criterio similiar para la supraycctividad. 


Pruébese que el conjunto de los enteros positivos N = {1, 2, 3, . . .} tiene tantos 
elementos como el conjunto de los enteros, estableciendo una correspondencia 
biunívoca entre N y Z = {. . . , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, . . .}. Conclúyase que Z es 
numerable. 


Sea A un conjunto finito con N elementos y ѕса P(A) la colección de todos los 
subconjuntos de A, incluyendo el conjunto vacío. Pruébese que P(A) tiene 2” 
elementos. 


а. SeaN=(0,1,2,3,...). Definamos p: NXN > N como (ij) =j+ +k(k+ 
1), donde k = i + j. Demuéstrese que pes una biyección y que tiene algo que 
ver con el diagrama siguiente: 


b.  Demuéstrese que si А, А,,... son conjuntos numerables, entonces A, U 
A, О. - - es numerable. 


Sca A una familia de subconjuntos de un conjunto $. Escribimos UA para la 
unión de todos los elementos de A y, de manera similar, definimos N 4. Supon- 
gamos que 8 D.A. Pruébese que UA CUByquenB8 СПА. 
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10. 


п. 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


Introducción: conjuntos y funciones 


Sean f: S > T, g: T> U y h: U > V funciones. Pruébese que ho (fo g) = (h o 
Р) о g (es decir, que la composición es asociativa). 


Sean f : S > T, g : T > U funciones dadas. Demuéstrese que para todo C C U, 
(go fy UC) =P UE HO). 


Sea A una colección de subconjuntos de un conjunto $ y 8 la colección de los 
complementarios; es decir, B Є 8 sii SAB Є A. Pruébense las leyes de Morgan: 


a SUA=NMB. 
b. SANA=UB. 


Aquí UA denota la unión de todos los conjuntos de A. 


Por ejemplo, si А = (A,, A,) entonces 


а. ез 5\(А, UA) =(S14,) N (5\А,) у 
b. es $\(А, N A3) = ($\А,) U(SNA)). 


Sean А, В С S. Demuéstrese que 
АхВ= 0 © А= бо В=0. 
Demuéstrese que 


а. (Ах B)U(A' x B)=(AUA')x В. 


b. Ах B)N(A' x B')=(ANA') х (ВВ). 


Demuéstrese que 


a. 3:5 - Tes inyectiva sii existe una función g : T > S tal que g o f = Ig 
llamamos a g una inversa por la izquierda de f. 


b.  f:S>Tes suprayectiva sii existe una función: T > S tal que fo h = Iy 
llamamos а й una inversa por la derecha de f. 


с. Опа función f: S > T es una biyección sii existe una función g : T> S tal 
que fo g = l; y g o f = 1,. Demuéstrese también que g = f' y que está 
determinada de manera única, 


Sean f: $ > T y g : T О biyecciones. Demuéstrese que g o fes una biyección 
y que (g of)! = Lo g. [Sugerencia: Úsese el ejercicio 15(c).] 


17. 


(Para este problema quizá tenga que repasar el álgebra lineal.) Sea 


ап ар --- Ala 

ап аэ ... аһ 
А = 

Ami Am дь 


una matriz m х n donde a; son números reales. Utilícese el ejercicio 15 para de- 
mostrar que А tiene rango т si y sólo si existe una matriz B tal que AB es la matriz 
identidad m x m. 


Capítulo 1 
La recta real y 
el espacio euclídeo 


Los objetos básicos del análisis matemático son los números y las funciones. En este 
libro estudiaremos la teoría de la convergencia, continuidad, diferenciación e integra- 
ción de funciones de una o varias variables, tal como se ha desarrollado en los últimos 
250 años. А lo largo del proceso ubicaremos esta teoría en el contexto de algunas de las 
técnicas del análisis moderno. Este capítulo comienza con la recta real y el espacio n- 
dimensional, y es indispensable para estudiar de manera precisa y entender de forma 
clara el cálculo de varias variables. Algunas partes de este capítulo pueden parecer un 
repaso de materias que tal vez ya se hayan estudiado en cursos anteriores de matemáti- 
cas. Sin embargo, intentamos cubrir los temas de una manera más rigurosa, dando algu- 
nas propiedades más de la recta real como preparación para posteriores estudios. 


$1.1 Cuerpos ordenados y los sistemas numéricos 


Cuerpos ordenados 


Comencemos con las propiedades más importantes de los números reales. Los argu- 
mentos heurísticos (es decir, intuitivos) que comúnmente se utilizan para hablar de los 
números reales deben ser ya familiares para el lector. Comenzamos con los enteros no 
negativos 0, 1, 2, 3,..., agregamos los enteros negativos y los racionales no enteros. 
El sistema de los números reales se obtiene añadiendo a los racionales todos los límites 
no racionales de números racionales. Por ejemplo, el número irracional „2 se obtiene 
como límite de una sucesión creciente (o monótona) х, con х? < 2 y x, racional, Pode- 
mos emplear sucesiones decimales del tipo 1, 1.4, 1.41, 1.414, . . . como x,- Es un hecho 
bien conocido, probado por primera vez por Euclides, que М2 no es racional (véase el 
ejercicio 2 al final de este capítulo). 
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¿Cómo se construyen los números reales de una manera formal? Este proceso es un 
poco largo, tedioso en algunos momentos y difícil en otros. En lo que resta de la sec- 
ción daremos un esbozo del mismo. Primero resaltaremos algunas propiedades impor- 
tantes que, pensamos, deben tener los números reales. La construcción de sistemas de 
objetos que obedecen estas propiedades a partir de la lógica y la teoría de conjuntos es 
un paso importante en la fundamentación del análisis, que fue dado por Karl Weierstrass, 
Richard Dedekind, Georg Cantor y otros, entre el final del siglo pasado y principios de 
éste, y, de hecho, algunos refinamientos de la idea continúan produciéndose hoy en día. 

Empecemos con un conjunto dado a cuyos elementos se les llamará números y 
consideremos los siguientes axiomas para dicho conjunto: 


Ахіотаѕ de cúerpo 


I. Axiomas de la suma Existe una operación de suma “ + ” tal que para cuales- 
quiera números х, у, z se cumple lo siguiente: 


l. o x+y=y+x conmutatividad 
2. x+0+2=0+p)+Z asociatividad 
3. Existe un número, O, tal quex+0 = х. elemento neutro (cero) 
4 Para cada x existe otro número, 


que denotaremos —x, tal que х + (=x) = 0; К 
escribimos y -x = y + (~x). inverso respecto de la suma 


П. Axiomas de la multiplicación Existe una operación de multiplicación “-” tal que 
5. xo y=y ox conmutatividad 

6 xO 2) = (ху): 2. asociatividad 

. Existe un número 1 tal que 1 -x = x. elemento neutro (unidad) 


7 
8. Para cada x # 0 existe otro número, 
que denotaremos х^!, tal que х. х“ = 1; 


escribimos y- х"! = y/x. recíproco 
A IA ley distributiva 
10. 1%0, no trivialidad 


Cualquier conjunto о “sistema numérico” con operaciones + y · que obedezcan 
estas leyes se denomina cuerpo. Por ejemplo, los números racionales son un cuerpo, 
pero los naturales no (porque el recíproco de un entero diferente de 1 no es un entero). 
A partir de este momento, escribiremos sólo xy en lugar de x · y. La regla 10 excluye el 
caso trivial del cuerpo cuyo único elemento es 0. 
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Si comenzamos соп los números naturales N, entonces se cumplen los axiomas 1, 
2, 5, 6,7, 9 y 10. La inclusión de los enteros negativos y el сего para formarZ nos da un 
sistema que obedece a los axiomas del l al 7, el 9 y el 10. Por último, el hecho de 
agregar los recíprocos para formar los números racionales Q conduce a un sistema que 
obedece todos estos ахїогпаз. Trabajaremos sobre csta idea más adelante en esta sección. 

De lós axiomas dé cuerpo se pueden deducir las propiedades para la manipulación 
de igualdades algebraicas, tal como la deducción de la identidad (а – bY = а? -2ab + b? 
y las leyes de los exponentes. Daremos unos ejemplos en la proposición 1.1.2, así como 
en los ejemplos resueltos y ejercicios, y supondremos esas propiedades válidas a partir 
de ese momento. 

Los números reales poseen también un orden natural. Habitualmente los imagina- 
mos formando una recta. | 


Ш. Existe una relación “ < ” tal que 


11. Para cada x tenemos x £ х. reflexividad 


y. antisimetría 


12. Six<yey<x, entonces х 
13. Six yey Sz, entonces х Sz. transitividad 


14. Para cada par de números (x,y), 
© xs&yobieny sx. orden lineal 


15. Six = у, centoncesx+zSy+z 


para todo z. compatibilidad de S y + 
16. Si0O<xy0<), 


entonces 0 $ ху. compatibilidad de £ y · 


Las-propiedades 11 a 13 establecen que < es un orden parcial. La propiedad 14 
dice que todo par de números son comparables, lo que se describe diciendo que < es 
un orden lineal u orden total. Las propiedades 15 y 16 dicen que el orden y las operacio- 
nes son compatibles. Un sistema que satisface las 16 propiedades anteriores se denomina 
cuerpo ordenado. Los números reales R y los racionales Q son ejemplos concretos. Por 
definición, x < y significa que x £ y y x+ y. También, x > y significa y < x,y x > у 
significa y < x. Las propiedades 11,12 y l4 se combinan para dar lugar a la siguiente 
observación. 


1.1.1 Ley de tricotomía Sixe y son elementos de un cuerpo ordenado, enton- 
ces una y sólo una de las siguientes relaciones es cierta: X< y, x=y0x>y.' 
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Existen otros sistemas, además de los números reales, en los que algunos de estos 
axiomas cumplen un cierto papel. Por ejemplo, los axiomas del 1 al 4 definen un grupo 
conmutativo. Los axiomas del 1 al 9, excluyendo los axiomas 5 y 8, definen un anillo; 
este concepto es útil, por ejemplo, para estudiar operaciones algebraicas sobre el con- 
junto de las matrices п X п. Obsérvese que el conjunto de todos los subconjuntos de un 
conjunto dado 5, donde рог А < B entendemos А С B, forma un conjunto parcialmente 
ordenado, y que este orden no satisface la propiedad 14. 


1.1.2 Proposición En un cuerpo ordenado son válidas las siguientes propiedades: 


i. Unicidad de los neutros Sia + х = а para todo a, entonces x= 0. $їа:х = а 
para todo a, entonces x = 1. 


ii  Unicidad de los inversos Sia + х = 0), entonces х= – а. Si ax = 1, entonces x = а. 
iii. No kay divisores de cero Si xy = 0, entoncesx=00y=0. 


iv. Reglas de cancelación para la suma Sia+x=b + х, entoncesa=b. Sia+x < 
b + х, entonces a = b. 


v. Regla de cancelación para la multiplicación Siax=bxyx+ 0, entonces a =b. 
Si ax 2 bx y x> 0, entonces a > b. 


vi. 0-x =0 para todo x. 

vii. —(—х) = x para todo x. 

viii. —x = (-1)x para todo x. 

ix. Six 0, entonces x! + Оу (х7) =x. 

х. Sixf0ey*0, entonces xy + Оу (xy)! =x "y" 

хі. 5х < уу0 < 2, entonces xz < yz. Six 5 уу < 0, entonces yz < xz. 
xii. Six < Осу 0, entonces ху > 0, Six < Ое y > 0, entonces ху < 0. 
xiii. 0<1. 


xiv. x? > 0 para todo x. 


Con el propósito de ilustrar las ideas de las demostraciones de ii, vi, viii, xiii y xiv, 
éstas se dan al final del capítulo. 

El propósito de los axiomas de un cuerpo ordenado es aislar las propiedades bási- 
cas que necesitamos para manejar las igualdades y desigualdades algebraicas. Por ejem- 


аслу к-нун A A NA A рокет e e a 
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plo, he aquí un caso típico: por 1.1.2хіу, para cualesquiera números а у b, (а-Ь)? > 0; 
entonces, a? – 2ab + b? > 0, y, por lo tanto, 


1 
ab s ¿e +b?) 


para cualquier par de números a, b. Este tipo de manipulaciones es importante en aná- 
lisis y volverán a aparecer más adelante. 


1.1.3 Ejemplo Usando los axiomas y propiedades de cuerpo ordenado dados en 
esta sección, pruébese que 


da—-b=(a-bia + Б). 
Solución Porla ley distributiva, 
(а ~ bla + b)=(a—-b)-a+(a-b)- b. 
Ahora usamos las leyes conmutativa y distributiva otra vez, junto con a — b=a+(-b): 
(a-b)-a+(a-b)-b =a-(a-b)+b-(a-b)=a +a-(b)+b-a+b-(-b). 


Ahora, a · (-b) = а: (-1) -b =(—1)аЬ = (ар) por 1.1.2viii, la asociatividad у la 
conmutatividad. De manera similar, b · (-b) = —b?. Entonces, (a — Ра + b) es igual a 


a +a: (-b)+b-a +b- (b) =@ - (ab) + ba- Б 
= a? - ab + ab + b’ (por el axioma 5): 


= a? — 2 (por los axiomas 3 y 4). Ф 


1.1.4 Ejemplo En un cuerpo ordenado, pruébese que 510 5 x < y, entonces Y < y?. 


Solución 510 < x< y, entonces 0 < x < y, y por 1.1.2xi, х? < yx. Por el mismo 
razonamiento, х < y implica xy < y?, Por lo tanto, 


x? < yx = xy (por la conmutatividad) 
= y, 


de donde x? < у>. Sólo queda excluir la posibilidad de que х? sea igual a у. Pero six? = 
у? entonces 


х®-уї=0 (sume —y? a cada miembro) 
(х-у)(х+у)=0 (por el ejemplo 1.1.3) 
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Por 1.1.2хіі tenemos 0 < хе y > 0, Ahora bien, x + y 0, ya que x+y=0 
implicaría que y = (х) = 0, de modo que у < 0, lo que es imposible por la ley de 
tricotomía. Por la cancelación para la multiplicación, 

(х — + y) =0 
implica que x — y = 0, es decir, que x = y. Pero sabemos que x < y, luego este caso está 


excluido, como se deseaba. Ф 


Podemos introducir otros símbolos familiares. El módulo o valor absoluto de un 
número x se denota |x| y en un cuerpo ordenado se define como |x] = x six >0 y |x| = 
=x si x < 0. La distancia entre dos elementos x е y es |x — y|. Vale la pena resaltar ciertas 
propiedades del valor absoluto y de la distancia, tanto por su propia importancia como 
porque las generalizaremos para otras situaciones más adelante. Sus demostraciones 
son inmediatas, así que las omitiremos. 


1.1.5 Proposición 


і |4] = 0 para todo x. 

ii |x| =0 siy sólo six=0. 

ш. pol = fx yl. 

iv |р = |x] + |у. desigualdad triangular 


А-Ы = |х = yl- desigualdad triangular alternativa 


Por ejemplo, para probar iv se consideran tres casos; así, six 2 0,у<бух+у> 
0, entonces |х + yl =х+у=х+у-у=х= ld = lx + | y]; los demás casos son análogos. 


1.1.6 Proposición Si d(x,y) = x ~ y, entonces 

i dix, у) > 0. 

ii d(x, y) = 0 si y sólo si x = y. 

Ш. 4х, y) = d(y, x). 

iv. dx y) < d(x, z) + а, y). desigualdad triangular 


El término desigualdad triangular proviene de la desigualdad correspondiente cuan- 
do x е y no son números, sino puntos en el plano y d(x, y) es la distancia euclídea usual 


А A CS IA, ent 
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entre ellos. En este caso, la desigualdad expresa el hecho conocido de que la suma de 


las longitudes de dos lados de un triángulo siempre es igual al menos a la longitud del 
tercer lado. Estudiaremos esta situación más general en $1.6. 


Los sistemas numéricos 


Repasemos brevemente los diferentes sistemas numéricos para recordarlos y establecer 
la notación. 


Los números naturales 


Los números naturales son los que usamos para contar N = (1, 2,3, 4, . . .}. Si agrega- 
mos el cero obtenemos el conjunto N = (0, 1, 2, 3,....} de los enteros no negativos, Los 
elementos neutros O y 1 están en N, y la suma y la multiplicación están definidas; sin 
embargo, no tenemos negativos ni recíprocos. Con el orden usual, N satisface todos los 
axiomas del 1 al 16 excepto el 4 y el 8. La propiedad más notable de N es que sus 
elementos son los números que usamos para contar. Hay un primer elemento, 0, y para 
cada uno de sus elementos existe un “siguiente” bien definido, que se obtiene sumán- 
dole 1. Repitiendo el proceso de sumar 1 se genera todo N. Esto se formaliza mediante el 


Principio de inducción matemática 51 5 es un subconjunto de N tal que Dd ES y k+ 
1 está en S siempre que k está en S, entonces 5 = М. 


Como ya vimos en el capítulo de introducción, ésta es una herramienta muy pode- 
rosa, no sólo en la teoría de números sino en toda la matemática. Vale la pena puntuali- 
zar algunas consecuencias de este principio. En efecto, el conjunto N tiene un elemento 
mínimo: el O. También tiene un elemento mínimo cualquier subconjunto'no vacío de N. 
Decimos que N está bien ordenado рог = o que satisface la propiedad de ‘buena 
ordenación. También es común referirse a < como una buena ordenación de N. 


1.1.7 Proposición < es una buena ordenación de N; es decir, N tiene la propie- 
dad de buena ordenación: 


Propiedad de buena ordenación Si S es un subconjunto no vacío de N, entonces 5 
tiene un elemento mínimo; es decir, existe sy E S tal que sy 5 x para todo x en 5. 
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La demostración, dada al final del capítulo, ilustra una manera de usar la inducción 
que puede ser nueva para el lector, Aunque es necesaria una demostración formal, la 
validez de la propiedad de buena ordenación es intuitivamente clara. 

Como consecuencia de la propiedad de buena ordenación, se puede demostrar que 
los números naturales también satisfacen el 


Principio de inducción completa 515 С Nes ип subconjunto tal que (xEN|x<n) € 
S implica п ES y, por lo tanto, 8 = №. 


Esta forma del principio de inducción se puede aplicar a otros conjuntos bien orde- 
nados además de N. No equivale al principio de inducción finita; es decir, existen con- 
juntos bien ordenados que satisfacen el principio de inducción completa pero no el 
principio de inducción matemática. 


Los enteros 


Para pasar de N a los enteros, Z =(...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...), agregamos los 
enteros negativos, con lo que aseguramos la existencia de soluciones a toda ecuación 
de la forma x + n = m соп п y m en N. Al hacer esto hemos producido un sistema en el 
Cual existe una solución única x = m — п siempre que n y m estén en Z. Este sistema 
satisface los axiomas del 1 al 16 excepto el 8. Como se mencionó antes, una estructura 
que satisface del 1 al 4, el 6 y el 9 se llama anillo. Con el 5 es un anillo conmutativo, 
y con el 7 es un anillo con unidad o anillo con identidad. Hay ejemplos de anillos 
conmutativos además de Z (piénsese en la “aritmética del reloj” de la escuela elemen- 
tal). Cuando exigimos los axiomas del 10 al 16, las posibilidades se reducen. En cierto 
sentido, el sistema más sencillo posible es Z. Al extender N en ambas direcciones, 
hemos perdido el principio de inducción matemática, pero de alguna manera lo tene- 
mos en dos direcciones: si S es un subconjunto de Z, tal que 0 ES yk+1yk- 1 están 
en 5 siempre que К esté en 5, entonces 5 = Z. 


Los números racionales 


El conjunto Q de los números racionales consta de todos aquellos números que se 
pueden expresar como fracciones o cocientes de enteros: т/п con n # 0. Podemos 
verlo como una extensión de Z para que incluya las soluciones de todas las ecuaciones 
de la forma nx + m=0conn, mE Z yn +0. En este proceso obtenemos un sistema, Q, 
en el cual toda ecuación ax + b = 0 cona y ben Q y a  Otiene la solución única x = 
-a”' - b. Un sistema como éste, que satisface 1-10, se denomina cuerpo. Ejemplos de 
cuerpos son Q y los números reales R. En $1.8 estudiaremos el cuerpo de los números 
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complejosC, pero hay otros más, incluyendo algunos con un número finito de elemen- 
tos. Debemos excluir estos últimos y С si queremos un cuerpo ordenado que satisfaga 
también 11-16. Pero aún quedan R, Q y otros. Si se impone algún tipo de condiciones 
de minimalidad, como pedir que ningún subconjunto propio sea también un cuerpo, 
entonces se puede demostrar que Q es esencialmente la única posibilidad. 

Continuamos con dos proposiciones: la primera dice que Q tiene muchos elemen- 
tos; la segunda, que no demasiados. 


1.1.8 Proposición Qes “denso en símismo”: six e y están en О, entonces existe 
un elemento zen Q tal quex <z < y. 


Esta proposición se puede verificar eligiendo z = (x + y)/2. 

Si comenzamos a marcar los números racionales de la recta numérica, encontrare- 
mos que se distribuyen de una manera densa en la misma hasta un punto en que parcce 
que la llenan (sabemos que no; por ejemplo, falta V2 ). 


1.1.9 Proposición Q es numerable. 


Esto significa que Q se puede poner en correspondencia biunívoca con N (o un 
subconjunto de éste). El conjunto Q en su totalidad se puede presentar en una lista o 
sucesión. Una manera de hacer esto es: 


11 1 
0,1,-1,2,-2, БӨЛ? 


Es decir, empezamos соп 0, 1, —1, 2, –2, luego siguen aquellas fracciones que tienen 
denominador 2, expresadas en su mínima expresión, luego 3 y -3 y aquellas fracciones 
con denominador 3, etcétera, evitando repeticiones. 

La última propiedad de Q es bastante trivial, pero es muy importante en R. Es la 


Propiedad arquimediana Six Є © entonces existe un entero п tal quex<n. 


Six < 0, tómese n = 1. Si x = p/q con p > Q y q > 0, tómese n =p+l. 

En cualquier cuerpo ordenado hay una copia de N que se obtiene identificando л 
con I+ 1 +-+- + 1 (n términos). Esto se extiende a una copia de Z incluyendo -п y a 
una copia deQ, identificando k/n conn: ksin # 0. Un cuerpoF se denominacuerpo 


[ 
К 
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ordenado arquimediano si encierra la propiedad arquimediana. He aquí varias 
formulaciones equivalentes: 


1. Six ЄЕ, entonces existe un entero п tal que x < n. 
2. Sixe y están en E, con 0 < x < y, entonces existe un entero k tal que kx > y. 


3.  SixEFyx>0, entonces existe un entero п > 0 tal que 0 < 1/n < x, 


(Para obtener la tercera caracterización, se define y = 1/x y se elige п > y.) Así pues, О 
es un ejemplo de cuerpo arquimediano ordenado. Hay otros, y hay cuerpos ordenados 
que no son arquimedianos. ч ү 

`Нау otras tareas, que, en principio, se deben realizar antes de continuar; por ejem- 
plo, es necesario formular las leyes de los exponentes enteros. Esperamos, sin embar- 
go, háber dado ya una idea suficientemente clara del tipo de técnicas que se pueden 
emplear, de tal manera que lo que queda sea creíble y podamos continuar. (El trabajo de 
desarrollar completamente estos temas pertenece a los cursos de álgebra.) i 


1.1.10 Ejemplo Encuéntrese un ejemplo de anillo conmutativo sin identidad. 


Solución Debemos satisfacer los axiomas del 1 al 6 y el 9, pero el axioma 7 debe 
fallar. Tal vez el sistema más sencillo con dicha propiedad es el de los enteros pares con 
las operaciones normales de suma y multiplicación. Ф 


1.1.11 Ejemplo Utilicese la inducción para probar que 1/2" < 1/п para todo 
entero'n > 0. i А 


Solución Esto es cierto paran = 1 porque 1/2 < 1. Supongamos que es válido para 
un entero dado п > 1. Entonces 


1 1211 1 


EE 


Por tanto, es verdadero paran+1. Ф 


Nota. Setiene la intención de que los ejercicios de cada sección sean relativamen- 
te rutinarios, con objeto de crear confianza y procurar un poco de práctica antes de 
tener que ver con los problemas del final del capítulo, que representan un reto mayor. 
El estudiante encontrará una:combinación de problemas sencillos y difíciles al final 
del capítulo. 
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Ejercicios de $1.1 


1. Еп ив cuerpo ordenado, pruébese que (a + Р)? = а? +2ab + b. 


2. Еп un cuerpo, demuéstrese que si b #0 y d # 0, entonces 


ad + bc 


аас 
b d ы. 
3. En un cuerpo ordenado, si a > b, demuéstrese que аф < ab? + (а? – by3. 


4.  Pruébese que en un cuerpo ordenado, si М2: es un número positivo cuyo cuadra- 
do es 2, entonces № < 3/2 (hágase sin llevar a cabo una evaluación numérica). 


5. Encuéntrese un ejemplo de cuerpo con sólo tres elementos. Pruébese que no pue- 
de ser un cuerpo ordenado. ` 


$1.2 La completitud y el sistema de los números reales 


Los axiomas de cuerpo ordenado no son suficientes para caracterizar de forma única 


los números reales, porque los racionales también satisfacen esos axiomas. Necesita- 
mos, pues, otra condición que nos asegure que los límites de racionales estén incluidos 
en el sistema. Esta condición se conoce como completitud. El sistema de los números 
racionales es muy rico, pero no lo suficiente para el análisis clásico. Hay números que 
en cierto sentido deberían estar ahí, pero no están; por ejemplo, no existe la raíz cuadra- 
dá racional de 2, о, de manera más precisa, по hay enteros p y q tales que (р/4) = 2. 
Éste'es un problema по sólo рага el análisis, sino también para la geometría. Fúe en este 
contexto donde esta dificultad llamó por primera vez la atención de los matemáticos y 
filósofos pitagóricos de la:antigua Grecia. No existe un número racional que correspon- 
da a la longitud de la diagonal de un cuadrado cuyos lados midan 1. 

. Hay varias formas de introducir la propiedad de completitud. Nosotros usaremos el 
método de las sucesiones monótonas porque es el más cercano a nuestra intuición de 
cónstruir números reales, como Y =1,414213..., en forma de límite de una sucesión 
que lo aproxima. (En la:sección siguiente usaremos esta propiedad para. verificar la 
propiedad del supremo, que se puede utilizar alternativamente como axiomá.) Con ob- 
jeto de plantear este axioma es preciso entrar en el tema de las sucesiones. 

La idea de aproximación es central en la teoría, técnicas y aplicaciones del análisis. 
Una versión de esta idea es que, aun si no se puede resolver un probléma de manera 
exacta, quizá se pueda obtener un procedimiento que, aplicado reiteradamente, nos dé 
una aproximación cada vez mejor. En cierto sentido, esto ocurre hasta en la aritmética. 
Si le pedimos a un niño que divida 1 entre 3 para obtener la expansión decimal de 1/3, 
el método usual de división nunca pararía, sino que produciría una sucesión de aproxi- 
maciones cada vez mejores: 0.3, 0.33, 0.333, 0,3333, .... Comenzaremos nuestro estu- 
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dio con sucesiones de números reales y luego pasaremos a sucesiones de vectores. A lo 
largo del libro volveremos sobre este tema repetidas veces, al estudiar sucesiones de 
funciones y diversas ideas sobre convergencia. 

Recordemos que una sucesión en un conjunto $ es simplemente una función f : 
N > 5. Lo esencial de la idea es que una sucesión es una lista numerable de elementos 
de $ colocados en un orden particular. La notación con subíndices suele usarse para 
etiquetar los'elementos f(n) = x,, aunque en ocasiones se utilizan otras formas, сото 
х o x(n). La sucesión se dispone como una lista Хр, Xa Ху... Como el etiquetado es 
arbitrario, podemos hacerlo de otra forma, sin pérdida de información, tomando HE Хк 
para obtener yo, Yi, Ya, Y» + + + , lo que puede simplificar la expresión de f. Por ejemplo, 
la sucesión 


1111 
241816" 


se puede representar como x, = 1/2" раган = 1,2,3, ... 0y, = 1/2 parak = 0, 1,2, 3,....Еп 
general, escribimos una sucesión en la forma x,. 

Decimos que una sucesión converge a un límite x o que es convergente a x si pode- 
mos garantizar que los puntos de la sucesión estén tan cerca como deseemos de x con 
sólo tomar el índice suficientemente grande, Esto está expresado de forma precisa en la 
siguiente definición, 


1.2.1 Definición Decimos que una sucesión x, converge a un límite x si para 
todo к >0 existe un entero N tal que |х, —x|<e siempre que n > N. (El número N puede 
depender de £; un ё más pequeño puede requerir un N más grande.) En ese caso escri- 
bimos liM, e Х,= хо bien x, > x cuando n > œ. 


La definición exige que todos los términos de la sucesión con índice mayor que N 
disten de x menos que e; no es suficiente con encontrar un término cerca de x. Podemos 
pensar que la letra griega (épsilon) es una cota al error máximo permitido en la aproxi- 
mación, de modo que debemos poder asegurar que, más allá de alguna N específica, 
todos los términos de la sucesión aproximan x con este grado de precisión. Podemos 
imaginarnos mejor el concepto si dibujamos los puntos sobre una recta numérica, como 
en la figura 1,2-1. 


FIGURA 1.2-1 Los elementos de una sucesión x, están a una distancia menor que £ 
del límite para п grande 


н ме унту EA TONAT бту a EA e RIO EIA ыа ааа 
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FIGURA 1.2-2 La convergencia vista en términos de una gráfica 


La definición 1.2.1 exige que todos los términos, excepto quizá un número finito de 
ellos, estén entre x — £ y x + £. Podemos hacernos una mejor idea mediante la gráfica 
de la función que define la sucesión (figura 1.2-2). Todos los puntos que están suficien- 
temente a la derecha deben estar en la banda de ancho 2£ con centro en la. recta horizon- 
tal de altura x. No es suficiente que (3, х;) esté en la banda, porque (4, x4) no está. 


1.2.2 Lema del sandwich Supongamos que x, > L, y, > L y que Xy < 2, S Y, | 
para todo n (es suficiente suponer que existe No tal que X, S 2, S y, siempre que п > 
№). Entonces z, > L. 


Intuitivamente ha se ser así, porque z, está acorralado por arriba y por abajo por 
números que se acercan a L. La demostración completa se da al final del capítulo. Vere- 
mos más variaciones sobre este tema más adelante. Otro hecho que conviene ver es que 
el límite no puede exceder las cotas de la sucesión: 


1.2.3 Proposición Sia £ х, < b para todo n y X, Эх, entonces a £ x < b. 


La demostración, que dejamos al lector, puede ser inmediata, utilizando un método 
similar al usado en el lema del sandwich. 


1.2.4 Ejemplo La sucesión x, = (—1)', п = 1, 2, .. . , ilustra varias cosas: 


1. Los puntos de una sucesión se pueden repetir; es decir, по es necesario que la 
función de N que la define sea inyectiva. 
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La sucesión no converge, Sea ғ = 1/2. Entonces sea cual fuere el límite x que se | 
propusiera para la sucesión, habría términos en la sucesión que distarían de х más 
que e. Para verlo, supongamos primero que x > 0; entonces la, == |-1-x] > 
l >£ para todo л impar. Si x < 0 entonces |x, — x| = ĮI- x| 2 1 >e para todo праг. 


La sucesión se acumula con frecuencia en el 1 y en el —1. Si sólo usamos los 
términos pares, convergen a 1, mientras que si usamos sólo los términos impares, 
obtenemos el límite —1. Esto ilustra las ideas de punto de límite y subsucesión 
que se estudiarán en $1.5. 4 


La siguiente proposición se suele resumir con la frase “El límite es único”, un resul- 


tado perfectamente plausible. (Véase, de nuevo, el final del capítulo para la demostra- 


ción.) 


1.2.5 Proposición Six, es una sucesión en un cuerpo ordenado tal que x, х y 
X, Э y, entonces x = y. 


Hagamos notar un hecho sencillo pero importante antes de desviarnos hacia la arit- 


mética de las sucesiones. Decimos que una sucesión está acotada si el conjunto de 
puntos que la forman está acotado, es decir, si existe un número M tal que EA < M para todo 
n. Decimos que está acotada superiormente si existe un número B tal que x, < B para 
todo n, y acotada inferiormente si existe un número A tal que A < x, para todo ж. 
Claramente, una sucesión está acotada si y sólo si lo está superior e inferiormente. 
Llamamos a B una cota superior y a A una cota inferior de la sucesión. 


1.2.6 Proposición Una sucesión convergente está acotada. 


Esto ocurre porque todos los elementos de la sucesión se acaban amontonando 


cerca del límite y lo que pase con los primeros no altera el estar acotada. 


Supongamos que x, e y, son sucesiones de un cuerpo ordenado. Las podemos su- 


таг, restar, multiplicar y dividir término a término: 


Qn) + (у) = Xn + yn) 
Mx) = (л) 
(х„)Сул) = (х„ул) 
(х„)/ Сул) = (Xn Yn). 


En la última operación se supone que y, + 0. Estas operaciones se comportan más o 
menos como es de esperar con respecto a los límites. Six, >x e y, > y, entonces para 


элгеч e чечсе ч ү. оона е теч Уу 
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n suficientemente grande, los puntos x, están cerca de x y los y, están cerca de y; espera- 
mos, pues, QUE X, + у„, Ах, Y х,у, estén cerca de x + y, Ax y xy, y que si y # 0, entonces 
х,у, esté cerca de х/у. Resumimos los resultados esperados de la siguiente manera. ` 


1.2.7 Teorema del límite para sucesiones Supongamos que х, > х, Y, 9 у 
у A es constante. Entonces 


iii x.y, >. 


iv. 51у, + 0еу +0, entonces х„/у„—Э X/Y. 


Decimos que una sucesión x, es creciente (o mejor, по decreciente) six, = х„, рага 
todo n, es decir, x, < х. 5 х, <...; es estrictamente creciente six, < Ху < Ху<...; 
es decreciente (o mejor, no creciente) six, 2 х„ para todo n, es decir, ху 2 х, 2 ху y es 
estrictamente decreciente si ху > х, > X, >... . Se denomina monótona (monótona 
creciente, monótona decreciente) si está en alguno de estos casos. Una sucesión que es 
monótona creciente pero acotada superiormente no se puede ir a infinito y sus términos 
se deben amontonar cerca de algún límite, tal y como ocurre con la sucesión 1, 1,4, 
1.41, 1.414, . . . , que crece convergiendo а №. 


1.2.8 Propiedad de la sucesión monótona 5еаЕ un cuerpo ordenado. De- 
cimos que F tiene la propiedad de la sucesión monótona si toda sucesión monótona 
creciente acotada superiormente converge. 


1.2.9 Propiedad de completitud Decimos que un cuerpo ordenado es com- 
pleto si obedece la propiedad de la sucesión monótona. 


Según estas definiciones, las propiedades de la sucesión monótona y de completitud 
son sinónimas. Hemos usado dos nombres porque, como veremos en $1.3 y $1,4, hay 
otras propiedades que se pueden usar para caracterizar la completitud y, en ese contex- 
to, las distinciones en la terminología son importantes. 

Como con V2, podemos usar la propiedad de la sucesión monótona para probar la 
existencia de raíces cuadradas de números positivos en un cuerpo ordenado completo. 
Dado y > 0, definimos una sucesión х, tomando x, = №, /2", donde N, es el entero más 
grande para el cual х2 < y. Se puede probar que x, es una sucesión monótona acotada 
superiormente y, por lo tanto, converge a un número x (véase el ejemplo 1.2,10, a 
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continuación, para estudiar las técnicas empleadas). El número x satisface x? = y y se 
denota Уу. Aceptaremos este hecho y otros similares sobre las leyes de los exponentes 
(у las leyes asociadas de los logaritmos) en lo que resta del libro. 


mediante ху= ©,ху = 42, ху= 2+ х|,...,х„ = 2+5, ‚.. Demuéstrese que x, con- 
verge. 


a+. 


1.2.10 Ejemplo Enun cuerpo ordenado completo, definimos х, de forma inductiva 


Solución Probaremos que x, es creciente y está acotada superiormente y esto 
demostrará la afirmación. Primero utilicemos la inducción para probar que х, 2 Оу 
QUe „= Xa +1 ~A, > 0. Claramente es cierto para n = 0. Supongamos que es cierto para 
п- 1; entonces x, = {2+ х, 2 V2 > Oy 


Fn = Хы X= /2+х„— yY2+Xp-1= AAN ES 
п п-1 


Fn-1 


= DE Xn t ET 


así, т„_ 2 O implica r, > Оу, por lo tanto, x, es creciente. Ahora queremos probar que 
х, está acotada superiormente; por ejemplo, podemos probar por inducción que x, < 2, 
Está claro que xo, ху < 2. Supongamos que x,_, < 2; entonces 


Xa = М2 + Xni 5 V2+2 s V4=2, 


de donde x, es creciente y está acotada superiormente y, por lo tanto, converge. (Calcu- 
laremos el valor del límite en el ejercicio 1 de esta sección.) Ф 


Como en este ejemplo, la completitud no proporciona el valor del límite; sólo nos 
dice que existe. Este tipo de resultados son comunes en matemáticas y se llaman teore- 
mas de existencia. Pueden parecer de poca ayuda práctica, pero en ocasiones sí son 
de ayuda. Una vez que sabemos que el límite existe y que tiene un valor definido 
podemos asignarle un símbolo, tal vez encontrar una ecuación para éste, y finalmente 
resolverla. Sin saber que la solución existe, dicho procedimiento nos podría dar una 
solución espuria. 


1.2.11 Proposición Los cuerpos ordenados completos son arquimedianos. 


¡Quizá resulte sorprendente que esto no sea obvio, pero el hecho es que existen 
cuerpos ordenados que no son arquimedianos! Un ejemplo aparece en el ejercicio 47, 
al final de este capítulo. - 
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Un resultado clave que se usa en muchos otros razonamientos es el hecho “casi 
obvio” de que 1/n tiende a 0 cuando n. Esto es consecuencia de la propiedad arqui- 
mediana: 


1.2.12 Ejemplo  Demuéstrese que en un cuerpo ordenado completo 1/n > О cuando 
пә =. 


Solución Según la definición, dado un número £ > 0, debemos probar que existe un 
entero N con la propiedad de que si n > N, entonces |i/n—0| < є. Esto ocurre siempre 
que 1/N < e y, pordo tanto, es suficiente elegir N > 1/£, lo cual es posible por la propie- 
dad arquimediana. + 


El siguiente ejemplo es un poco más complicado, pero utiliza esencialmente la 
misma.idea. 


1.2.13 Ejemplo  Demuéstrese que cuando уп? +1/n:> 0,n> 0, 


Solución Рага demostrar que үл? + Т se hace pequeño cuando п toma valores 
grandes, hacemos la siguiente acotación: 


VAL М! уп v2 A v2 


n! т пі mel) nl 


0 


Por tanto, dado que e > 0 basta elegir N tal que N> 1 + ЗЕ. Entonces, п > N implica 


мп2 +1 Y v2 
0< 7 < < 


п! Е А 


Esto demuestra la afirmación. + 


Un tercer ejemplo muestra otros trucos, 
1.2.14 Ejemplo Demuéstrese que lím, 1/2" = 0. 
Método 1 Echando mano de algunos conocimientos, podemos fijar un € > О como el 


error permitido y ver cuán grande debe ser N para garantizar 1/2" -0l < £ siempre que 
б 
п > №. Para hacer esto calculamos: + 


І 1 Viola 
50| 66.922 
log(1/2) 


1 
+ log- < nlog2 + 
Ba ST gis log2 
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Eligiendo cualquier N > log(1/£)/log 2 obtenemos el resultado. Obsérvese que es 
importante que cada paso del cálculo sea reversible, ya que en realidad necesitamos quen > 
N implique 1/2” — 0] < e. El lector exigente puede objetar, con razón, que esta demos- 
tración requiere el uso de logaritmos, los cuales no se han definido aún de manera 
rigurosa. He aquí otro método para esos lectores. 


Método 2 Este método se basa en un resultado anterior e ilustra un truco útil: vamos a 
comparar nuestra sucesión con sucesiones conocidas, Por el ejemplo '1.1.11 sabemos 
que 0 < 1/2" < 1/n para todo п > 0. También sabemos por 1.2.12 que 1/1 > 0. Dado 
que € > 0, sea N lo suficientemente grande como рага que 1/n < € siempre que л > N. 
Entonces n = N implica 0 < 1/2" < 1/n<e, o sea, 1/2" —0| <e. І 

Obsérvese que el valor de N obtenido con este método es 1/2. Este valor podría ser 
más grande que el N óptimo, obtenido mediante el método 1. Para є = 0.001 hemos 
obtenido aquí que N = 1000 (o mejor, 1001) funciona, El primer método muestra que 
cualquier М más grande que (log 1000)/log2 = 9.97 funcionaría. Tenemos un pésimo 
valor de N a cambio de un argumento más sencillo. Desde un punto de vista teórico, a 
menudo es una buena idea usar estas estimaciones. Desde un punto de vista computacional, 
el esfuerzo de tener estimaciones óptimas puede valer la pena. El segundo aspecto que 
debe tenerse en 'cuenta'es el truco de comparar la sucesión que estudiamos con otras 
más sencillas de analizar. + ` f 


La aritmética de límites se utiliza, como en el cálculo, para evaluar límites más 
complejos. ` t 


ч Б n? – Зп+6 
1.2.15 Ејетріо Ps Maa +2 


Solución 


їйї пї—3п+6 _ йв 1—3/п+6/п? 
ao Зи? +4п+2 а= 3+4/п+2/п1 
„еы в ME TA) 


= 2 
ыи 


_1-3-+0+6-0? 
©3+4-0+2-02 


1 РА 
= 3 (porque sabemos que „т l/n=0). Ф 


$1.2 La completitud y el sistema de los números reales 


Ahora estudiaremos la construcción de los números reales. El siguiente resultado 
es básico. 


1.2.16 Teorema Existe ип “único” cuerpo ordenado completo al que denomina- 
remos el sistema de los números reales. 


El sistema de los números reales se simboliza con R. En este libro +оо y -œ ло 
están incluidos en R; sin embargo, en otros temas, como сп variable compleja y en 
teoría de integración, es útil agregar +оо. 

En el teorema anterior, “único” significa que entre todo par de sistemas que cum- 
plan los grupos de axiomas І-Ш y la propiedad de completitud 1.2.9 se puede estable- 
cer una correspondencia biunívoca compatible con la suma, la multiplicación y la rela- 
ción de orden. Ser compatible con la suma, por ejemplo, significa que el número en el 
segundo sistema correspondiente a la suma de dos números del primero es la suma de 
los dos números correspondientes en el segúndo sistema. Una correspondencia de este 
tipo se llama isomorfismo. ғ 

No expondremos la demostración del teorema 1.2.16 sino que daremos la construc- 
ción básica de R aquí y dejaremos la verificación detallada de las propiedades como un 
ejercicio. Comenzamos con el cuerpo ordenado de los números racionales Q. Considé- 
rese el siguiente conjunto de sucesiones 


`$ = {Œp Xp ++) | cada x, € Q y la sucesión cs 


creciente y está acotada superiormente}. 


Decimos que dos elementos de S son equivalentes si toda cota superior de una sucesión 
es cota superior de la otra. El conjunto de todas las sucesiones que son equivalentes a 
una. sucesión dada se denomina clase de equivalencia. Se puede verificar que esto 
divide äl espacio 5 (o define una partición de éste) en subconjuntos disjuntos. Séa R el 
conjunto de todas las. clases de equivalencia de 5. Los racionales parecen como un 
subconjunto de R identificando un número racional z con la clase de todas las sucesio- 
nes ¿quivalentes а la sucesión (7 к г. . .). En pocas palabras, los reales son los límites 
de todas las sucesiones crecientes de racionales que están acotadas superiormente. Ahora 
debemos definir suma, multiplicación, desigualdad, etcétera, y verificar todos los axio- 
mas. Esta tarea es inmediata, aunque un poco tediosa; como parte de ella uno debe verifi- 
car la consistencia, es decir, comprobar que six E R y (х, Xa - . .) es una sucesión que 
está en la clase x, entonces esta sucesión realmente converge a x. | 

La existencia de R también se puede probar verificando айе las expresiones deci- 
máles usuales tienen las propiedades requeridas, aunque este método tiene algunas difi- 
cultades sutiles. Otos dos métodos clásicos son el geométrico, debido a Richard Dedekind, . 
y el analítico, debido a Georg Cantor. Dedekind elige como elementos básicos las “cohta- 
duras”, que son particiones de los racionales en pares de subconjuntos (А. B) con x < у 
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para todo x en А e y en В. Cantor procede como nosotros, estudiando directamente las 
sucesiones, y construye límites para ellas considerando clases de equivalencia de suce- 
siones como sus objetos básicos. 

Una consecuencia de la propiedad arquimediana de 1.2.11 es que los números ra- 
cionales son densos en R. Esto significa que dado cualquier número real x, podemos 
encontrar números racionales tan cercanos a éste como deseemos, lo que confirma 
nuestra imagen intuitiva de los números densamente distribuidos sobre la recta. 


1.2.17 Proposición О es denso еп К. Es decir, 


і. SixeyestánenR ух < y existe r EQ tal quex<r< у. 


ii Six ER,e ER ye > 0, entonces existe r EQ tal que |x- n < €. 


Los números racionales son numerables y, por 1.2.17, hay suficientes como para 
aproximar cualquier número real. ¿Implica esto que R es numerable? Aunque parezca 
sorprendente, la respuesta es no. Éste es otro resultado más de Georg Cantor. Al final 
del capítulo damos uno de los argumentos más tradicionales para demostrarlo. El argu- 
mento se denomina procedimiento diagonal y se basa en la representación de los reales 
en forma de desarrollos decimales infinitos, 


1.2.18 Teorema El intervalo unidad ]0, И en R no es numerable. 


Un cambio de escala mediante una función lineal f(x) = a + (b — а)х pone el inter- 
valo ]0, Ц en correspondencia biunívoca con el intervalo Ja, b[; por lo tanto, ningún 
intervalo es numerable. Así pues, aunque 1.2.17 muestra que cualquier intervalo tiene 
infinitos números racionales, 1.2.18 nos muestra que también debe contener infinitos 
(un infinito no numerable, de hecho) números irracionales, 


1.2.19 Corolario  Sixe y están enR yx < y, entonces el intervalo ]x, y[ contiene 
un infinito mumerable de números racionales у un infinito no numerable de números 
irracionales. 


Concluimos con una sucesión menos obvia, a la cual recurriremos más adelante 
como fuente de ejemplos. 


1.2.20 Proposición: la sucesión armónica Seanx,=1yx,=1+1/2+---+ 
1/n,n=2,3,.... Entonces x, es monótona creciente, pero no está acotada superiormente 
у por lo tanto, no converge (escribimos x, > 00). 
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Еп la sección siguiente estudiaremos la propiedad del supremo. Algunos autores 
prefieren usarla como la propiedad de completitud. En esta versión, la propiedad de la 
sucesión monótona aparece como teorema. En nuestro enfoque, que se ha elegido por 
su carácter intuitivo, ¡es la propiedad del supremo la que aparece como teorema! 


Ejercicios de $1.2 


1. Enel ejemplo 1.2.10, sea À = Ит, Xp: 
a. Demuéstrese que A es una raíz de X? — À -2 = 0. 
b.  Encuéntrese lM, pa Х,. 

2.  Pruébese que 3"/n! converge a 0. 

3. Seax,= Уп +1 ~n. Calcúlese Mpo Xy: 


4. Sea х, una sucesión monótona creciente tal que x,,, — х, S 1/n. ¿Debe x, scr 
convergente? 


5. Ѕеа Е un cuerpo ordenado en el cual toda sucesión monótona estrictamente cre- 
ciente acotada superiormente converge. Pruébese que F es completo. 


$1.3 Supremos 


El axioma de completitud se puede enunciar de múchas otras formas equivalentes, pero 
para ello es necesario ampliar la terminología. 


1.3.1 Definiciones Sea 5 С В. Un número b es una cota superior de $ si para 
todo x E 5 se cumple x < b. 

Un número b es supremo de 5 si, en primer lugar b es una cota superior de S y, еп 
segundo lugar, b es menor o igual que cualquier otra cota superior de S (véase la 
figura 1.3-1). El supremo de 5 (también llamado cota superior mínima de 5) se denota 
sup 5 o sup(S). SiS CR no está acotado superiormente (no tiene cotas superiores) o 5 
es vacío, decimos que sup 5 es infinito y escribimos sup 5 = +оо! 


1 Una interpretación literal de la definición nos puede tentar a definir зир(@)= -%. Sin embargo, guia- 
dos por las propiedades de la proposición 1.3.3, que se enuncia más adelante, hemos preferido definir 
зир(@) = +20. 
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una cota superior 
s / 
=== 


el supremo 


FIGURA 1.3-1 Supremo 


El conjunto Ja, b[ = {x ER a< x < b} se denomina intervalo abierto, mientras que 
el conjunto [a, b] = {x ER a £ x = b} se denomina intervalo cerrado, Por ejemplo, el 
intervalo cerrado [0,1], el intervalo abierto ]0, 1[ y el conjunto de todos los racionales 
menores que 1 tienen como supremo 1. Éstos son conjuntos relativamente sencillos. 
Conviene tener presente que la teoría que desarrollamos en esta sección también se 
aplica a conjuntos complicados, como el de los números en [0, 1] con expresión deci- 
mal 0.a,a,a,.... donde a, es 5, 6 о 7 para сайа i, un conjunto que no se puede visualizar 
con facilidad. 


Nota. Еп este libro los intervalos abiertos se denotan con Ja, b[ en lugar de (a, b); 


esta notación europea evita confundirlos con los pares ordenados. 


Un conjunto 5 sólo puede tener un supremo cuando mucho. En efecto: si b y b' son 
supremos, como b es menor o igual que cualquier otra cota superior, b < b’; de manera 
similar b’ < b, de donde podemos concluir que b = b’. Por esta razón podemos hablar 
de el supremo. 

No es necesario que el supremo sea un elemento del conjunto. Por ejemplo, el 
supremo де 5 = ]0, Ц, que es 1, no pertenece a S, 

Un conjunto no tiene por qué tener supremo. Por ejemplo, el sistema de los núme- 
ros reales no tiene supremo, y tampoco lo tiene el conjunto de los enteros positivos. En 
el caso “degenerado” del conjunto vacío consideramos que cualquier número es una 
cota superior. 

Si b es una cota superior del conjunto S y b E S, b es el supremo. Para ver esto, 
obsérvese que si d es cualquier cota superior de $, entonces b Є 5 implica b < d, como 
se réquiere. 

Una alternativa útil a la definición de supremo se enuncia a continuación. 


1.3.2 Proposición Sea 5 С К no vacío. Entonces b ER es el supremo de $ sii b es 
una cota superior y para todo e > 0 existe x E S tal que x> b-e. 


La prueba se puede encontrar al final del capítulo; sin embargo, el teorema debe ser 
“obvio”, porque b está justo en la “cima” (es decir, a la “derecha”) del conjunto $ y no 


ГРАНИ ч mt: =a ma чүт част шс үт E өс ст чечи 
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hay “huecos” entre b y el conjunto S, por tanto para cualquier € > 0 podemos tomar x 
justo debajo de b con una separación menor que ғ. [¡Cuidado!, este tipo de argumento 
de plausibilidad tiene el propósito de hacer entender el enunciado y no debe confundir- 
se con una demostración rigurosa.] 

De manera similar, una cota inferior para un conjunto 5 es un número b tal que b < 
x para todo x Є 5. Más айп, Б es ínfimo sii es una cota inferior y para cualquier cota 
inferior с de'S, с < b. Como ocurre con el supremo, el ínfimo es único, cuando existe. 
El ínfimo también se llama cota inferior máxima y se denota inf 5 o inf(S). Como en 
1.3.2, un número с es el ínfimo de un conjunto 5 sii с es una cota inferior y para todo 
e >0cxiste unx E S tal quex < c +£. SiS CR no está acotado inferiormente o es vacío, 
escribimos inf(S) = —%. 

Hay algunas propiedades más o menos evidentes enunciadas cn la siguiente pro- 
posición. 


1.3.3 Proposición Supongamos que A C B C R. Entonces 
inf B = inf A < supA < supB. 


Еп 1.3.3 suponemos que el ínfimo y el supremo existen, o usamos las convenciones 
-œ <x< +œ para cualquier x en R. El problema de la existencia, que es más sutil, se 
trata en el teorema siguiente. 


1.3.4 Teorema Las siguientes afirmaciones son válidas en R: 


i. Propiedad del supremo Sea S un conjunto no vacío de R que tiene ипа соіа 
superior; entonces S tiene supremo en R. 


ii. Propiedad del ínfimo Sea Р un conjunto no vacío de R que tiene una cota 
inferior; entonces P tiene ínfimo en R. 


La demostración se da al final del capítulo; sin embargo, este resultado también 
debe ser evidente. En efecto: si un subconjunto acotado de R no tuviera supremo, ha- 
bría un “hueco” en lo alto del conjunto y una sucesión creciente de elementos de $ no 
convergería a un elemento de R. De manera similar obtenemos la propiedad ii. Usando 
los métodos de la demostración, no es difícil probar que las condiciones і у ii son 
equivalentes al axioma de completitud para un cuerpo ordenado. 


1.3.5 Ejemplo  Considérese el conjunto S = {x € R| X + x< 3). Encuéntrense 
sup S € inf S. 
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Solución Consideremos la gráfica de y = x? + x (figura 1.3-2). Utilizando el cálculo 
elemental vemos que рага x = –1/2, y alcanza un mínimo. Entonces $ se puede dibujar 
como en la figura 1.3-2. 


1,1, 
ES 
FIGURA 1.3-2 El conjunto $ del ejemplo 1.3.5 


Claramente, el supremo y el ínfimo se alcanzan cuando? + x = 3 o, por la fórmula 
cuadrática, cuando 


121482 _-14V13 
O AA A 


РАНА 2 
Por consiguiente, 


supS = — e  infS= 20034 + 
Ejercicios de $1.3 


1. $еа$={х |£ < 1}. Encuéntrese sup S. ¿Está 5 acotado inferiormente? 

2. Сопѕійбгеѕе una sucesión creciente х, que está acotada superiormente y que con- 
verge ax. Sea S= (х, | n=1,2,3,...}. Proporciónese un argumento de plausibilidad 
de que x = sup 5. 

3.  SiPCOCR,P+ Q, y P y О están acotados superiormente, pruébese que sup P < 
sup Q. 

4.  SeanA CR yB CR acotados inferiormente y definamos A + B = {x + y |х EA 
e y В}. ¿Es cierto que inf(A + В) = inf A + inf B? 

5. беа5 С [0, 1] el conjunto que consta de todas las expresiones decimales infinitas 


x=0.a,a,a3..., donde todos los dígitos excepto un número finito de ellos son 
. 5 о 6. Encuéntrese sup 5. 


A чет т-с mapara rne eena 


` 
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$1.4 Sucesiones de Cauchy 


Aunque todas las sucesiones monótonas y acotadas corivergen, no todas las sucesiones 
que convergen son monótonas. El propósito de esta sección es caracterizar todas las 
sucesiones que convergen. Los términos de una sucesión que converge а х se acercan а 
x, y, por lo tanto, también deben acercarse entre sí. Esta propiedad recibió su nombre de 
Augustin Louis Cauchy (1789-1857), cuyas ideas forman una buena parte de la base 
teórica del cálculo y el análisis moderno, Muchas de esas ideas están contenidas en su 
trabajo de 1823 Résumé des leçons donées à l'école royale polytechnique sur le calcul 
infinitésimal. (Véase The Origins of Cauchy's Rigorous Calculus de J. Grabincr, MIT 
Press, Cambridge, Mass., 1981.) 


1.4.1 Definición Una sucesión x, de números reales es una sucesión de Cauchy 
si para todo número є > 0 existe un entero N (que depende de є) tal que |х, -х„| <Е 
siempre диеп 2 Мут 2 М. 


El significado intuitivo de esta condición es que la sucesión se “amontona”, es 
decir, que todos los términos de la sucesión están tan cerca como queramos, unos de 
otros, para índices suficientemente grandes. 

Si х, converge a x, podemos afirmar que х, es una sucesión de Cauchy. En efecto, 
dado є > 0, elegimos N tal que |х, – | < €/2 sin > №. Sin,m 2 N, entonces |х, —X,| = 
|е хв, | ж |x, = x| + [xx | <€/2 +&/2 =, lo cual prueba nuestra afirmación. 
En csta demostración hemos usado la desigualdad triangular у-4 < У + А. Resu- 
miendo: ? 


1.4.2 Proposición Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy. 


Los dos teoremas siguientes son centrales para la mayor parte del análisis. El pri- 
mero, que es la base de muchas de las ійсаѕ sobre la compacidad del capítulo 3, se 
aprovecha de la propiedad de que, aunque una sucesión no converja, algunas de sus 
partes tal vez lo hagan. Consideremos la sucesión 1, –1, 1,—1,1,1,... definida para n = 
0,1,2,3,...porx, = (-1)". Esta sucesión no converge, pero si nos fijamos sólo en los 
términos con índice par: Xy, ху, Xy... . tenemos la sucesión constante 1, 1, l,..., que 
sí converge. Si en su lugar nos fijamos sólo en los términos con índice impar: Xy, Ху, Ху, 
. + «tenemos otra sucesión constante 1, —1, —1, . . . , que también converge, Decimos 
que hemos encontrado subsucesiones convergentes. Una subsucesión de una sucesión 
Xw Xp х... es una sucesión que se construye eliminando parte de los términos de la 
sucesión de partida, mientras los demás se conservan sin alterar su orden. De manera 
más precisa: seleccionamos los índices (1) < 1(2) < п(3) <- -- y construimos la succ- 
sión con estos índices: 


Ka Хабу Vah 


se 
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El teorema 1.4.3 es nuestro primer encuentro con una observación muy importante 
conocida como la propiedad de Bolzano-Weierstrass: si una sucesión еп R está acota- 
da, se debe acumular en alguna parte y tener una subsucesión (posiblemente muchas) 
que converja a algún punto de R. Este hecho depende crucialmente de la completitud, 
ya que el posible límite ha de estar presente. El segundo teorema está muy relacionado 
con el primero y nos da la versión de la completitud que resulta ser más apropiada para 
las generalizaciones, 


1.4.3 Teorema Toda sucesión acotada en R tiene una subsucesión que converge 
a algún punto de R. 


1.4.4 Teorema Toda sucesión de Cauchy en R converge a un elemento de R. 


1.4.5 Corolario Sia yb están еп Ё уа < b, entonces toda sucesión de puntos еп 
el intervalo la, b} = {x | а Sx < b} tiene una subsucesión que converge a algún punto 


de [a, b]. 


La propiedad expresada en el teorema 1.4.4 se llama completitud én el sentido de 
Cauchy. En ocasiones se da como definición de completitud, pero no puede, por sí sola, 
sustituir al axioma del supremo, á menos que se ádopte junto con la propiedad arquime- 
diana. Un cuerpo arquimediano completo en el sentido de Cauchy satisface la propie- 
dad del supremo. (Sin la propiedad arquimediana, podría no satisfacerla. Una sucesión 
decreciente y acotáda como: 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . podría no converger a nada. El 
único candidato posible al'límite es 0, pero sin la propiedad arquimediana no tiene 
necesariámente que converger а 0. Por un motivo similar tampoco sería una sucesión 
de Cauchy.) ` ` 

Una idea intuitiva del téorema 1:4.4 es la siguiente. Si ignoramos los primeros M 
términos de una sucesión de Cauchy, sabemos que los términos restantes se amonto- 
nan. Conforme desechemos más y más términos, el resto de la sucesión se aprieta más 
y se agolpa contra algún número límite, el límite de la sucesión. Ver con más precisión 
cómo ocurre esto requiere un mayor cuidado y, por lo tanto, nuestro único recurso es la 
demostración. Los siguientes lemas contienen la estrategia para probar él teorema 1.4.4 
a partir del 1.4.3. 


1.4.6 Lema Toda sucesión de Cauchy está acotada. 


1.4.7 Lema Si una subsucesión de una sucesión de Cauchy converge a x, enton- 
ces la sucesión misma converge а x. 
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El lema 1.4.6 es creíble, porque una sucesión de Cauchy tiene términos que se 
amontonan (digamos, a menos de una distancia 1 de algún punto), y dejar fuera un 
número finito de puntos no altera el hecho de ser acotada. La idea del lema 1.4.7 es que 
una subsucesión convergente debe arrastrar a la sucesión completa hacia el límite, ya 
que todos los términos están muy cerca uno del otro para valores grandes del índice. 

Para probar 1.4.4 a partir de 1.4,3, obsérvese que, según 1.4.6, toda sucesión de 
Cauchy está acotada y, por lo tanto, de 1.4.3 se sigue que tiene una subsucesión conver- 
gente, Por 1.4.7, toda la sucesión de Cauchy ha de ser convergente. 

En cuanto al teorema 1.4,3, es plausible que una sucesión acotada se tenga que amon- 


tonar en alguna parte y, gracias a este hecho, podemos extraer de ella una subsucesión. 


convergente. El principal problema técnico que enfrentamos en la demostración rigu- 
rosa es cómo usar la completitud de R; para ser más precisos, cómo relacionar la suce- 
sión dada con una monótona. Trate el lector de pensar en algunas posibilidades antes de 
leer la demostración (dichos intentos, aun si no tienen éxito, pueden ayudar a aguzar las 
habilidades matemáticas). 


1.4.8 Ejemplo Sea x, una sucesión de números reales con la propiedad de que 
|х, Xp] < 1/2". Demuéstrese que x, converge, 


Solución Si demostramos que x, es una sucesión de Cauchy, el resultado será con- 
secuencia del teorema 1.4.4, Podemos escribir, por la desigualdad triangular, 


[ка — хак < | — Хан | + [Хан — Xna] +0 + fanki Ханк 


с 1 1 1 2 

5 тнт нит 5 a’ 
puesto quea +ar+ar? ++": жан" =а(1 PDA =й<а/(1- р) si 0 < r<1. Entonces 
lx, — Xp < 1/2" sim > n. Dado e >0, si elegimos N de tal manera que 1/00 <€, 
entonces x, satisface la definición de una sucesión de Cauchy, Ф 
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1. Supongamos que x, satisface |x, —x,,¡| < 1/3". Pruébese que х, converge. 


2.  Demuéstrese que la sucesión x, = e*"5" tiene una subsucesión convergente. 


3.  Encuéntrese una sucesión acotada con tres subsucesiones que converjan a tres 
números diferentes. 
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4. БЅеах, una sucesión de Cauchy. Supongamos que para todo ғ > 0 existe algún n > 
1/є tal que |x,| < е. Pruébese que x, > 0, 


5. ¿Cierto o falso?: si x, es una sucesión de Cauchy, entonces para n у m suficiente- 
mente grandes, d(X, „1, Xp +1) Ж AX» х„). 


$1.5 Puntos límite; lím inf y lím sup 


Una herramienta útil en el estudio de las sucesiones convergentes es la noción de punto 
límite, 


1.5.1 Definición Un punto x se llama punto límite de la sucesión x, si para toda 
є > 0 hay infinitos valores de n tales que |x, ~ x| < €. 


Por ejemplo, 1 y —1 son puntos límite de la sucesión 1, —1, 1,-1, 1, =l, ... ; 
obsérvese que esta sucesión no converge. No obstante, la proposición siguiente mues- 
tra que hay una relación entre convergencia y punto límite. 


1.5.2 Proposición Sea х, una sucesión en R y sea x ER. 


і. х es un punto límite de x, si y sólo si para todo є > 0 y para todo N, existe ип 
índice n > N tal que |x, — x| < €. 


ii. xesun punto límite de x, si y sólo si existe una subsucesión de х, que converja a x. 
iii. х, >x si y sólo si toda subsucesión de x, converge a x. 
iv. x, >x si y sólo si la sucesión está acotada y x es su único punto límite. 


у. Xa Э x si y sólo si toda subsucesión de x, tiene a su vez una subsucesión que 
converge а х. 


Considérese la sucesión 1, 0, –1, 1, 0,—1, 1, 0,—1,.... Esta sucesión no converge. 
Tiene tres puntos límite 1, 0 y —1. De ellos, 1 y —1 son los más interesantes, por ser el 
más grande y el más pequeño de los puntos límite. Parece obvio a primera vista, aunque 


amo 
81.5 Puntos l E f y lím sup 


AS 


menos obvio si se piensa un poco, que toda sucesión acotada de números reales tenga 
un punto límite que es el mayor y otro que es el menor. Vamos a intentar introducir este 
hecho en una definición para sucesiones generales en R. 


1.5.3 Definición еа х, una sucesión acotada superiormente en R. El límite su- 
perior de х, es el mayor punto límite de x, es decir, el supremo de los puntos límite. Si 
el conjunto de puntos límite es vacío, definimos lím sup х, = =; si la sucesión no está 
acotada superiormente, definimos lim sup х, = +0, De manera similar si X, está aco- 
tada inferiormente, el límite inferior de x, es el menor punto límite de x,, es decir, el 
ínfimo de los puntos límite. Si el conjunto de puntos límite es vacío, definimos lím inf > 
+00; y si la sucesión no está acotada inferiormente, definimos lím inf x, = —%. 


El límite superior se denota como sigue: 
límsup xy, Їбаѕыр, оох» о Tím xa 


y el límite inferior 


Е 
ES 


líminfx,, líminf,-oAXp, 0 l 


1.5.4 Ejemplos 


a. Para la sucesión 1, 0, –1, 1, 0, –1, 1,0, –1,..., lím inf x, =—1 y lím sup x, = 1. 


b. La sucesión х, = 1/7 converge a 0, que es el único punto límite. Por tanto, lím x, = 
lím sup x, = lím inf x, = 0. 


с. Seax,=0sin es par yx, =n si n es impar; es decir, х,= 0, 1,0,3,0,5,0,7,.... En 
este caso, lím inf x, = 0. La sucesión no está acotada superiormente y, por lo tanto, 
escribimos lím sup x, = +0, 


d. Sea х, = п, es decir, 0, 1, 2, 3, 4,.... Aquí, lím sup x, = lím inf x, = +9, 


е. Aun si una sucesión está acotada, el lím inf no es, necesariamente, el ínfimo del 
conjunto (x;, х, хз, .. -), ni el lím sup su supremo. Esto se debe a que estamos 
interesados sólo en los puntos límite, y podemos eliminar cualquier número fini- 
to de términos sin alterar el conjunto de puntos límite. 
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Para un ejemplo más complicado, considérese la sucesión x, definida por 


1+1/ sin=5Sj 
1-1) 5іл= 5) +1 
0 sin=5j+2 
-1+1/j біл = 5) +3 
<1-1/j sin=5j+4 


dondej=2, 3,4, 5,6,7, 8,...уп= 10, 11, 12,13,.... La sucesión comienza con 


З E E A 
PPP? P PLPL SN 


como se muestra en la figura 1.5-1. 


х х5 Xs 
1 ! 1 
Xa 1 Xis *n Xal 1X2% 
-a > IN 
| pl КЩ Ш 11 
Xua Xgl LL Жи ži Xu Xll 11%s Xo 
23 15 -1 _231_1 0 1 (131 1 Isi 3 
E: боа 
-4 -2 24 6 4 
3 3 3 5 5 3 


FIGURA 1.5-1 Та sucesión del ejemplo 1.5.4, apartado e 


Hay subsucesiones que convergen a — 1, 0 y 1, y subsucesiones que se aproximan 
a +l y –1 por arriba y por abajo. Entonces, lím sup x, = 1 y lím inf x, = –1. 
Un ejemplo un poco más sencillo es: 


Ё x= EDO +1/n),n=1,2,3,4,..... Los primeros términos son 
ВО 

P PE 56 TEOT 

Los términos con Índice impar crecen hacia -1 y los términos con índice par 


decrecen hacia 1, como se observa en la figura 1.5-2. Entonces, lím inf x, =-1 y 
límsupx,=1. Ф 


-2, 


етерге i ppan eea 
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-2 _4 11-1 0 1915 3 
з! 814 2 
IN I 
IN | 
6 8 1 
5 7 6 
lím inf (x,) = —1 lím sup (х,) = 1 


FIGURA 1.5-2 La sucesión del ejemplo 1.5.4, apartado f 


En lo que sigue téngase presente lo siguiente: la idea clave es que un punto límite 
de una sucesión sigue siendo un punto límite aun si se elimina un número finito de 
puntos. Si x es un punto límite de x}, Xy, X3, Xa . - ., Entonces también es un punto límite 
de х, 41, An 2 Хоз Жу»... Al usar lím inf y Иш sup, en ocasiones es útil tener una 
caracterización directa del tipo £-N. 


1.5.5 Proposición Sea х, una sucesión en R. Entonces 


і. Six, está acotada inferiormente, un número а es igual al lím inf x, si y sólo si 
a. Para todo € > 0 existe un N tal que a ~€ < x, siempre que n > N, y 


b. Para todo € > дурага todo M existe un n > M tal que x, <a +E. 


ii. Si x, está acotada superiormente, un número b es igual al lím sup x, si y sólo si 
а. Para todo £ > О existe un N tal que x, < b +€ siempre quen ® №, y 


b. Раға todo £ > бу para todo M existe un n > M tal que b—€ < x, 


Un examen atento de la figura 1.5-2 debe hacer esta proposición plausible. Usán- 
dola podemos desarrollar otra caracterización del lím inf y el lím sup. Dada una suce- 
sión ху, X» Xz... еп R, sean S = {Xpo Xan Apo oo ohe @ = inf S, y b, = sup 5, 
(recordemos que si 5, no está acotado superiormente, entonces sup S, = +% y si 5, по 
está acotado inferiormente, entonces inf 5, = —со), Entonces, $, D $, D 5,358,255... 
Sin < k, 5, С Sm de donde а, < b, S b, Sik < n, 5, C 3, así que a, < a, < b,. Por 
consiguiente, las a, y las b, están ordenadas de la siguiente forma 


asa <a sie shb shb shb. 


(Obsérvese que +œ y -œ son valores legítimos para a, y b,.) El lector debería calcular 
algunos de estos valores para la sucesión del ejemplo 1.5.4, apartado f. 
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1.5.6 Proposición Sea х, una sucesión dada en R. Entonces 


lím sup xn =inf(supS,) =inf(b1,b2,b3,b4,...] 


Пт infx, = sup{inf Sa} = supla,, 42,43, а4,...}. 
п 
515, = (Xen Xap Ayu ao » + +), 4, = inf S, y b, = sup S,, podemos reescribir esto como 


lím SUP Xp = inf[SUP(Xp+1,Xn+2)Xn+3,---) | п = 1,2,3,...} 
lím inf xy = вир{Ш {ху , Хл+2, Хннз,... | л = 1,2,3,...}. 


A continuación damos algunas propiedades generales. 


1.5.7 Proposición — Sea х, una sucesión dada en R. Entonces 


i. lím inf x, < lím sup x,. 

й. Six, < М para todo n, entonces lím sup x, < M. 

їй, Si M < x, para todo n, entonces lím inf x, > M. 

іу. límsupx,= +% si y sólo si x, no está acotada superiormente. 

v. lím inf x, = —% si y sólo si x, no está acotada inferiormente. 

vi Six es un punto límite de x, entonces lím inf x, < x < lím SUp х,. 
vii 5а = lím inf x, es finito, entonces es un punto límite de x,. 

viii. Si b = lím sup x, es finito, entonces es un punto límite de x,. 


ix. x, >x €R si y sólo si ím sup x, = lím inf x, =x ER. 


Ejercicios de $1.5 


1. Seax,=3+(-1)(1 + 1/n). Calcúlense lím inf x, y lím sup гая 
2. Епсиёпігсѕе una sucesión х, tal que lím sup x, = 5 у lím inf х, =-3. 


3. Sea х, una sucesión tal que lím sup x, = b ER y lím inf x, = a Є R. Demuéstre- 
se que x, tiene subsucesiones и, y l, tales que u, > b y L, > а. 


4. Supongamos que lím sup x, = 2. ¿Verdadero o falso?: si n es suficientemente 
grande x, > 1.99, 


5. ¿Verdadero o falso?: si lím sup x, = b, entonces para п suficientemente grande, 
х, 5 Ё. 


пыса 


+ четче чест 


$1.6 El espacio е 


uclídeo 


$1.6 El espacio euclídeo 


En este libro trabajamos sobre todo con espacios cuclídeos uni, bi o tridimensionales. En 
muchas aplicaciones y al desarrollar el análisis en el espacio tridimensional, aparecen, de 
manera natural, espacios de dimensión mayor, En consecuencia, es importante estudiar el 
caso general, pero regresaremos a los casos de dimensión uno, dos o tres para visualizar 
las propiedades y adquirir intuición. Comencemos con la definición formal. 


1.6.1 Definición El espacio euclídeo n-dimensional, denotado R", consta de to- 
das las n-uplas ordenadas de números reales. Simbólicamente, 


R" = {Wi [дА ER]. 


Por lo tanto, R" =R х: · · X R (n veces) es el producto cartesiano de R consigo mismo 
п veces. 


Los elementos de К", en general, se denotan con una sola letra que representa una 


n-upla, como x = (ху, хз... Xp), y decimos que x es un punto de R". 
La suma y el producto por un escalar-de n-uplas se definen mediante 


(rr + (Уруу) = (Ху Ys + An + ул) 


а(х\,....Хһ) = (аху,...,ах) para a є R. 5 
El significado geométrico de estas operaciones se ve en la figura 1.6-1 para n = 3. 
Los espacios R? y R? y, en general, R", son ejemplos de una estructura del álgebra 
lineal llamada espacio vectorial. De la misma manera que lo hicimos con los cuerpos, 
identificamos las propiedades esenciales de los espacios conocidos, R? y Rẹ, y las vol- 
camos en una definición. Básicamente, un espacio vectorial es una colección de obje- 
tos, llamados vectores, que se pueden sumar, restar y multiplicar por números. 


1.6.2 Definición Un espacio vectorial real У es un conjunto de elementos llama- 
dos vectores, dotado de las operaciones de suma de vectores +: Ух V> Уу de 
multiplicación por un escalar -: R X У = Vque cumplen las siguientes propiedades: 
і. у+и = № + v para todo v y wde Y. conmutatividad 
й. (1+40+w=v+(u+w). asociatividad 


iii. Existe un vector cero, O, tal que 
v +0 = v para todo v de V. vector cero 
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% 2х A (55) 


х+у={(х +у,,х, + У,у ty) 


Y Y = (YY) 


БЯ 


-х 


FIGURA 1.6-1 Suma у multiplicación por un escalar 


iv. Para cada v de Vexiste un vector y 


tal que у + (~v) = 0. negativos 
v Paracada à ER yv, wde Y, 

A-(v+w=2-v+A-w. distributividad 
vi. Paradl,mER y v de Y 

Мт. у) = (Àm) у. asociatividad 
vii. Parad,mER y v de У 

(А + т): у= А-у + т-у. distributividad 
viii. 1-v=v para todo v € У identidad multiplicativa 


Un espacio vectorial sobre un cuerpo general F se define de la misma manera, pero 
sustituyendo F рог R en todas partes. En análisis nos ocupamos principalmente de 
espacios vectoriales sobre R, que se denominan espacios vectoriales reales, y sobre los 
complejos, C, a los que llamaremos espacios vectoriales complejos (véase $1.8 para 
estudiarC), Un subconjunto de Узе llama subespacio (o subespacio lineal o subespacio 
vectorial) si él mismo es un espacio vectorial con las mismas operaciones. 


1.6.3 Lema SiW es un subconjunto de un espacio vectorial Vsobre un cuerpo F, 
entonces W es un subespacio vectorial sobre F si y sólo si àv + им E W siempre que A 
уй estén en F y у y у estén en W. 


El lector puede intentar la demostración o repasar la sección correspondiente en 
cualquier libro de álgebra lineal. 


$1.6 El espacio euclídeo 


R? 


FIGURA 1.6-2 Hiperplano e hiperplano afín 


En particular, un subespacio lineal (п — 1)-dimensional de R” se Пата hiperplano. 
Un hiperplano afín es un conjunto de la forma x + H, donde H es un hiperplano, x € 
R” y х +.A significa el conjunto de todos los elementos de la forma x + y donde y _ 


pertenece a H, es decir, x + H= {x + y ly € H}. Véase la figura 1.6-2. 


1.6.4 Teorema El espacio euclídeo n-dimensional, con las operaciones suma y 
multiplicación por un escalar anteriormente definidas, es un espacio vectorial de 
dimensión n. 


La demostración es una verificación directa de los axiomas de espacio vectorial, 
que;pospondremos hasta el ejercicio 16 al final del capítulo. Este teorema no debería 
sorprender; después de todo, un espacio vectorial es una abstracción de las propiedades 
básicas de los vectores en un espacio euclídeo. Podemos demostrar que R” tiene di- 
mensión n mostrando una base соп n vectores; por ejemplo, la base canónica (e, = (1, 
0,...,0),e,=(0,1,0,...,0),...,€,=(0,0,...,0, 1)). 

Usando la base canónica, las componentes dex = (x,, - . . ,x,) son justamente х,..., х, 
Usando otra base de R”, las componentes serían diferentes. Esto significa que, 51 е,,..., €n 
denota la base canónica, х = J, хе, Pero si fi, - - . , Ja €s Otra base, x= У” yf рага 
ciertos números уз, ..., у, (probablemente diferentes). No hemos definido los términos 
“base” o “componente” en general. Para ello remitimos al lector a su curso de álgebra lineal. 


1.6.5 Definición La longitud o norma de un vector x de R" se define mediante 


шї = nr 


iz} 
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donde х = (х1,..., х,). La distancia entre dos vectores x e y es el número real 


А 1/2 
абс, у) = |х — yl] = (Ln y») . 


dal 


El producto interno de x e y es el número real definido por 
(ку) = у ду. 
i=l 


En consecuencia tenemos |х|? = (x, x}. En R?, el lector conoce otra expresión para 
(x, y), a saber, (х, y) = [lx] || cos Ө, donde cos 8 es el coseno del ángulo formado por x 
e y. Véase la figura 1.6-3. 


х 


FIGURA 1.6-3 Longitud y producto interno 


A continuación resumimos las propiedades básicas de estas operaciones: 


1.6.6 Teorema Рага vectores de R", tenemos 


L Propiedades del producto interno: 


i (хх)>0. i positividad 
й. (xx)=0siix=0, no degeneración 
ii. (x,y +w) = (x,y) + (x,w). distributividad 


Propiedades de la norma: 


i ||] 0. 

ii 11 =0siéx=0. no degeneración 
tii. |]ox]| = la] Х| para todo a € R. multiplicatividad 
ім. |Le+ y]] А+ Iyl. desigualdad triangular 


HI. Propiedades de la distancia: 


i. d(x,y) > 0. positividad 
i dí, y)=0Osiix= y. no degeneración 
ii d(x,y) = d(y,x). simetría 


iv. абу) < dlx, z) + dey). __ 


IV. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 
У) < [|] Уй. 


Las propiedades i-iv del producto interno son casi obvias desde un punto de vista 
algebraico. Una vez que tenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, las propiedades 
de la norma y la distancia se deducen fácilmente. 

He aquí una prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (damos otra en la sec- 
ción de demostraciones de los teoremas). Queremos probar que [(х, у) |х| |. Los 
casos x= Ое y = 0 son triviales, y por lo tanto podemos suponer que x + Oe y # 0. Si 
reescalamos x e y expresando Кх, y)| <|jx]] |l] en la forma [{х/х], УИ <1, podemos 
suponer que [|x| = | у] = 1; así pues, sólo hay que probar que Кх y)| <1 De acuerdo con el 
teorema de Pitágoras, podemos afirmar que 


Пе УР + = (url? = |? = 1, 


porque (x, y)y debe ser la proyección del vector x sobre el vector у, como se ve en la 
figura 1.6-3. Para verificarlo de forma algebraica escribimos 


(ху) + [к УР = ЫР + (х= (х,у)у,х — (х,у)у) 
= (х,у) у? + АР — 20,5) + (xy lli 
= А 


desigualdad triangular - .— 
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j 


RN ПА iyl 


y 


FIGURA 1.6-4 Desigualdad triangular 


ya que ||=1. Por consiguiente 


УР = бу а rl? + [х — (х,у)? = АР = 1, 


de donde se deduce la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Esta demostración también 
prueba que si en la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da la igualdad, entonces x e y 
son linealmente dependientes (el término le- (x yj en la última fórmula es cero en 
este caso, y, por lo tanto, |х| = (x, у} у). Obsérvese que IV se deduce sólo a partir de las 
propiedades I. 

Muchas de estas propiedades deberían ser evidentes desde un punto de vista 
geométrico. Por ejemplo, iv en Пу IH expresa el hecho de que la longitud de un lado 
de un triángulo es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros dos lados 
(figura 1.6-4). з 

Un conjunto соп una función d que satisface las propiedades del grupo Ш se llama 
espacio métrico; un espacio vectorial con una norma que obedece las propiedades del 
grupo П se llama espacio normado, y un espacio vectorial con un producto interno que 
cumple las reglas del grupo I es un espacio con producto interno. Veremos estos concep- 
tos en &1.7 y probaremos que las propiedades HI se deducen de las П, y que las propieda- 
des П se deducen de las I. Por lo tanto, todo lo que necesitamos probar es que el producto 
interno propuesto en R” satisface las propiedades E (Aclaración: la famosa desigualdad 
del grupo 1V se debería llamar desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz.) 

Generalizando los conceptos de R3, diremos que хе y Є К" son ortogonales sii 
(х,у) =0. Dos subespacios 5 y T son ortogonales sii (х,у) = 0 paratodoxE SeyET. 
Si además 5 у Т generan todo R", entonces se Патап complementos ortogonales. 


Ejercicios de $1.6 А 63 


Una observación que nos será útil al estudiar sucesiones еп R” es la siguiente: 


1.6.7 Proposición Siv=(v,...,v,)yw=(w),..., w,) son vectores de R" y 
definimos р(у, w) = máx(|», -„||, =»... ГА entonces 


plv,w) = [у – w]| < Vnp(v, w). 


1.6.8 Ejemplo Calcúlese la longitud del segmento de recta que une (1, 1, 1) y (3,2, 0). 


Solución Se trata de la longitud del vector (3, 2, 0) — (1, 1, 1) = (2, L, —1), el cual 
representa el vector que va de (1, 1, 1) a (3, 2, 0). La longitud es 


10,1,-01 = Y22+12+(1%=vV6 Ф 


1.6.9 Ejemplo Ел ?,епсиёитезе el complemento ortogonal de la recta x = у = 
2/2 (0x,=x,=x,/2 con otra notación). 


Solución Esta recta, que llamaremos /, es un subespacio unidimensional generado 
por el vector (1, 1, 2) (véase la figura 1.6-5). El complemento ortogonal es un plano 
(que pasa por el origen, puesto que es un subespacio) y, por tanto, tiene una ecuación de 
la forma 


Ax+By+C2=0, esdecir, (А, В, С), (х, y,2)) = 0. 


Así pues, (А, B, С) es normal а! plano; pero (1, 1, 2) es un vector perpendicular al plano, 
así que el complemento ortogonal que buscamos es el planox+y+2z=0. Ф 


Ejercicios.de $1.6 


1. &||х+уй=[х|+|у], demuéstrese que x e y están en la misma recta que pasa por el 
origen. 


2. ¿Cuál es el ángulo entre (3, 2, 2) y (0, 1, 0)? 


3.  Hállese el complemento ortogonal del plano generado por (3, 2, 2) у (0, L, 0) en 
3 
Ro 
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FIGURA 1.6-5 La recta / y su complemento ortogonal en el ejemplo 1.6.10 


4. — Descríbanse los conjuntos B = {x € К? | lx] = 3) y Q= {x ER? ||| < 3). 


5.  Hállese la ecuación de la recta que pasa por (1, 1, 1) y (2, 3, 4). ¿Es esta recta un 
subespacio lineal? 


$1.7 Normas, productos internos y métricas 


Entre las propiedades de R” está su propiedad métrica, que proporciona un modo de 
medir distancias entre puntos. Un espacio métrico es un conjunto М con una función 4: 
M x M >R que nos da una manera razonable de medir la distancia entre dos elementos 
de М. La notación y el lenguaje están diseñados para que recuerden la distancia entre 
puntos en el espacio euclídeo uni, bi o tridimensional, que nos es tan familiar, pero no 
para restringirnos a ella. 


1.7.1 Definición Un espacio métrico (M, d) es un conjunto M y una función й: М х 
М > К que cumplen las siguientes propiedades: 


і. а(х, у) > 0 para todo x, у Є М. positividad 
ii d(x, y)=0si y sólo six = y. no degeneración 
iii. а(х, y) = d(y, x) para todo x, y E М. simetría 


iv. d(x, y) S d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, 2 € М. desigualdad triangular 


1.7.2 Ejemplos 


a. Ya vimos en 1.1.6 que la recta real, R, es un espacio métrico con la métrica 
definida por d(x, у) = lx. El lector que conozca los números complejos se 
dará cuenta de que C también es un espacio métrico con d(z, w) = |2 — w) véase 
51.8 para más detalles. De manera similar, 1.6.6 muestra que Ё" es un espacio 
métrico (con la métrica habitual). 


b. Métrica discreta Sea М cualquier conjunto y sea d(x, y)=0 si x= y y d(x, у) = 
1 si x+ y. Entonces d es una métrica sobre М. 


c Мёгіса lexicográfica Este ejemplo es útil en combinatoria y en informática. Sea 
M el conjunto de todas las “palabras”, cada una de las cuales consiste en un 
octeto ordenado de ceros y unos: 


w= (м, W2, W3, Wa, W5, W6, W7, Wa) donde cada “bit” w=0 o 1. 


Sea d(v, w) = el número de lugares en los que v y w son diferentes. Por ejemplo, 

siv=01100011 y w=00110101, entonces d(v, w) = 4, porque v y w difieren en los 
—-bits"segundo; cuarto sexto-y-séptimo- Entonces d-es- una-métrica-en М. (Para 

probar sus propiedades puede ser útil verificar que ау, w)= Y. ¿e wel) 


d. Métrica acotada Si d es una métrica sobre un conjunto M y p(x, y) se define me- 
diante р(х, у) = d(x, у)/(1 + d(x, y), entonces p también es una métrica sobre M, 
tal como puede comprobarse (véase el ejercicio 10 del capítulo 1). Esta nueva 
métrica tiene la propiedad de que р(х, y) < 1 para todo par x, y € М, es decir, 
está acotada por |. Y 


Aunque en ocasiones los espacios métricos son espacios vectoriales, esto no siem- 
pre ocurre, como lo prueba el espacio discreto. Vamos a centrarnos ahora en conceptos 
que sólo tienen sentido en espacios vectoriales. 


1.7.3 Definición  Unespacio normado (o espacio vectorial normado) (У, || |) es 


un espacio vectorial У y una función || |: V>R, llamada norma, tal que 
і  ||v]] > 0 para todo v € V. positividad 
і. || =0 si y sólo si v = 0. no degeneración 
й. [АУ = МУ para todo v € У 

y todo escalar À. З multiplicidad 
іу. + < ilv] + 1] desigualdad triangular . 
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1.7.4 Ejemplos 


a. Números reales Ya vimos en 1.1.5 que R es un espacio normado con |х| = |х. 
El lector que conozca los números complejos se percatará de que С es un espa- 
cio normado con [2 = |z]. 


b. Norma del taxi Considérese el espacio R?, pero en lugar de la norma usual, 
definamos |x, у), =lx]-+|y% ||- ||, es una norma en R?. El nombre proviene de la 
distancia asociada. Si P = (x, y) y О = (a, b), entonces 


dP, Q) = |Р – Qll = |x — al + [y — bl. 


o sea, la suma de las separaciones vertical y horizontal, Ésta es la distancia que se 
debe recorrer para llegar de P a Q si siempre se viaja paralelamente a los ejes (que 
es lo que hace un taxi al recorrer las calles). Véase la figura 1.7-1. 


FIGURA 1.7-1 La métrica del taxi 


c. Norma del supremo Sca М el conjunto de todas las funciones reales definidas 
en el intervalo [0, 1] que están acotadas; es decir, 
M=(f:[0,1]> R | existe un número B 
que cumple | уо) < B para todo y E [0, 1]}. 
Para cada fen М, f(0,1]) es un subconjunto acotado de R y por lo tanto do) | 
E Є [0, 1]} también es acotado; en consecuencia, tiene un supremo finito y 
Исе = зир ох € (0, 1)) 


define, por lo tanto, una función | : |: М > R. El conjunto М es un espacio 
vectorial y ||- ||, es una norma sobre él. Estudiaremos más profundamente esta 
norma en el capítulo 5. 4 


Como hicimos notar anteriormente, al hablar sobre R”, las normas siempre engen- 
dran métricas. 


1.7.5 Proposición Si(Y |: es un espacio vectorial normado у d(v, w) está de- 
finida por 
d(v, w) = |v — wll, 
entonces d es una métrica sobre Y. 
En algunas ocasiones, las métricas engendradas por normas proporcionan una me- 


dida de la diferencia entre dos vectores. Ya vimos un ejemplo en la métrica del taxi. En 
el ejemplo del espacio de las funciones acotadas, la métrica es 


df e) = 17 — glloo = зир{|/@) — #00110 5х <1). 


Por tanto, la métrica dada por la norma del supremo es la mayor separación vertical 


entre las gráficas, сото en la figura 1.7-2. _ 


FIGURA 1.7-2 La distancia del supremo entre dos funciones es la máxima distancia 
vertical entre sus gráficas 


Aunque muchas métricas interesantes provienen de normas, no todas lo hacen. Sal- 
vo que el espacio vectorial consista sólo en el vector cero, elíjase un vector v diferente 
de cero y obsérvese que [Дэ] =/4] ll] % cuando|A] > ә, por lo que d(Av, 0) puede ser 
arbitrariamente grande. En consecuencia, una norma no puede producir las métricas de 
los ejemplos 1.7.2b y d. 
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1.7.6 Definición Un espacio vectorial real Vcon una función (у: Ух V>R se 
Ната espacio con producto interno si 


i. (v, v) > 0 para todo v € V. positividad 
ii (v,v)=0 siy sólo si v = 0. no degeneración 


ii (Ау, м) =À (у, w} para todo v,w € V 


y para todo A Є R. multiplicatividad 
iv. (v,w+u) = (ию) + (v,u) 

para todo v,w,u € У. distributividad 
v. (vw) = (w,v) para todo v,w € V. simetría 


El ejemplo más importante es R” con el producto interno usual, pero hay otros. 


1.7.7 Ejemplo Funciones continuas Sea Vel espacio de todas las funciones rea- 
les continuas sobre el intervalo [0, 1]. (La continuidad se estudiará en detalle en el 
capítulo 4. Por ahora usaremos la noción de manera informal, suponiendo que el lec- 
tor la conoce de algún curso de cálculo.) Como el lector probablemente sabrá, la suma 
de funciones continuas es continua (pronto verificaremos esto de manera oficial); por 
lo tanto, Ves un espacio vectorial, que habitualmente se denota С ([0, 1]), y que tiene 
un gran interés en análisis. Confirmaremos en el capítulo 4 que cualquier función 
continua en {0, 1] es acotada, de donde la norma del supremo definida en el ejemplo 
1.7.4c tiene sentido en С ([0, 1]). Veremos en el ejercicio 30 al final de este capítulo que 
esta norma no se puede asociar con un producto interno. Existe, sin embargo, un pro- 
ducto interno muy interesante en C(O, 11) no asociado con la norma del supremo. 
Dado que el producto de funciones continuas es una función continua y las funciones 
continuas son integrables (verificaremos estas afirmaciones más adelante, pero por 
ahora las tomaremos como ciertas), podemos definir un producto interno en C([O, 1]) 
mediante 


1 
(^2) = / Рођводах. 


Es inmediato (dadas las propiedades básicas de las integrales) verificar que éste es un 
producto interno. Será muy importante en el capítulo 10 para estudiar las series de 
Fourier y el análisis de Fourier Ф 


El producto interno, cuando se dispone de él, es una herramienta muy poderosa. 
Como en R*, de él proviene la noción de ortogonalidad: dos vectores v y w son 


ortogonales si (у, и) = 0. También nos proporciona una de las desigualdades más útiles 
en análisis: la desigualdad de Cauchy-Schwarz (o de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz). 
Antes de volver sobre ella, recopilaremos algunos resultados sencillos pero útiles. 


1.7.8 Proposición 5: (.,.) es un producto interno sobre un espacio vectorial real 
Y entonces 


(av + нии) = Му, и) + pfw u) 
й. (u,v + нм) = Аи, v) + pu, w} 
ii. (уе) = Av, м) 

iv.  (0,w)=(w,0)=0. 


La demostración es inmediata y se deja al lector. 


1.7.9 Desigualdad de Cauchy-Schwarz — Si (Y (.,-)) es un espacio con pro- 


ducto interno, entonces _ 


Kw] < Y (vv) y (ww) 


para todo v y wen Y 


¡La demostración que dimos en la sección anterior también es válida en este con- 
texto abstracto! Esta desigualdad, además de tener otros usos, es la clave para probar 
que todo producto interno engendra una norma. 


1.7.10 Proposición Si (Y (..)) es un espacio con producto interno y || - || está 
definida para cada v en Y por 


[у = У,у), 


entonces |. | es una norma sobre Y 


El punto clave es que la desigualdad triangular se puede obtener сото una conse- 
cuencia sencilla de la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 


[|> +» = (ue, vw) = Ы +2(w, w) + ||]? 
< и + 24v, w) + |] 


s IÊ + 2 wll +l? = Cvl + wD. 


у, por lo tanto, |у +w|| < |У + 1. 
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Ejercicios de $1.7 


1. Encuéntrese d(f, g) en С([0, 1]), donde f(x) = 1 y g(x) = x, usando tanto la norma 
del supremo como la norma dada en el ejemplo 1.7.7. 


2. Identifíquese el espacio de los polinomios de grado n — 1 de una variable real con 
R". Calcúlese d(f,g), donde f(x) = 1 y g(x) = x, con la métrica euclídea correspon- 
diente. 


3.  Dótese del producto interno (f, в} = [fed a C([O, 1]). Verifíquese la des- 
igualdad de Cauchy-Schwarz рага f(x) = 1 у 2(х) = х. 


4. . Usando el producto interno del ejercicio 3, verifíquese la desigualdad triangular 
para f(x) = ху (х) = Y. 


5.  Demuéstrese que ||. | no es la norma definida por la métrica del ejemplo 1.7.7. 


$1.8 Los números complejos 


Nota: El material que sigue es importante para el análisis en general, pero no es 
esencial para este libro, excepto para el capítulo 10. Estos temas pueden estidiarse 


ampliamente en cursos de variable compleja; véase, por ejemplo, Basic Complex 
Analysis de J. Marsden y M. Hoffman, 2* ed., W.H. Freeman, Nueva York, 1987, 


Los números reales R se crearon con objeto de tener una recta continua de núme- 
ros, adecuada para las necesidades de la geometría y el cálculo. Sin embargo, aún que- 
dan algunos problemas: mientras que hemos proporcionado una raíz cuadrada de 2, 
con objeto de que la ecuación x? ~ 2 = 0 tenga solución, la ecuación x? + 2 = 0 no tiene 
ninguna solución. Los números complejos aportan las soluciones de este tipo de ecua- 
ciones. El conjunto de los números complejos, C, se creó siguiendo la clave que pro- 
porciona la fórmula cuadrática, la cual establece que la ecuación ах? + bx + с = 0), con 
a # 0, tiene las soluciones x = -b +4b° -4ac а. Para la ecuación x? + x — 6 = 0 se 
obtienen las soluciones x = 2 y x = —3. En el caso de la ecuación x? + 2x + 5 = 0, la fór- 
mula sugiere que x = –1 + 2421, por lo que a veces en el colegio se nos enseña a 
concluir que no hay solución. Pero supongamos que tratamos de hallar una simplemen- 
te como un juego matemático. Si estos valores de x se insertan en la ecuación y se 
manipulan según las reglas de la aritmética, con la regla adicional de que (4-1)? = –1, 
comprobaremos que, en efecto, “resuelven” la ecuación. Como la fórmula cuadrática 
da valores reales siempre que Б? — 4ac 2 0 y sugiere las “soluciones” z = (-b/2a) + 
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W4ac-b° Рат cuando 2? — 4ac < 0, ello nos lleva a “jugar” con objetos z = x + у 
=I, donde x e y son reales, Usaremos el símbolo i para representar V-I, con objeto de 
simplificar la notación. Así pues, manejaremos las expresiones x + ¿y según las reglas de 
la aritmética, con la excepción de que 2 = –1. Six, y a, b Є К, entonces hallamos que 


(x + iy) + (a +1) = (х+а) + ¡(y +b) 

(x + iy) + (0 + 10) =x + iy 
(x+iy)+(—x — іу) =0+10 

(x + ѓу): (a + ib) = (ax — by) + ¡(bx + ау) 

(x + iy). (1 + i0) =x + iy. 


¿Podemos dividir? Al menos de una manera formal, podemos escribir 


1 1 x—iy х ¡od 
== — — =- +i 
x+iy x+iyx=iy ОС+у? жу 


Si por lo menos uno de los valores x o у es distinto de O, entonces é ésta es una expresión 


válida en nuestro sistema. La multiplicación directa confirma que рш 


E Кашар ДИН ТИ ы А 
(ir) (x + iy) = (1 + i0). 


Daremos una base lógica y una realización geométrica de los números complejos iden- 
tificando la construcción x + iy con el par ordenado (x, y) y por tanto con un punto en 
el plano euclídeo de la geometría analítica. El eje horizontal, que consta de los puntos 
(х, 0), se identifica, pues, con el conjunto de los números reales mediante x “ = "х +10 
“=>” (x, 0). Se le conoce como el eje real. El eje vertical, que consta de los puntos (О, у). 
se conoce tradicionalmente сото el eje imaginario. El punto (0, 1) se identifica con i 
y se le suele llamar la unidad imaginaria. Las reglas de suma y multiplicación se con- 
vierten en definiciones: 


(х,у) + (a,b) =(x+a, y +b) 
(х,у): (a, Б) = (ax — by, bx + ay). 


Verificar que el plano con estas operaciones, con (0, 0) como el neutro para la suma y (1, 0) 
como identidad multiplicativa, es un cuerpo es una labor tediosa, pero rutinaria (satisface 
las propiedades de la 1 a la 10 de los axiomas de cuerpo dados en $1.1). El recíproco de 
un punto diferente de cero está dado, como sugiere nuestra fórmula para 1/(x + iy), por 


үү! х A 
(х,у) (a a) 


TRATE ~ 
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Más aún, los números reales se pueden identificar con el eje horizontal mediante x o 
(x, 0), y todo concuerda: x + y > (x, 0) + (у, 0) y ху © (ху, 0). Por último, verificamos 
que (0, 1) - (0, 1) = 1, 0) O –1, y por lo tanto tenemos la raíz cuadrada de —1. 

El cuerpo resultante se denomina cuerpo de los números complejos y se denotaC. 
Sin embargo, C no puede ser un cuerpo ordenado. En un cuerpo ordenado sabemos que 
2 > О para todo elemento z y que —1 < 0. Pero en C tenemos un elemento, i, tal que 2 = 
-1. En consecuencia, no hay manera de introducir un orden еп С que tenga todas las 
propiedades que definen un cuerpo ordenado, 

La identificación de C con el plano R? nos da una interpretación geométrica, La 
suma es la misma que la suma de vectores en el plano y cumple la ley del paralelogramo, 
como en la figura 1.8-1, 


FIGURA 1.8-1 Los números complejos se suman como vectores, lo que ilustra (a + 
Бу + (с +4) = (а + 0) +0 +0): 


El significado geométrico de la multiplicación queda claro si usamos coordenadas 
polares. Supongamos que 


z=(rcos0,rsen9) = rcosÚ + irsend 
W=(pC0S 0, реп) = pcos y + ipseng. 


Entonces 
z + w=(rcosÓ + irsen8)(p cos р + ipsenp) 


= rp[(cos # cos p — sen8 seng) + ¡(send cos p + cos 6 зеп р)] 
= гр[с05(0 + р) + їзеп(@ + p)] = [гр со$(# + р), грвеп(@ + p). 
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FIGURA 1.8-2 Representación de los números complejos mediante coordenadas 
polares 


Para multiplicar z рог w multiplicamos las magnitudes de los vectores y"sumamos 105" 
ángulos polares. Si pensamos que w está fijo, multiplicarlo por z corresponde a girarlo 
un ángulo Ө у alargarlo un factor r. . 

r es la magnitud o valor absoluto де z y se denota z. 

Ө es el argumento de z y se denota arg(z). = ы 

Obsérvese que si z = x + iy, con хе y reales, entonces М= + y?, que es la 
distancia en el plano entre el punto z y el origen. Los cálculos соп estas cantidades se 
simplifican si introducimos el complejo conjugado de z. Éste se denota Z y se define 
como Z =x ~ ѓу. La coordenada horizontal x se denomina parte real de z y se denota Re 
z o Re(z), mientras que y se denomina parte imaginaria y se denota Im z o Im(2). 

Es útil tener una definición de e* donde z pueda ser un número complejo. Como 
queremos què е“ coincida con la definición usual para a real y queremos que е" = 
еа. ейї, sólo necesitamos definir e”? para 6 real. Definimos e? = cos @ + i sen 0, con lo 
que e“+* = et(cos b + ¡sen b). Entonces, como cos 0 + ¡sen 0 = 1, tenemos e**% = e” y, 
por lo tanto, nuestra definición coincide con la definición usual en el caso en que а 
sea real. El lector puede también verificar (véase el ejercicio 7а de esta sección) que 
e met. e”, 

Los números complejos se representan (сото ya se ha dicho} mediante puntos en 
R?. Usando coordenadas polares, podemos, pues, escribir 


z= re? = гсов@ + irsenó, 


donde r = ll y @= arg z, el argumento de z; véase la figura 1.8-2. 
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1.8.1 Proposición Supongamos quez = х + і, w=u+ivEC,yx, yu vER. 
Entonces 


і. |2] > 0. 

ii | {=0Ф:=0, 
ш. [zw| = | ||. 

у. jz+wļ| = |4 + |w]. 
Y. 20 = 2 У. 

ЖЖ = 2+0. 


уй. П = 1/5. 


s 
N 


viii [22 =22 
іх. la =32+y 
x. máx(|xl, ly) < 4 = V2máx(x, Ур. 


1.8.2 Ejemplos 
a. — Pruébese que 1/i=-i y que 1/(ї + 1) = (i - 1)/2. 


Solución En primer lugar, 


i 


+ 
ya que (1 + Ò(1-iÌ)=1+1=2. 
b.  Hállense las partes real e imaginaria de (z + 2)/(2 - 1), donde z = x + iy. 


Solución 
z+2_(+2)+iy (х+2) iy Di 
2-1 G-D+iy (ру (х-—1)—у 
_ (к+2)(х-1)+у?+ {у(х — 0) — у(х +2)] 
E (к= 102 +у? ` 
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Por lo tanto, 


- 2 o 
Ro [EG] 2+y im 2) Зу 


1-1] (1-1*+y 


А 3+72] (3-70 
с.  Demuéstrese que Е are |= 8—6 


Solución La clave en este caso es que no es necesario desarrollar (3 + 722/8 + 61) 
si aplicamos las propiedades desarrolladas en el texto, a saber ёт, y ale =8/Z. Así. 


E GFI G+) (3-71) 
8+6i |  B8+6i 8-6  8-6i` 


az+b 


d—Silzl.=-l-pruébese-que- 


[=a-paraodo.parde complejos. 


Solución Сото [= 1, tenemos z =(Zy'. Por lo tanto, | 


az+b_az+b 1 


bz+ā Б+аї z 
Por las propiedades del valor absoluto y porque [= 1, 


11 
А 


az +b 
T +b 


az+b 
bz+ā 


уа que laz + b| = [02+ 0| = [a 2+0. 
е.  Pruébese que el máximo valor absoluto de 2? + 1 sobre el disco unidad [| = Les2. 


Solución Porla desigualdad triangular, |z? +1] |z’ |+1 =|} +121 +1=2 yaque 
[2 = < 1, luego lz? + Ц no es mayor que 2 en el disco. Сото el valor 2 se alcanza en z = 
L, el máximo es 2. 


а 
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Las sucesiones de números complejos no presentan dificultades nuevas. Como el 
valor absoluto de © satisface las mismas propiedades formales que en R y es, de hecho, 
una norma, no existe dificultad para definir la convergencia de una sucesión de núme- 
ros complejos 21, Zz Za, - - а un número 2 сото 


lím 2, =z sil para todo € > 0 existe un número N 
e 


tal que |2, -4< £ siempre дие k > №. 


La aritmética de sucesiones ез igual que la de К. Por ejemplo, si z, > 2, w, >w y Aes 
constante, 2, + wW, >Z +w, Az, > Асус, > zw. Siz, $0 y z # 0, entonces w,/z, > 
w/z. Usando las desigualdades 


|Re(z) — Re(w)| < |z — w| = |Re(2) — Re(w)| + оқа) — Im(w)] 


1) — Іоу) < |z — w| < |Re(z) — Re(w)| + [Im(z) — Im(w)|, 


obtenemos: 


1.8.3 Proposición 2, >zenC sii Re(z,) >Re(z) e Im(z,) > шо) en R. 


Como en el caso de los números reales, una sucesión acotada debe tener una 
subsucesión convergente, y de esto se deduce que C es completo. Por lo tanto, una 
sucesión en С converge а un punto en С si y sólo si es una sucesión de Cauchy. Gene- 
ralizaremos esto a R” en $2,7. 

En algunas ocasiones necesitamos un producto interno en un espacio vectorial sobre С 
en lugar de sobre R. Para ello necesitamos algunos cambios; por ejemplo, si (у, v} = 1м}, 
entonces (у, у) debe ser real, así que (у, у) = (у, у). Esto hace plausible que el cambio 
apropiado sea modificar la condición de simetría v en la definición de producto interno 
(definición 1.7.6). 


1.8.4 Definición Un espacio vectorial complejo У con una función (у: V х УЭС 
se denomina espacio complejo con producto interno si 


i. (у) 2 0 para todo v € У. positividad 


ii (v,v)=0 siy sólo siv=0. no degeneración 


л элү PEETA кни DPE EETA уде не л O уннин ra 
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ii. (Av, w} = Му, м) para todo v,w € V y 


AER. multiplicatividad 
iv. (v,w+u) = (у, ж) + (v,u) 

para todo v,w,u, € V. distributividad 
ve (ум) = (и, у) para todo v,w Є У. simetría hermítica 


Por ejemplo, si С" es el espacio vectorial complejo de las n-uplas ordenadas de 
números complejos, es decir, si 


С" = ((1,22,.--,20) | а € C para cada k} 


у (2, w) se define para z = (Zy ..., 2a) Y W= (Wis -< -s W») mediante 


n 
(т.м) = У ZkWr, 
k=l 


entonces (-,.) es un producto interno complejo еп С", No debe sorprendernos que la 
mayoría de las propiedades sigan valiendo sin cambios esenciales, excepto alguna 
conjugación compleja de vez en cuando. La parte ii de la proposición 1.7.8 se cambia 
por ii’ (и, Av + uw) = А (и, у) + A (u, w), y el caso especial iii se cambia por iii” (v, №) = 
Му, w). En consecuencia, el producto interno (se suele llamar forma lineal hermítica о 
sesquilineal) es lineal en la primera variable y lineal conjugado en la segunda. Una 
nota de advertencia: algunos autores, en particular los de textos de física, usan otra 
convención, con la forma lineal en la segunda variable y lineal conjugada en la prime- 
га: (у, Aw} = Mv, w) y Av, w) = А (v, w). Esto no provoca ninguna diferencia impor- 
tante si se es consistente. 

El enunciado de la desigualdad de Cauchy-Schwarz sigue siendo válido en espa- 
cios vectoriales complejos, pero la demostración es más engañosa: hay que “rotar” 
primero los vectores mediante la multiplicación por un escalar complejo de norma 1 
con objeto de que los coeficientes apropiados usados en la prueba sean reales. Como 
antes, la ecuación А = (z, z) define una norma sobre Y El razonamiento para la des- 
igualdad triangular es el siguiente: 


Iber yl? = (х+у,х + у) = (1,2) + (х,у) + (yx) + (y.y) 
= р + (х,у) + (х,у) + ИР = 1А + 2Re((x, у)) + У? 
«Ар + 2](х,у)| + Ily? (por Cauchy-Schwarz) 


< |? +2 ШУ + УР = МЇ + 1? 
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Ejercicios de $1.8 


Exprésense los siguientes números complejos en la forma а + ib: 


a Q+3N0+(4+D 
b. (2+30/(4+0) 
с. l/i + 3/1+i) 


Hállense las partes real e imaginaria de los siguientes complejos, donde z = x + гу: 


а. (2+ 1)/(2z-— 5) 
bz 


¿Es verdad que Re(zw) = (Re (Re w)? 
¿Cuál es el complejo conjugado de (8—21):0/(4 + 613%? 


2 . И А : А 
z|? De ser cierto, pruébese la igualdad. Si по, ¿para qué valo- 


¿Se cumple z? 
res de z es cierta? 


Suponiendo que [4 = 1 o|w|=1 y que zw # 1, pruébese que 


2 № =L’ 


1— zw 
Pruébese que 

а. ей. ей = guta. 

b. е? # О para cualquier número complejo z. 


е. ler] = | para cualquier número real Ө. 


d. (соѕ5 0 + ¿sen 0) = cos п + ¡sen nô. 
Demuéstrese que 


a. е= 15іі z = Клі para algún entero k. 


b.  e%=e" sii 2 – 2. = Клі para algún entero К. 


¿Para qué valores de z converge la sucesión z, = nz"? 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 1 


1.1.2 Proposición En un cuerpo ordenado son válidas las siguientes propiedades: 


ii  Unicidad de los inversos Sia + х= 0, entonces x=-a. Si ax = 1, entonces x = 
а. 

vi. 0-x=0 para todo х. 

viii. -x = (-1)x para todo x. 

xiii. 0<1. 


xiv. xX 2 0 para todo x. 


Demostración Рага probar ii, supongamos que a + x = 0. Entonces 


-а=-а+б=-а+(а+х)=(-а+а)+х=б+х=х, 


yasi- =a =x como-se-afirmaba-De-la-misma-manera,.si.ax-=-l,.entonces LEALL LE meree 


з 


а-Ҷах) = (а?а)х = 1x = х. 
Рага уі: 0 - х = (0 + 0) х= 0 -х+0: х, y así 


0=0-х+(-0:х) = (0-х+0.х) + (0-а) 
=0-x+(0-x+(-0-x) 
=0-1+0=0-x. 


Para viii: 


x+(oD:a=1-x+(D-x 
=(1+(-1)-x 
=0-x=0 


por vi. Por lo tanto, (-1) - х= х por ii. 

Para xiii, supongamos que 1 < 0. Entonces 1 + (1) £ 0 + (El). y así 0 = —l. 
Podemos entonces usar la propiedad 16: como 0 < —1 y 0 < –1, obtenemos 0 < (1) - 
(21) = -(=1) = 1. Por lo tanto, 1 < 0 y 0 5 1, y así 1 = 0 por la propiedad 12, en 
contradicción con la propiedad 10. 

Para probar xiv, consideremos dos casos: si x = 0, entonces xXx =х=х > 0, porel 
axioma 16; si x < 0, entonces Y = (Y) (E) = (—1)%(—)°, por vii y viii, pero (1)? = 
1, porque 0 = (—1)(—1 + 1) = (1) + 0) 1 = (DL, luego х = (—х)? > 0. ш 
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1.1.7 Proposición = es una buena ordenación de N. 


Demostración Supongamos que $ C N es un conjunto sin elemento mínimo. Sea 
Т = NAS. Usaremos la inducción para demostrar que T = М y, por tanto, 5 = Ø. Si 0 
estuviera en 5 sería el elemento mínimo, luego 0 Є T. En lugar de abordar T de manera 


directas, consideremos Т, = {п Є N| 10,1,2,...,1) C T}; сото ToC T, lograremos 
nuestro objetivo si probamos que 7, = №. El argumento anterior prueba que 0 € Т,. 
Supongamos que k Є Ty; entonces (0,1,2,...,k] C T. Sik + 1 estuviera en S sería el 


elemento mínimo de 5, porque todos los números naturales menores que k + 1 están en 
T. De ahí que $ + 1 debe estar en Т. Сото {0, 1,2,...,k,k+1} CT tenemos k+1 € 
То. Por lo tanto, Ту = № por inducción. и 


1.2.2 Lema del sandwich Supongamos que x, > L, у, >Lyquex, < Z, < y, 
para todo п (es suficiente suponer que existe un Ny tal que x, S z, < y, siempre que п > 
No). Entonces 2, > L. 


Demostración En efecto, sea e > 0. Entonces: 


1. Existe N, tal que x, < z, < y, siempre que n > Ny, 
2. Existe N, tal que |х, — L| < € siempre que n > №, y 


3. Existe N, tal que | y, — L} < € siempre que n > N, 


Eligiendo N=máx(N,, №, N,), tendremos que siempre quen > N, -€ < x,- L < z-Ls 
у= L <€, у así |, = < Е, como se pedía. E 


1.2.5 Proposición Six, es una sucesión enR tal que x, > х`у х, > y, entonces 
х= у. 


Demostración х, converge a x y a y. Escribamos 


le — y] = |а xp + xn — y] < lx — xnl + Jan — y] 


por la desigualdad triangular. Si |х— y| > 0, entonces, usando |х – у] /2 como nuestra e, 
podemos elegir № de tal manera que tanto |x— х,| < |x — 3/2 como|x, -3f < | y/2 si 
n > N, de donde podemos concluir que |х— у] < |х – у, lo cual no puede ocurrir. Por lo 
tanto, |x- y|=0yasíx=y. Ш 


1.2.6 Proposición Una sucesión convergente está acotada. 


Demostración Si х, > х, existe N tal que |x, -x| < 1 siempre que л = N. Por lo 
tanto, |x,| = |4 + 1 cuando п > N. Si definimos M = тх, | Аж 
obtenemos |х,| = М para todon. Ш 


1.2.7 Теогета де] límite para sucesiones Supongamos que x, Э X, y, >Y 
y À es una constante. Entonces 


1 O Уу. 
ii Ах, > Ax. 
iii x,y, xy. 


iv. 51у, +0 e у# 0, entonces Xx, /y, > x/y. 


Demostración Los argumentos muestran cómo se usa la desigualdad triangular. 


i Ѕеағ > 0. Elijamos N, y N, tales que |x, — л] < £/2 cuando п = N, y ly, -y| < 
e/2 cuando n 2 №. Si N = máx(N,, N,), entonces рага todo n > N, tendremos 


[Gén + Ya) — (х+у)| = [ба х) + O — V| < |ха — xl + lya — y 
<є/2+Е/2=є, 


y por lo tanto х, + y, > xX + y. 


ii Éste es un caso especial de iii en el que y, es una sucesión constante; еп conse- 
cuencia, es suficiente demostrar iii. 


iii. Primero escribimos 


|х„ул — ХУ| = |Хауп — XnY + Xny — 27| 
< Knyn = Хһу| + рау — ху] 
= |а lya — y| + ly] ža — xl. 


Como la sucesión x, converge, está acotada, esto es, existe una constante M tal 
que |х,| < M para todo л. Elijamos N, y № de tal modo que [xn x| <є/[2(у[+ D] 
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cuando п > N, y que |y, — y| < &/[2(М + 1)] cuando п = N,. Sea N=máx(N,, №). 
Sin > N, entonces 


[Eayn — ху| = [xn] [yn — у| + (У — xl 


Мє [yle 
S M 
2M +1) Xy+) 
Lita. 
s3+350 


y por lo tanto х,у, > xy. 


iv. 51у # 0, entonces |у > 0, con lo cual existe N, tal que |», — y] < |у]/2 cuando n > 
N, así que | > 152. Рага п así elegida tendremos 


mA 
Yn y 


(х, = DY HAY — Y) 
Улу 
„Уе 1, del ly = yal 
[уу] ]улу| 


Хау — Хул 2 
Улу 


2 inaa Bl р, 1 
s ст а |+ 55 lya- yl. 
М] ур 


Ahora elijamos N, у № de tal modo que |x, — x| < € |y|/4 siempre que n > №, y 
que |y, — y] < e|y["/4ld] siempre que n > Ny. Si N = máx(N, Na, Ny) y n > N, 


| entonces 
Xn _х| 2 ely] 4 ely? 

| петр Гага тр зт FE 
Ya ур |у 4 рр 4 


y por lo tanto x,/y, > x/y. п 


1.2.11 Proposición Los cuerpos ordenados completos son arquimedianos. 


Demostración Ѕеа Е un cuerpo ordenado completo y consideremos x € F. Debe- 
mos probar que existe un entero п tal que x < п. Si no existiera tal п, sería una cota 
superior de la sucesión monótona 1, 2, 3, ...., que, por lo tanto, convergería a algún 
valor, digamos y, por la propiedad de la sucesión monótona. Afirmamos que esto по 
puede ocurrir, ya que, de lo contrario, para cualquierg > 0, existiría un N tal quesinz=N, 


I=|n+1—n] < ln+1-— y| + |у -na| < 2e, 


por la desigualdad triangular. Esto conduce a una contradicción si є < 1/2. п 
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1.2.17 Proposición О esdenso еп К. Es decir, 


i Si xe y están en R yx < y, existe r EQ tal quex < r< y. 


ii SiXERye>0, entonces existe r E Q tal que x-r <E. 


Demostración La demostración ilustra la relación que hay entre la propiedad 

arquimediana y el principio de buena ordenación de N. Para demostrar i supongamos 

que x < y, de modo que x - y > 0. Por la propiedad arquimediana de К, existe un entero 

n tal que 0 < 1/n < y - x. De nuevo, por la propiedad arquimediana (versión 2), existe 

un enteró k tal que k/n > x. Por el principio de buena ordenación, existirá un k positivo 

mínimo con esa propiedad. Para este valor, (k – 1)/n < x < k/n. Si r = k/n, entonces 
k=1 1 


1 
+- Sx+-<x+(y-M=y, 
п п 


x<r= 


así que x < r < y, como se pedía. La parte ii se sigue de la parte i haciendo y = x + £. Se 
deja al lector que complete la demostración. , п 


1.2.18 Teorema El intervalo unidad 10, IL en R no es numerable. 


Demostración Supongamos que xı, ху, Xy, . . - es una enumeración (lista) de 105 
puntos de ]0, H. Vamos a probar que debe existir al menos un x Є ]0, П que no aparece 
en la lista y, por lo tanto, no es posible establecer una correspondencia biunívoca entre 
N y ]0, 1. Expresemos cada x, en forma decimal: 


ху > 0.011412013014015... 
хә > б.а21й224)3@140)5... 


ху + 0.азаззаззамаз... 


Xx Өө Danana akk. 


donde cada ау es un dígito entre 0 y 9. Preferimos secuencias infinitas de 9 en lugar de 
expresiones decimales finitas, es decir, 1/4 = 0.2499999.... Sea x = О.р... 
donde Б, = 5 si ay 5 y b,=6 si аъ = 5; entonces х Є ]0, LẸ pero no está en la lista 
porque es diferente de x, en el k-ésimo decimal, — Ш ` 


1.2.19 Corolario SixeyestánenKR у x< y, entonces el intervalo ]x, y[ contiene 
an infinito numerable de números racionales y un infinito no numerable de números 
irracionales. 
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Demostración Esto se deduce de 1.2.17 y 1.2.18. Ш 


1.2.20 Proposición: La sucesión armónica Seanx,=1yx,=1+1/2+-<+ 
1/n,n=2,3,....Entonces x, es monótona creciente, pero no está acotada superiormente 
y, por lo tanto, no converge (escribimos х, > 0). 


Demostración Obsérvese que лз = 1 + 1/2, x4 =1+1/2+1/3+1/4> 1+ 
1/2+1/4+1/4=1+1/2+1/2, xs =1+1/2+1/3+1/4+ 1/5+1/6+1/7+1/8 > 
1+1/2+1/2+4/8 = 1+1/2+1/2+1/2, En general, por inducción, obtenemos Xan > 1+ 
(п/2) y, por lo tanto, x, no está acotada. a 


1.3.2 Proposición Sea 5 С К no vacío. Entonces b ER es el supremo de $ sii b 
es una cota superior y para todo є > 0 existe x Є S tal quex>b-e. 


Demostración Supongamos primero que b =sup(5) y quez > 0. Debemos encon- 
trar un x Є 5 tal que b < x +€. Si no existiera tal x, tendríamos Р 2 x + £ para todo x € 
5; es decir, b— € > x. Por lo tanto, b – ғ sería una cota superior estrictamente menor que 
b, con lo que b no sería el supremo, en contradicción con nuestra hipótesis. А 

Рага la recíproca, supongamos que b satisface la condición dada. Sea d una cota 
superior de S. Según la definición de sup(S), debemos probar que b < d. Supongamos 
que b > d. Sea £ = b – d; entonces d = b — e, luego d 2 x para todo x Є 5 implica que 
b-—e =x о, lo que es lo mismo, que b > x +€, de donde nuestra hipótesis no se cumple. 
Por lo tanto, la suposición de que b > d es incorrecta y podemos concluir que b sd, 
como se pedía. Esto completa la prueba. E i 


Nota: En esta prueba hemos usado el siguiente principio básico de la lógica: de- 
mostrar que una afirmación P implica una afirmación О (en símbolos Р = Q) equiva- 
le a demostrar que ~Q = ~P, donde ~Q es la negación de Q. Llamamos a ~Q = ~P la 
contrapositiva de P = Q, mientras que О = P es la recíproca. Aunque probar P => 
Q equivale a probar ~Q = ~P, no es necesariamente lo mismo que probar Q = P, 
como lo muestran ejemplos sencillos, por ejemplo, (х= —1)(х? = 1). j 


1.3.3 Proposición Supongamos que Ø # А C B CR. Entonces 


infA = supA > inf B < supB. 
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Demostración Рог ejemplo, para probar que inf B'< inf A, sea b = inf B; entonces 
b < x para todo x Є B y, por lo tanto, b < x para todo x € A también, porque A C B. 
Entonces b es una cota inferior de A, de donde b < inf A. и 


1.3.4 Teorema Las siguientes afirmaciones son válidas en R: 
i. Propiedad del supremo Sea S un conjunto no vacio de R que tiene una cota 
superior; entonces $ tiene supremo еп R. 


ii Propiedad del ínfimo Sea Р un conjunto no vacío de R que tiene una cota 
inferior; entonces P tiene ínfimo en R. 


Demostración 


і. Vamos а dar dos demostraciones diferentes. Véase el ejercicio 46 al final del 
capítulo para una tercera demostración. 


Método Т Sean M una cota superior y nun entero positivo” Fijado; considérese lá” 
sucesión M — 1/2^, M-2/2", M- 3/2", . . . que resta a M una cantidad 1/2” en cada 
paso de la sucesión. Elijamos el primer entero k para el cual M — k/2* ya no es una 
cota superior. Liamemos a este entero k,. Debe existir tal k, porque 5 £ Y y R satisface 
la propiedad arquimediana. Sea b, = М – 4/2"; por construcción b, no es una cota 
superior, pero b, + 1/2" sí lo es. Como el tamaño del paso disminuye en un factor 2 
cada vez que п aumenta una unidad, b, < b, < Бу... Por otro lado, como b, = М para 
todo л, podemos aplicar la propiedad de completitud y asegurar que b, > b para algún 
b. También b = b, (¿por qué?). Afirmamos entonces que b es el supremo. Para probar 
esto, sea x E S. Six > Б, sea € = x- b y, de acuerdo con el ejemplo 1.2.14, elijamos 
n tan grande que 1/2" < e. Entonces 


x=brez bytes bata 


de donde b, + 1/2" no es una cota superior, lo que es una contradicción. De manera 
similar, para todo € > 0 debe existir x E $ tal que b ~ х < €, por lo tanto bes el supremo, 
por 1.3.2. 


Método 2 Como 5 # Ø, podemos elegir x Є 5. Escribamos y > 5 si y es una cota 
superior де S. Рагаќ = 0, 1, 2,..., sea N, el menor número natural para el cual x + №/ 
2* > 5; N, existe por la propiedad de buena ordenación. Sea y, = х + N,/2*. Obsérvese 
que, o bien А, = 2: №, o bien М, = 2+ №, – 1, por tanto, y, es una sucesión decrecien- 
te acotada inferiormente por x. 
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Al ser R completo, y, > y para algún y ER. Probaremos que y es el supremo de 5. 
Primero demostraremos que es una cota superior, Supongamos quez E 5 y z > y. Como 
у, > y, existe algún k para el cual у, < z. Esto es imposible, porque cada y, es una cota 
superior de S. Ahora necesitamos demostrar que y es la mínima cota superior. Por la 
proposición 1.3.2 es suficiente probar que para todo e > 0 existez E S tal que y < z +£. 
Elijamos k de modo que 1/2* < e, lo cual es posible por el ejemplo 1.2.14. Por la elec- 
ción de y, existe z Є S tal que z > у, – 1/2*. Pero y < у, luegoz > y- 1/2% > y—e, y la 
demostración de i está completa. 


ii.  Considérese el conjunto—P= (-x | x € Р}. Сото P está acotado inferiormente, -P 
está acotado superiormente, luego por i, -Р tiene una cota superior mínima с Є 
R. De la definición vemos que ~ с es la cota inferior máxima que se pide. a 


Ya hemos comentado anteriormente que las propiedades i y ii equivalen cada una al 
axioma de completitud para un cuerpo ordenado. Hemos probado una de las implicaciones, 
a saber, que el axioma de completitud implica i y ii en un cuerpo ordenado. El ejercicio 
11 pide al lector que pruebe que i y ii implican el axioma de completitud. 


1.4.2 Proposición Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy. 


Demostración Si x, > х, para todo € > 0 existe N tal que |x, —2] <e/2 sin = N. 
Por lo tanto, sin, m = N, |х, = xp] < |х, -a| + |х—х„|< є/2 +€/2=e, por la desigual- 
dad triangular, por lo que x, es de Cauchy. 


1.4.3 Teorema Toda sucesión acotada en R tiene una subsucesión que converge 
a algún punto de R. 


Demostración Supongamos que x, es una sucesión acotada en R, esto es, existe 
un entero M tal que -M < х, < M para todo л. Dividamos el intervalo [-M, M] en dos 
mitades [-M, 0] y [0, M]. Al menos una de ellas debe contener infinitos términos de x,. 
Llamemos 1 a dicho subintervalo y elijamos л, tal que х, € lọ Ahora dividamos por la 
mitad /, y llamemos /, a la mitad que contenga infinitos términos de х,. Como hay 
disponibles infinitos x,, elijamos п, > nọ tal que х, Є h. Continuando de esta manera 
obtenemos sendas sucesiones de subintervalos, índices y puntos tales que * 


1. LIh>hoaho0.... 


2. = (ак, Б] con Б, – ay =M/2, 


кэл ee a A A к лел ae уен чөт rn 
Demostraciones de los teoremas del capítulo 1 


3З. MEAE... 


4. х, E 1, (Véase la figura 1.P-1.) 


Consideremos la sucesión а), а, ay, ... Como С 1, C[-M, M], tendremos -M < a, 
< 4,,, S M para todo k. La sucesión es, pues, monótona creciente y acotada y, por 
tanto, debe converger a algún número x. Para cada k tenemos que 


fxn, — xl 5 | ny — а + las х M/2 + jar — x|. 


Sea £ > 0. Por el ejemplo 1.2.14, 1/2* > О cuando k > оо, por tanto existe un entero K, 
tal que 1/2*<£/(2M) cuando k > K,. Como a, — x, existe un entero K tal que la, = x| < 
€/2 siempre quek > K,. Sea К = máx(K,, K,). Si k > K, entonces |х, - x| </2 +E/2 =€; 
por tanto, lím,_,., х, = х, y así, la subsucesión x, converge а x. 


FIGURA 1.P-1 El proceso de bisección se utiliza para mostrar que toda sucesión en 
[-M, M] tiene una subsucesión convergente 


1.4.5 Corolario Sia y b están enR y a < b, entonces toda sucesión de puntos en- 
el intervalo [a, b] = {x | a < x < b} tiene una subsucesión que converge a algún punto 
de [a, b]. 
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Demostración 51 х, es una sucesión de puntos en [a, b], entonces a 5 х, < b para 
todo л. La sucesión está, pues, acotada, por lo que el teorema 1.4.3 implica que existe 
una subsucesión x,» Xap Xp, - - - Y Un punto xen R tales que lím,_,. x,, = х. Por la 
proposición 1.2.3, a < x < b, luego x € [a, b]. a 


Ya vimos en el texto cómo se obtiene el teorema 1.4.4 a partir de los siguientes 
lemas. 


1.4.6 Lema Toda sucesión de Cauchy está acotada. 


Demostración Supongamos que x, es una sucesión de Cauchy. Entonces hay un N tal 
que |х, — x,| < 1 siempre que л = N y k > N. Por tanto, |x,] < |х„| + 1 paran = №, N +1, 
N+2,... Si hacemos M=máx(|x,|,|x,)......|xy]) + 1, entonces|x,| < Mparatodon. WM 


1.4.7 Lema Si una subsucesión de Cauchy converge a x, entonces la sucesión 
misma converge a x. 


Demostración Sea x, una sucesión de Cauchy que tiene una subsucesión Xy, que 
converge a x. Sea € > 0, entonces existe N tal que lx, — Xal <e/2 cuandon 2 N y mz 
N. Como ху es una subsucesión, existe ny > N tal que т. —л| <e/2.Sim> №, entonces 


Lim = A] = [Xm — Xn + Ano — Х|] E | — Х|] + ро — x] < є/2+є/2 =e. 


Por tanto, x, converge a x. ш 


1.5.2 Proposición Sea х, una sucesión еп R y seax ER. 

і. х ез un punto límite de х, si y sólo si para todo є > © у para тойо N, existe un 
índice n > N tal que |x, = x| < €. 

ii xesun punto límite de x, si y sólo si existe una subsucesión de х, que converja a х. 

їй. x, x si y sólo si toda subsucesión de х, converge а x. 

iv. x, xsi y 5610 si toda subsucesión está acotada y x es su único punto límite. 


Vo X, xsi y sólo si toda subsucesión de x, tiene а su vez una subsucesión que 
converge а x. 
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Demostración 


Si x es un punto límite de x, y e > 0, entonces hay infinitos índices рага los cuales 
|x, = <€. Sólo un número finito de ellos es menor que N, luego entonces uno de 
ellos debe ser mayor que п. Рага la recíproca, elegimos los índices de forma 
inductiva: escogemos п, tal que EN — Х| <=, después п, > п, tal que |х, = x| < £, 
después n, > п, tal que |x, =a] <є, y así sucesivamente. Obtenemos лу < л; < 
n, < : + - tales que |х, ~ x| < € y, por lo tanto, x es un punto límite. 


Para probar esta parte refinaremos el proceso de selección que acabamos de ha- 
cer. Si x es un punto límite, seleccionemos el índice п, de modo que |х, =x < 1. 
Usando i, elijamos n, > n tal que |х, — х| < 1/2. Continuemos de esta forma, 
utilizando і reiteradamente, y elijamos los índices 1, < л < пу < n4 <+ ++ de modo 
que |x,, = 3| < 1/k. Esto produce una subsucesión que converge a x, ya que si £ > 
0 sabemos que existe un entero К tål que 1/K <£; entonces, k 2 К ітрііса[х, — x| 
< 1/8 < 1/K< є. Para la recíproca, si hay una subsucesión convergente ax ye > 
0, entonces hay un índice tal que los índices posteriores a éste en la subsucesión 
distan menos que e de x. Por lo tanto y es un punto límite. 


iv. 


Six, > ху x, es una subsucesión, sea € > 0 y elijamos № de tal modo que |x, = |< 
e paran 2 №. Comon, <m, <m, <, por inducción se demuestra que л, 2 k, Por 
lo tanto k > М№ітрііса n, > N, y, en consecuencia, [en Х| < €; la subsucesión 
converge ax. Рага demostrar la recíproca, probaremos su contrapositiva, es decir, 
si x, fuera una sucesión que no convergiera a x, entonces рогі existiría £ > 0 tal 
que para cada N habría un índice mayor que N tal que |x, —л] > Е. Usando este 
hecho repetidamente podemos seleccionar n; < л; < п; <- · · tales que 
є. Esto nos da una subsucesión que no converge a x. 


Si x, > х, entonces sabemos que la sucesión está acotada у que toda subsucesión 
también converge а х; por lo tanto, x es el único:punto límite. Para la recíproca, 
supongamos que la sucesión está acotada y que x es su único punto límite. Si la 
sucesión no converge a x deberán existir un € > 0 y una subsucesión x4; tales que 
|x - Xul: > e para todo j. Como dicha subsucesión está acotada, debe tener una 
sub-subsucesión convergente. El límite de esta sub-subsucesión es un punto 
límite de la sucesión original diferente de x; pero no existen tales puntos, por lo 
que х, > х. ? f 


Six, > x, entonces, por iii, toda subsucesión converge a x, por lo cual no necesi- 
tamos pasar a una sub-subsucesión. Si toda subsucesión tiene una sub-subsucesión 
convergente a x, entonces x es un punto límite de toda subsucesión y por lo tanto 
de х,. Si existiera otro punto límite y Ф x, entonces, pòr ii, habría una subsucesión 
convergente a él. Por iv, y sería el único punto límite de esa subsucesión, y, en 
consecuencia, no podría tener una sub-subsucesión convergente a x. Así pues, x 
debe ser el punto límite de x, con lo cual, por iv, x, > х. н 


х 2] >' 
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1.5.5 Proposición Sea х, una sucesión en R. Entonces 


1. Six, está acotada inferiormente, un número a es igual al lím inf x, si y sólo si 


a. Para todo € > 0 existe un N tal que a -£ < x, siempre quen < №, y 


b. Paratodoe>0 y para todo M existe un n > M tal que x, <a +8. 
i Six, está acotada superiormente, un número b es igual al lím sup x, si y sólo si 


а. Para todo >Q existe un N tal que x, < b + є siempre que n > N, y 


b. Para todo > 0 y para todo M existe un n > M tal que b -8E < х,. 


Demostración Supongamos que a = lím inf x,. Entonces a = inf{x |x es un punto 
límite de x,), por definición. Así pues, dado e > 0, existe un punto límite x tal que x — 
e/2 < a; además, а = x para todos los puntos límite. Si х es un punto límite, entonces 
hay infinitos x, para los cuales |x, — x| < &/2 y, por lo tanto, tales x, satisfacen x, є < 
a, lo que prueba ib. Si ia es falsa, entonces existen e > 0 e infinitos x, que satisfacen Xx, < 
а – =. De hecho, elijamos una subsucesión х, „tal que x, <а — є; como х, está acotada 
inferiormente, x, está acotada y, por lo tanto, tiene, a su vez, una subsucesión que 
converge, digamos, ax. Entonces x < a—e, de donde x es un punto límite menor que a, 
lo cual es una contradicción. La recíproca se prueba de la misma manera, y la demostra- 
ción de ii es similar. E 


1.5.6 Proposición Sea х, una sucesión en R. Entonces 


Ит$ирл„ = inf{sUp{Xnsi Але, 3...) | л = 1,2,3,...} 
lím inf x = sUp{inf{ хол, Хоз, Ал+з,...} | л =1,2,3,...}. 


Demostración Probemos la igualdad para lím sup x,. En primer lugar, podemos 
suponer que x, está acotada superiormente, porque de otra forma ambos miembros 
serían +œ (entendiendo que їпї{ ә } = В Sea b = lím sup х,у b, = sup {Xmen Apio ++), 
сото en el texto, de manera que b zb > y b,> inf{b,, Ё,,...} (si b, no estuviera 
acotada inferiormente, ambos miembros ни —%, un caso que dejamos al lector). 
Necesitamos demostrar que b, > b. Para todo e > 0 existe N tal que x, < b +€ siempre 
que п > N, por 1.5.5ib; por lo tanto, b, < b +€ para n > №. Por otro lado, como b -€ < 
хь paran = M arbitrariamente grande, tendremos entonces que Р є < b, cuando n > 
М. Así pues, рага п grande, b—e 5 b, < b +e, luego b, > b. E 
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1.5.7 Proposición Sea х, una sucesión dada еп R. Entonces 


lím inf x, = lím sup x,- 
Six, < M para todo n, entonces lím sup x, 5 М. 
SiM < х, para todo n, entonces lím inf x, > M. 


lím sup x, = +0 si y sólo si x, no está acotada superiormente. 


iv. 

у.  líminfx, ==% si y sólo si x, no está acotada inferiormente. 

уі. Sixes ип punto límite de x,, entonces lím inf x, $ x 5 Ит sup x, 

уй. Sia = lím infx, es finito, entonces es un punto límité de х„. 

viii. Sib = lím sup x, es finito, entonces es un punto límite de x,. 

ix. x,>x ER siy sólo si Ит sup x, = lím inf x, =x ER. 

„2 

Demostración 

i.——Dada-una-sucesión-xpenRseaSr=- Aggro: )..a=in£S;-(definamos.a,=--0 
si 5, no está acotado inferiormente) у b, = sup 5, (definamos b, =œ si S, no está 
acotado superiormente). De los comentarios que preceden al enunciado de la 
proposición 1.5.6, cada b, es una cota superior de {a}, аз, ay, ... .), por lo tanto, 
lím inf х, = sup(a,, а, аз, . . .) < Б, para todo k. Esto es válido para todos los 
valores de k, luego lím inf x, = inf{b,, ba, by, . . .} = lím sup х,. 

ii Сотох, < M para todo n, sup 5, < M para todo n, y, por lo tanto, lím sup x, = 
inf(sup-5;) = M. La demostración de iii es similar. 

iv. Six, no está acotada superiormente, lím sup x, = +оо, por definición. La recípro- 
ca se sigue de ii. La demostración de y es similar. 

vi. Supongamos que x es un punto límite de х,. Entonces para todo п existe un índice 


к> п parael cualx-8<x,<x+e, estoes, 5, ]x-e,x+e[ 40. Por lo tanto; 
pata todo », 


x-ESSUpS, e infS, Ex +€. 
Como esto se cumple para todo e > 0, tendremos 
inf S, 5 x < sup 5, para todo n, 
luego 


lím inf x, = suptinfS,) < x <inf(supS,) = lím sup xn. 
Е n 
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vii. 


viii, 


ix. 
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Por definición, a = sup[a,, az, dy, . . .}, donde a, = іп х, Хз... -]. Clara- 
mente, a, < a, S а, <--- <a. Como а es finito e igual al supremo de los a,, esta 
sucesión debe converger hacia a. Sean ғ y N dados. Existe un №, tal que ae < 
а, < a siempre диел > №. Eligiendo n > máx(N, №) tenemos a—e < inf $, < a. 
Por lo tanto, S$, debe intersecar el intervalo Ja —e, a + el, esto es, existe un índice 
k >n > N tal que |x, —al < e, y, por lo tanto, a es un punto límite. 


La demostración se deja como ejercicio. 


Si x, > x, entonces para todo € > 0 existe un N tal que x -€ < x, < x + para todo 
n 2 N, de donde, por 1.5.51, lím inf x, = x y рог 1,5.5ii, lím sup x, = x. 


Recíprocamente, si se cumplen las condiciones de 1.5.5 con x = a = b, sea N 
el mayor de los № correspondientes a 1.5.5ia y 1.5.Siia, de tal manera que x -€ < 
Х„<х+&$1п > Ny, por tanto, x, > x cuando n > 00, E 


1.6.6 Teorema Para vectores de К", tenemos 


I. 


п. 


ш. 


Propiedades del producto interno: 


і (ох) >20. positividad 
i (хх) =05йх=0. no degeneración 
iii (x,y +w) = (х,у) + (х,и). distributividad 
iv. (ах,уу =0(x, y) para а € R. multiplicatividad 
v (у) = a) simetría 


Propiedades de la norma: 


i. llx]] = 0. positividad 
ii [fxi] = 0 sii x= 0. no degeneración 
й. |jax|| = |a} ||х|| para todo a € R. multiplicatividad 
iv. ley] = А+ [lyll. desigualdad triangular 


Propiedades de la distancia: 


і d(x,y) > 0. positividad 


i d(x,y) = 0 sii x = y. no degeneración 
й, dy) = d(y,x). simetría 


iv. d(x,y) < d(x,z) + d(z, y). desigualdad triangular 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 1 
IV. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 


К.У < [| ПУ. 


Demostración 


І. Todas las propiedades son inmediatas excepto IV, que se probará en 1.7.9. 


П y ILE se probarán como consecuencias generales de Len 1.7.5, 1.7.9, y 1.7.10. Ш 


1.6.7 Proposición | Siv = (Vp -es va) у WE (и... Wn) son vectores de К" y 
definimos p(v, w), = máx(]v, — ws], | — wa), ......, lv, — wal), entonces 


р, w) < |у — м < упр(у, w). 


Demostración —Esfácil verque-- 


п 
lv wP = liv - wll 


Jal 


|; = wil = Y vi = wil? < 


También 
п п 
llv- w= у (lo = wl} =, Y {máx lv; м2} 
і jal 1 
= Vnplv, w? = у/пр(у, w), 
lo cual demuestra el resultado. E 


1.7.5 Proposición Si (V, ||- |) es un espacio vectorial normado y d(y, w) está de- 
finida por 


dv, w) = ||у — м, 


entonces d es una métrica sobre Y. 
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Demostración 
i. d(v,w) > 0, porque (у, w) = |у — w]] > 0. 


ii Para probar d(v,w) = 0 + v = w, obsérvese que d(v,w) = 0 & |v – w|| = 0 > 
v-w=0&v=w 


iii. d(v, w) = d(w, v), porque d(v, w) = |у w|] = ||- (w-v)]| = 1-1] llw- vi] = 
Iw — v]| = d(w — v) 


iv. Por la desigualdad triangular, d(x,y) = |х — У|| = 16 – + – NI < 
Ilx = al +llz — У = 0, 2) + Ф, у). m 


1.7.9 Desigualdad de Cauchy-Schwarz Si (V, (Y) es un espacio con pro- 


ducto interno, entonces 
Kayl ж Y Vb y) 


para todo xe y en Y 


Demostración 5і хоу son 0, entonces (х, у) = 0, y, por lo tanto, la desigualdad se 
cumple. Así pues, podemos suponer que x 4 0 e y # 0. Entonces (x, х) > 0 y (у y) > 
0. Para todo a ER, tenemos 


0 <(ax+y,ax+ y) = а(х, х) +2(х,у)а+ (у,у) 


usando las propiedades básicas del producto interno. Si definimos (х, х) = а, 2(х, у) = Б 
y (y, y) = с, esta desigualdad se convierte en 


ао? +ba+c>0 para todo a Є R. 


Sabemos (ya que a > 0) que esta expresión cuadrática tiene un mínimo para a =-b/2 a. 
Si sustituimos por este valor obtenemos 


Pe b p? 
жее bl — — A $ i > — 
a (=) + ( z) +с>®0; esdecir, с a 


Como a > 0, esto significa que 
b? < ас; es decir, |(a, y)? = (х, х)(у, у). 


Tomando la raíz cuadrada obtenemos lo que queríamos. п 


1.7.10 Proposición Si (Y (.,:)) es un espacio con producto intérno y Il está 
definida para cada у en Y por 


[м = Мб, v} 


entonces | y | es tina norma sobre Y 


Demostración La única propiedad no trivial es la desigualdad triangular, la cual 
se probó en el texto. ш 


Ejemplos resueltos del capítulo 1 


Ejemplo 1.1  Pruébese que, para los números reales, 


a х= |4 -l| s x. 

b. ll <asii=a <x < a, donde a > 0. 

с. |+ у < lx] + lyi. 

Ре 

Solución 

a. Six z 0, entonces |x| x < 0, entonces |x| > х, porque x > 0. En cualquier 
caso х < |x|. La otra afirmación es similar. 

b. Six > 0, entonces debemos demostrar que 0 < x < asii -а 5 х < a, lo cual es 
evidente. De manera similar, si х < 0 la afirmación toma la forma Q < —x < а sii 
-a 5 x < a, lo que también es evidente. En este caso hemos utilizado el hecho de 
que sic < 0, entonces 0 S x < ysi 0 > с < су. 

с. Pora,-|x] £ x < |х|у-|у] < y < [y]. Sumamos y obtenemos —(|х| + |x) < x + y < 


|x] + У. Entonces, por b, |х + y] = |x| + þl. Esto también se puéde probar por 
casos, como se indica en el texto. Además, obsérvese que éste es un caso especial 
de la desigualdad triangular еп R"; véase el teorema 1.6.6Iliv. Ф 


Ejemplo 1.2 Sea S un conjunto no vacío de R acotado superiormente y sea х = 
sup(S). Demuéstrese que existe una sucesión Xy, Хх... еп S tal que X, > x. 


Solución Para cada k, usamos la proposición 1.3.2 con objeto de encontrar x, € $ 
tal que x, € x < x, + 1/£. Entonces x, > х, porque para cada є > 0 dado, elegimos N 2 
1/є; entonces К > N implica x, £ x < x, +€, es decir, |e- x| <£. Ф 


Ejemplo 1.3 Раға los números Xx, Xa o.. Xo Yp Уз... Yy Y Zp Zas » > + Z, pruébese que 
ШЫ w У» Уз У, У Zb „Ё q 


4 2 


| 
x 4 2 4 

Ema) = (У) (E) (De 

i=l i 
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Solución La desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 1.6.61V) dice que 


(Em) (ч) (7). 


Aplicando esta desigualdad a los números зу, = х2, e y, se obtiene 


(Уа) = (Luar) (Ea). 


Aplicándolo de nuevo a x? y z? se sigue que 


ia < (55%) (£ 2) es decir, (Luar) < (Le) (E 2) 


1черо 


(Lua) = (EA (74) (5290). 


Elevando al cuadrado ambos miembros obtenemos el resultado. (Hemos utilizado el 
hecho de que si a, b > 0, entonces a = b sii < b.) $ 


Ejemplo 1.4 Supongamos que x E R y x > 0; pruébese que existe un número 
irracional entre Q y x. 


Solución Si x es racional, entonces, como V2 es irracional (ejercicio 2), también lo 
es 1/4/2 (¿por qué?) y está entre 0 y х. Por otro lado, si x es irracional, entonces x/2 es 
irracional (¿por qué?) у estáentreOyx. Ф 


Ejemplo 1.5 Sean A y В dos conjuntos no vacíos de R que están acotados 
superiormente. Sean а = sup(A) y b = sup(B) y definamos el conjunto C mediante С = 
{ху |x Є A, y E B}. Demuéstrese que, en general, ab + sup(C). 5 а<0уЬ<0, 
pruébese que ab = inf(C). Si a > 0, b > 0 y todos los elementos de A y B son positivos, 
pruébese que ab = sup(C). 


Solución Сото contraejemplo, sea A = {x ER |- 10<x<-1}=]~10,-1[y8= 
10, 1/2[, así que a = –1, b = 1/2, y ab=-1/2. Pero C=]- 5, O[ y sup(C) = 0. 

Ahora probemos que si a < 0 y b < 0, entonces ab = inf(C). Para esto usamos el 
análogo a la proposición 1.3.2 para supremos. Primero, sean x Є А e y Є В; queremos 
probar que xy 2 ab. Perox < a e y < b, o bien =x 2 -a 2 0 y -y 2 – Б 20, y, por lo 
tanto (aplicando aR el axioma III. 16 para cuerpos ordenados), (—х)(— y) > (—а)(—Ь), es 


т e TR me 
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decir, xy > ab. Dado € > 0, buscamos x E А e y Є B de tal manera que ab > xy – є, 0, 
de otro modo, lab— xy] < £. Elijamos x e y de tal modo que a < x + e/(2(/6] + DJ, b < y 


+ e/(2lal] y b < y + 1. Entonces, dado que [ну] = |u] y| y |У < [b] + 1, obtenemos 


[аЬ — ху| < lab — ау| + lay — ху 


€ Е 
= = y - AA E = 
lialle — +la — | < м + aryl + O= 


(usando la desigualdad triangular). 


La última afirmación se puede probar de manera similar. Ф 


Ejercicios del capítulo 1 


Para cada uno de los siguientes conjuntos 5, encuéntrese sup(S) e inf(S), si es que 
existen: 


a  (rER|x<5) 


ҮК [ех лз АМ ы ы Кы, 
с.  (1/n|nesentero y 1>0) 

а. — (-1/n|nes entero y n > 0} 

ё 13,33,.333,...) 


Repásese la demostración de que v2 es irracional y generalícese el resultado 
рага yk, con k un entero positivo que no sea un cuadrado perfecto. 


a. Ѕеах 2 О un número real tal que para cualquier e > 0, x < e. Pruébese que 
x=0. 


b. Sea S=]0, 1[. Pruébese que para cualquier e > 0 existe un x Є S tal que x < £. 


Pruébese que d = inf(S) sii d es una cota inferior de 5 y para cualquier e > 0 
existe un x Є S tal que d 2 х Е. 


Sea x, una sucesión monótona creciente acotada superiormente y considérese el 
conjunto 5 = (х, X» . . .). Pruébese que x, converge al ѕир(5). Enúnciese un 
resultado similar para sucesiones decrecientes. 


Sean A y B dos conjuntos no vacíos de números reales con la propiedad de que 

`x = y pará todo x E А e y Є В. Pruébese que existe un número с ER tal que x < 
c < y para todo x € A e y Є В. Encuéntrese un contraejemplo a este enunciado 
para números racionales (esto, de hecho, equivale al axioma de completitud y es 
la base рага una formulación alternativa de dicho axioma, conocida como corta- 
duras de Dedekind). 
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11. 


12. 


13. 


14. 
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Para conjuntos no vacíos А, BCR, sea A+ B=(x+ y lx ЄАеує д}. Pruébese 
que sup(A + B) = ѕир(А) + sup(B). 


Para conjuntos no vacíos А, В CR, determínese cuáles de los siguientes enuncia- 
dos son verdaderos. Demuéstrense los enunciados verdaderos y búsquese un 
contraejemplo para los falsos: 

а. зир(А N B) < inf (sup(A), sup(B)). 

b. sup(A N В) = inf{sup(A), sup(4)). 

с. $ир(А U B) > ѕир{ѕир(А), sup(B)). 

d. зир(А U Ву=зир{$ир(А), sup(B)). 


Sea х, una sucesión acotada de números reales e у, = (-1)'x,. Pruébese que lím 
sup y, = lím sup [ХЫ ¿Son, de hecho, iguales? Escríbase una desigualdad similar 
рага el lím inf. 


Verifíquese que la métrica acotada del ejemplo 1.7.2d es, en efecto, una métrica. 


Pruébese que tanto la proposición como la ii del teorema 1.3.4 implican el ахіо- 
ma de completitud para un cuerpo ordenado. 


En un espacio con producto interno, pruébese que 

а. 2112 +214 = [lx + yil + Ilx- yl? Qey del paratelogramo). 

b. += У Il + ill. 

с. 4(х,у) = |+ у]? — jix ~ У] (identidad de polarización). 

Interprétense los resultados geométricos en téminos del paralelogramo formado 
porx ey. 


¿Cuál es el complemento ortogonal en R* del espacio generado por (1,0, 1, 1) y 
El, 2, 0, 0)? 7 


a.  Demuéstrese la identidad de Lagrange 


ЕЕЕ 
y utilícese para dar otra demostración de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 


b. — Pruébese que 


н 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
25. 


26. 


Sea x, una sucesión en R tal que d(x, х,.1) € 4(х„_\, х„)/2. Pruébese que x, es 
una sucesión de Cauchy. 


Pruébese el teorema 1.6.4. De hecho, dados los espacios vectoriales И,..., Y, 
pruébese que У= Y X - - - X Y, es un espacio vectorial. 


Sea 5 CR acotado inferiormente y no vacío. Pruébese que inf(S) = sup(x ER lx 
es una cota inferior de 5). 


Pruébese que en R, x, >x sii —x, >=x. En consecuencia, pruébese que el axioma 
de completitud es equivalente al enunciado que dice que toda sucesión decre- 
ciente x, > x, > x,- · acotada inferiormente converge, Demuéstrese que el límite 
de la sucesión es inf(x,, x» . . .). 


Expresemos x = (1, 1, 1) Є К? en la forma x = y,f, + у fz + уу, donde f, = (L, O, 
1), f} = (0, 1, рул = (1, 1, 0). Calcúlense las componentes y,. 


Sean 5 y Т ѕиреѕрасіоѕ ortogonales de К" diferentes de cero. Demuéstrese que si 
S y T son complementos ortogonales (es decir, 5 у T generan todo R”), entonces 
SM T= {0} y dim(S) + dim(T) = n, donde dim(S) denota la dimensión де S. 
Dense ejemplos еп R? en los que la condición dim(s) + dim(T) = n se cumpia y 
ejemplos en los"queno-¿Puede-no-cumplirse en Й??——————————-.- 


Pruébese que la sucesión del ejemplo resuelto 1.2 se puede elegir de manera que 
sea creciente. 


a. Six, е у, son sucesiones acotadas en R, pruébese que 


lím SUP(%, + Yn) = Ита SUP Xn + lím Sup Yn. 


b. ¿Es cierta la regla del producto para los límites superiores? 


Sea P CR un conjunto tal que x > О para todo x Є P y tal que para todo entero k 
existe un x, Є Р que cumple kx, < 1. Pruébese que 0 = inf(P). 


Si sup(P) = sup(O) e inf(P) = inf(Q), ¿será Р = Q? 

Decimos que Р < Q si para todo x Є P existe y Є Q tal que x < y. 

a. SiP s Q, entonces pruébese que sup(P) = sup(Q). 

b. ¿Es cierto que inf(P) < inf(Q)? 

e  SiPSQ y O<P,¿esP=Q? 

Supongamos que Á = {ann | 51,23. .y1=1.2 3) es un conjunto 


acotado y QUe Amn 2 apq Siempre que m > рул > q. Pruébese que 


т Ann = 50А. 
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27. SeanS=((x y) E€ R? | xy > 1} y B= (а(х, y), (0, 0)) | (x, y) E 5). Hállese inf(B). 


28. Ѕеа х, una sucesión convergente еп R y definamos А, = $ир{х„, х,.1,...} УВ, = 
inf(X, х... -]. Pruébese que A, converge al mismo límite que B,, el cual es el 
mismo que el límite de x, 


29, Demuéstrese que para cualquier x Є R que verifique x > 0, existe y Є R tal que 
2 
y =x. . 


30. Sea Vel espacio vectorial С([0, 1]) con la norma ||, = вир (|709)]| х E 10, 11). 
Pruébese que la ley del paralelogramo no es válida y conclúyase que esta norma 
no proviene de ningún producto interno. (Véase el ejercicio 12.) 


31. SeanA,BCRyf:A X B>R acotada. ¿Es cierto que 


sup{ f(x,y) | (х,у) € A x В) = supísup( f(x, y) | x € A} | y € B} 


o lo que es lo mismo, usando una notación diferente, 


sup (х,у) = ѕ0р (эр Дх, ») 
«уеАхВ yEB \лхЄА 


32. а. Dése una definición aceptable que exprese el significado de lím, „e X, =%. 


b.  Seax = 1 y definamos inductivamente х, = (x; +-+- + x,)/2. 
Demuéstrese que x, > oo, . 


33. a Pruébese que (log x)/x > 0 cuando x > oo, (Puede consultarse cualquier 
texto de cálculo y utilizar, por ejemplo, la regla de l’ Hôpital.) 
b.  Pruébese que n" > 1 cuando n > œ. 


Los ejercicios 34-45 tratan de números complejos. 


34. Exprésense los siguientes números complejos en la forma a + bi: 


a (2+30(44+0 
b. (8+6)? 5 


с. (1+3/0 +D) 
35, ¿Cuál es el complejo conjugado del número (3 + 80/(1 + ¿19? 


Мыр чес теле rA EER O тукран E LE O лл Кетте кейе уме (гч retos аери 
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36. Encuéntrense las soluciones de: 

a  —(2+1=3+4£ 
Ь. 2-1=0. 
37. Encuéntrense las soluciones de 2? = 3 – 41. 
38. Siaesreal у z es complejo, pruébese que Re(az) = a Re z y que Im(az) = a Im z. 
Generalícese probando que Re: С > R es una función lineal real, es decir, que Re 
(az + bw) = a Re z + b Re w para a, b reales y z, w complejos. 
39. Hállense las partes reales e imaginarias de los siguientes complejos, donde z = x + 
iy: 
а 1/2 
b. 1/8z+2) 
40. a. Ғіјетоѕ el número complejoz = x + ѓу y consideremos la función lineal q: 
R? > R? (es decir, de C > C) definida por p.(w) = z - w (esto es, la multipli- 
cación por z). Pruébese que la matriz de ф, en la base canónica (1, 0), (0, 1) 
de R? está dada por 
х =y 
у ox) 
b. Ргиёбеѕе que Øz = Pz 0 Pr- 
41. Pruébese que Re(iz) = —Im(z) y que Im(iz) = Re(z) para todos los números com- 
plejos z. 
42. Siz=x + iy, pruébese que |x] + |y] = VŽizl. 
43. Sia, b СС, demuéstrese la identidad del paralelogramo: 
` Ja — bP + ja +b? = Aa]? + |Ь®). 
44. Demuéstrese la identidad de Lagrange para números complejos: 
n 2 n n 
Num] = > wr) 0з ме) -|У ояу — т 
k=l k=1 k=l k<j 
De la demostración dedúzcase la desigualdad de Cauchy. 
45. 


Pruébese que si А > | entonces lím z"/n =. 
n= 
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46. Demuéstrese que cualquier conjunto 5 no vacío acotado superiormente tiene un 
supremo, que se construye de la siguiente manera: se eligen xy € 5 y М, una 
cota superior y se define ay = (xy + Mp) /2; si ay es una cota superior, sean M, = а, 
y xı = ху; de lo contrario, sean M, = M, y х, > ay tal que x, Є S, y se repite el 
procedimiento para generar las sucesiones x, y M,. Pruébese que ambas conver- 
gen al sup(S). 


47. La recta larga Construyamos un cuerpo ordenado no arquimediano de la si- 
guiente manera: sea F la unión de dos copias distintas de R; para distinguirlas, a 
la segunda le ponemos primas. Definamos x + y de la manera usual, х + у' = (х + 
уух + y" = х + y. Definamos ху de la manera usual, xy’ = (xy) y x'y' = ху. 
Definamos x < y' para todo par x,y y x' < y' six < y. Pruébese que F cumple los 
requisitos. Demuéstrese que F no es completo. 


Сарйшо 2 
La topología del 
espacio euclídeo 


En este capítulo comenzamos nuestro estudio de aquellas propiedades básicas de R” 
que son importantes para el concepto de función continua. Estudiaremos los conjuntos 
abiertos, que generalizan los intervalos abiertos de R, así como los conjuntos cerrados, 
que generalizan los intervalos cerrados. El estudio de conjuntos abiertos y cerrados 
constituye el principio de la topología. Este estudio continuará en el capítulo 3. 


La mayor parte del material del presente capítulo se basa únicamente en las propie- 
dades fundamentales de la función distancia y, por lo tanto, tiene sentido en un espacio 
métrico general, Recordemos que la función distancia d para R” está dada por 


А 1/2 
х,у) = (Lu - >) 
i=l 


y que las propiedades básicas de d son 


1. 46у) z 0. 

2. аху) = 050 х=у. 

3. day) = У, х). 

4. d(x,y) £ d(x,z) + d(z, y) (desigualdad triangular). 


Recordemos también que un conjunto M con una función distancia d que satisfaga 
estas propiedades recibe cl nombre de espacio métrico. 
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$2.1 Conjuntos abiertos 


Con el fin de definir 105 conjuntos abiertos, introducimos en primer lugar el concepto 
de disco de radio є en un espacio métrico. Como de costumbre, nuestro ejemplo princi- 
pal será R”, 


2.1.1 Definición Sea (М, d) un espacio métrico. Para cada x € M y € > 0, el 
conjunto 


D(x,e) = {y EM | d(x, y) < =} 


se denomina disco de radio є centrado еп x (o también vecindad de radio є o bola de 
radio e centrada еп x). (Véase la figura 2.1-1.) Un conjunto A С M es abierto si para 
cada x Є А existe e > O tal que Р(х, є) С A. Una vecindad de un punto en M es un 
conjunto abierto que contiene dicho punto. 


FIGURA 2.1-1 El disco de radio € 


Obsérvese que el conjunto vacío Ø y el conjunto total M son abiertos. 

Es importante observar que el valore de la definición de un conjunto abierto puede 
depender de х. Por ejemplo, el cuadrado unidad en К? sin incluir su “frontera” es abier- 
to, pero las vecindades de radio € son cada vez más pequeñas al aproximarnos a la 
frontera; sin embargo, £ no puede anularse para ningún x. Véase la figura 2. 1-2, 

Consideremos un intervalo abierto en R = К!, como el intervalo ]0, 1[. Éste es, de 
hecho, un conjunto abierto (véase la figura 2.1-3); sin embargo, si vemos este conjunto 
dentro de К? (como un subconjunto del eje х), ya no es abierto. Así, para que un conjun- 
to sea abierto, es esencial especificar el espacio R” o, en general, el espacio métrico del 
que va a considerarse como subconjunto. 


§2.1 Conjuntos abiertos 105 


I 
R? 


qE_—————” 


FIGURA 2.1-2 Un conjunto abierto 


.. disco de radio € еп R? 


(x,0) 


FIGURA 2.1-3 J0, 1[ es abierto en R pero по en R? 


R? 


FIGURA 2.1-4 Un conjunto no abierto 


Hay muchos ejemplos de conjuntos que no son abiertos. El disco unidad {x Є К? 
[| < 1) es uno de estos ejemplos. Este conjunto no es abierto, ya que si un punto está 
en la “frontera” (es decir, un punto x tal que [|x|] = 1), todo disco de radio є contiene 
puntos que no están en el conjunto. (Véase la figura 2.1-4.) 


2.1.2 Proposición Ел un espacio métrico, todo disco de radio e, D(x, €), es abierto. 
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La idea principal de la demostración se muestra en la figura 2.1-5, en la cual se 
puede ver que el tamaño del disco con centro en el punto y Є D(x, є) es cada ved menor 
a medida que y se acerca a la frontera. Esta imagen debe clarificar “intuitivamente” el 
teorema. 


== ~ 


`~ 
” A м 
redes 


/ 
\ 
1 ау) \ 
I 1 
ү хз у= 4 
1 
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FIGURA 2.1-5 Algunas ideas útiles para la demostración de la proposición 2.1.2 


A continuación damos algunas propiedades básicas de los conjuntos abiertos: 


2.1.3 Proposición Еп un espacio métrico (M, d), 


i. La intersección de un número finito de subconjuntos abiertos de M es abierta. 
ii. La unión de una colección arbitraria de subconjuntos abiertos de M es abierta. 


iii. El conjunto vacío Ø y el espacio total M son abiertos. 


Para apreciar la diferencia entre las afirmaciones і y іі, obsérvese que la intersec- 
ción de una familia arbitraria de conjuntos abiertos no tiene que ser abierta. Por ejem- 
plo, en К!, un punto (que no es un conjunto abierto) es la intersección de todos los 
conjuntos abiertos que lo contierien (¿por qué?) 


Nota. А un conjunto con una colección dada de subconjuntos (llamados, por defi- 
nición, conjuntos abiertos) que cumplan las condiciones de la proposición 2.1.3, y 
que contenga al conjunto vacío y al espacio total, se le denomina espacio topológico. 
En este libro no estudiaremos los espacios topológicos generales, sino que trataremos 
principalmente los casos de R” y de los espacios métricos. Sin embargo, gran parte de 
lo dicho en los capítulos 2, 3 y 4 se aplica también a este planteamiento más general. 


82.1 Conjuntos abiertos 
2.1.4 Ejemplo Sea 5 = ((x,y) ER? |0 <x < l}, Muéstrese que S es abierto. 
Solución En la figura 2.1-6 vemos que podemos trazar el disco de radio r = mín{x, 
1х) centrado en cada punto (х, y) Є $ y que éste está contenido completamente en S; 


puede verse esto en la figura y demostrarse mediante la desigualdad triangular. Por la 
definición, esto implica que 5 es abierto. Ф 


FIGURA 2.1-6 Cualquier punto de este conjunto tiene un disco en torno de él que 
` también está dentro del conjunto 


2.1.5 Ejemplo Sea S= [(x, y) ER? 


0 < x 51}. ¿Es S un conjunto abierto? 
Solución No, pues todo disco con centro en (1, 0) Є 5 contiene puntos (х, 0) tales 


quex> 1. Ф % 


2.1.6 Ejemplo Sean A CR” un conjunto abierto y В С К". Definamos 
| А+В= {х+ує К" | хєА y y€B). 
Demuéstrese que А + B es abierto. | 
Solución Sea w € A+ B; entonces, existen puntos x € A e y Є B tales que w= x+ 


у. Сото А es abierto, existeg > 0 tal que D(x, £) СА. Afirmamos que D(w в) СА + B. 
Supongamos que z Є D(», £). Entonces |z- э =[[z—(x+ y)| < £. Pero |z- (x + ya] = 
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|z- у) х| por lo que z- y Є D(x, ғ) С A. Como y Є B, esto obliga a 2=(2-y) +уа 
estar en A + B. Así, D(w, £) CA + B y entonces A + В es un conjunto abierto. ш 


Obsérvese que hemos demostrado еп realidad que si А es abierto, entonces А + {у} 
es abierto. Esto implica que A + B = О, (А + {ур también es abierto. 


2.1.7 Ejemplo Sea М un conjunto arbitrario y definamos la métrica discreta д, 
еп M mediante дух, y) =0six= y y del, y) = 1 si x A y. Demuéstrese que todo conjunto 
А С Mesabierto. 


Solución Dado x Є A, D(x, 1/2) = {х} С А; por definición, esto implica que A es 
abierto. Ф 


Ejercicios de $2.1 


1. Muéstrese que RA ((0, 0)) es abierto en R°. 
2.  SeaS=((x y) ER? | ху > 1}. Muéstrese que 5 es abierto. 


3. ЅеапА CR un conjunto abierto y В С R? definido como B = ((x, y) ER? | xE 
A}. Muéstrese que B es abierto. 


4. Sea В С К" un conjunto arbitrario. Definamos С = {x Є Е" | ах, у) < l para 
algún y Є В}. Muéstrese que С es abierto, 


5. SeanA CR ип conjunto abierto y B C R. Definamos АВ = (xy ER |х ЄАеу 
Є B}. ¿Es АВ necesariamente abierto? 


6.  Muéstrese дие В? con la métrica del taxi tiene los mismos conjuntos abiertos que 
R? con la métrica usual. 


$2.2 Interior de un conjunto 


2.2.1 Definición Sean M un espacio métrico y A C М. Un punto x E А es un 
punto interior de A si existe un conjunto abierto U tal que x € О С А. El interior de A 
es la colección de todos los puntos interiores de A y se denota int(A). Este conjunto 
puede ser vacío. 


үл cr ren 


Ejercicios de $2.1 


La condición sobre x es equivalente a la siguiente: existe є > 0 tal que D(x, £) CA 
(véase el ejercicio 5 al final del capítulo). Por ejemplo, el interior de un único punto en 
К" es vacío. El interior del disco unidad en R’, con su frontera, es el disco unidad sin su 
frontera. ` 

Podemos dar una descripción un poco diferente del interior de un conjunto como 
sigue. El interior de A es la unión de todos los subconjuntos abiertos de A (pediremos al 
lector que lo demuestre en el ejercicio 23 al final de este capítulo). Así, tanto por la 
proposición 2.1.3 como directamente, int(A) es abierto. Por lo tanto, int(A) es el mayor 
subconjunto abierto de A. En consecuencia, si A no tiene subconjuntos abiertos, enton- 
ces int(A) = Ø. Además, es evidente que А es abierto sii int(A) = А. 


2.2.2 Ejemplo Sea 5 = (х,у) ER? |0 <x < 1}. Determínese int(S). 


Solución Para determinar los puntos interiores, buscamos los puntos para los cua- 
les podemos trazar un disco de radio £ con centro en ellos y que esté totalmente conte- 
nido en S. En la figura 2.1-6, podemos ver que éstos son los puntos (х, y) tales que O < 
x< 1 Asi in S)=((1 p|0O<x< ip Ф 


2.2.3 Ejemplo ¿Es cierto que int(A) U int(B) = int(A U В)? 
Solución No. En la recta real, sean A = (0, 1] y B=[1, 2]. Entonces int(A) = 10, 1[ 


(¿por qué?) e int(B) = ]1, 2[, de modo que int(A) U int(8) =] 0, 1[U]1,2[=]0, 2[\ 
{1}, mientras que int(A U В) = int[0, 2] = 10, 21. Ф 


2.2.4 Ejemplo ;Ез cierto en un espacio métrico general (М, d) que int{y E M | 
йу, x) 5 r} = {у E M | d, х) < r} dados x, E M y r > 0? 
Solución No. Por ejemplo, consideremos un conjunto M con la métrica discreta, xy € 


М y r=1.Entonces {y € M | у, xo) < 1} = M, por lo que su interior es todo М. Por 
otro lado, {у | Фу, Xp) < 1) = {xo}, que no es M si éste tiene más de un punto. Ф 


Ejercicios de $2.2 


1. SeaS=((x, у) ER? 
2. SeaS=((1y 1 ER 0<x<1,y +2 < 1). Determínese int(S). 


xy 2 1}. Determínese int(S). 
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3. SiACB, ¿es cierto que int(A) С int(B)? 
4. ¿Es cierto que int(A) A int(B) = int(A N В)? 


5. Sean (M, d) un espacio métrico, xy € M y r > 0. Muéstrese que 


Р(х, г) C int[y € M | d(y, xo) £ г}. 


$2.3 Conjuntos cerrados 


2.3.1 Definición Un conjunto B en un espacio métrico M es cerrado si su com- 
y р 
plementario (es decir, el conjunto MNB) es abierto. 


Por ejemplo, un punto en R” es un conjunto cerrado. El conjunto en R? formado 
por el disco unidad y su círculo frontera es cerrado. En pocas palabras, podemos decir 
que un conjunto es cerrado si contiene a sus “puntos frontera” (precisaremos este con- 
cepto intuitivo en $2,6). Véase la figura 2.3-1. La intuición es difícil de utilizar para 
algunos conjuntos complicados, por lo que en esos casos se echa mano de la definición 
técnica 2.3.1. 


FIGURA 2.3-1 Ejemplos de conjuntos cerrados 


Es posible tener un conjunto que no sea abierto ni cerrado. Por ejemplo, en R!, un 
intervalo semiabierto ]0, 1] no es abierto ni cerrado. Así, si sabemos que un conjunto А 
no es abierto, no podemos concluir que sea necesariamente cerrado. 

El siguiente teorema es análogo a la proposición 2.1.3. 


2.3.2 Ргороѕісібп Еп un espacio métrico (М, 4), 
i. La unión de un número finito de subconjuntos cerrados es cerrada. 


ii. La intersección de una familia arbitraria de subconjuntos cerrados es cerrada. 


iii. El espacio total M y el conjunto vacío Ø son cerrados. 


82.3 Conjuntos cerrados 


Este teorema se sigue de la proposición 2.1.3, teniendo en cuenta que uniones e 
intersecciones se intercambian cuando tomamos complementarios (véase la Introduc- 
ción). Dejamos la demostración al lector (ejercicio 22 al final del capítulo), quien tam- 
bién debe probar que no es posible reemplazar en la primera afirmación la unión finita 
por una unión arbitraria, 


2.3.3 Ejemplo SeaS=((x, y) ER |0 <x £ 1,0% y < 1). ¿Es S cerrado? 


Solución Véase la figura 2.3-2. Intuitivamente, 5 no es cerrado, pues la parte de su 
frontera que está en el eje x no está en S. Además, su complementario no es abierto, 
pues cualquier disco de radio £ con centro en un punto del eje y, como el punto (0, 1/2), 
intersecará a 5 (y por lo tanto no estará contenido en RAS). Ф 


FIGURA 2.3-2 ¿Es cerrado este conjunto? 


2.3.4 Ejemplo 5еа5 = {(x, y) ER? |+ у < 1). ¿Es 5 cerrado? 

Solución 51,5 es el disco unidad, con su frontera. El complementario es un conjun- 
to abierto, pues para (x, y) € RAS, el disco de radio £ = yx? + y? —1 está totalmente 
contenido en RA S. (Figura 2.3-3). Ф 


2.3.5 Ejemplo Muéstrese que cualquier conjunto finito en R" es cerrado. 


Solución Los puntos (individuales) son cerrados, por lo que la afirmación es una 
consecuencia de la proposición 2.3.21. 
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E 


FIGURA 2.3-3 El complementario del conjunto $ en el ejemplo 2.3.4 es abierto 


2.3.6 Ejemplo Sean (M, d) un espacio métrico УА CM un conjunto finito. Sea В = 
{EM | d(x, y) < 1 para algún y € A}. Muéstrese que В es cerrado. 


Solución Mostraremos que М\В es abierto. Sea z € М\В, de modo que d(z, y >l 
para todo y € А. Sean у,,... , у„ los puntos de A; entonces, d(z, y) > 1 рагаѓ= 1,..., 
N. Sea £ el mínimo de los números d(z, y) ~ 1, . . . , d(z, Yy) – 1, por lo que € > 0. Si d(x, 
2) < e/2, la desigualdad triangular muestra que d(x, у) + d(x, z) 2 Фу, 2) o d(x, у) > 
d(Y, 2) —€/2, lo cual, por la construcción de £, es estrictamente mayor que 1. Así, D(z, 
£) C M\B, luego M \B es abierto y B es cerrado. 


Ejercicios de $2.3 


1.  SeaS=((x, y) E€ R? |x = İ ey = 1}. ¿Es S cerrado? 
2.  SeaS={(x, y) ER?|x=0,0 <y < 1). ¿Es S cerrado? 


3. Керїїазе el ejemplo 2.3.5 de forma directa, mostrando esta vez que el comple- 
mentario es abierto. 


4. Sea A C R" un conjunto arbitrario. Muéstrese que R”\ (int A) es cerrado. 


5. SeaS=(xER | х еѕ irracional). ¿Es 5 cerrado? 


6. Рторогсібпеѕе una solución alternativa al ejemplo 2.3.6, mostrando que B es la 
unión de conjuntos cerrados. 


$2.4 Puntos de acumulación 


52.4 Puntos de acumulación 


Otra forma útil para determinar si un conjunto es cerrado o no se basa en el concepto de 
punto de acumulación. 


2.4.1 Definición Un punto x en un espacio métrico М es un punto de acumula- 
ción de un conjunto A С М si todo conjunto abierto U que contiene a x contiene tam- 
bién algún punto de A, distinto de x. 


En otras palabras, un punto de acumulación de un conjunto Á es un punto para el 
cual hay puntos de A arbitrariamente cercanos a él. A los puntos de acumulación se les 
denomina a veces puntos límite. La proposición 2.1.2 nos permite afirmar que x es un 
punto de acumulación de A si y sólo si para cada в > 0, D(x, £) contiene algún punto y 
de A tal que y + x. Por ejemplo, en R', un conjunto formado рог un único punto no tiene 
puntos de acumulación, mientras que para el intervalo abierto ]O, 1[ todos los puntos 
de [0, 1] son puntos de acumulación. Obsérvese que un punto de acumulación de un 
conjunto no tiene por qué pertenecer a él. Las definiciones de punto de acumulación 
y de conjunto cerrado tienen una estrecha relación, como lo muestra el siguiente 
-teorema е 


2.4,2 Teorema Un conjunto A C M es cerrado sii todos los puntos de acumula- 
ción de A pertenecen a A. 


Un conjunto no tiene por qué tener puntos de acumulación (un único punto y el 
conjunto de enteros en &! son ejemplos de ello); pero entonces el teorema 2.4.2 se 
aplica trivialmente y de este modo podemos concluir que un conjunto de este tipo es 
cerrado. 

El teorema 2.4.2 es intuitivamente claro, pues la propiedad de ser cerrado significa, 
grosso modo, que un conjunto contiene todos los puntos de su “frontera”, y tales puntos 
son puntos de acumulación, Este tipo de argumento es impreciso y tiene ciertas dificul- 
tades, por lo que debemos tener cuidado: algunos conjuntos son lo bastante complejos 
como para que falle nuestra intuición. Por ejemplo, considérese A =(1/n ER | п= 1, 
2,3,...)U {0}. Éste es un conjunto cerrado (¡compruébese!) y su único punto de 
acumulación es (0), que está en A. Pero nuestra intuición de “frontera” no es clara para 
este conjunto; por lo tanto, necesitamos argumentos más cuidadosos. 


2.4.3 Ejemplo Sea S=(x €R |x € {0, 1) y x es racional). Encuéntrense los 
puntos de acumulación de $. . 


Solución - El conjunto de puntos de acumulación está formado por todos los puntos 
de [0, 1]. De hecho, sea y E [0, 1] y sea D(y, €) = ]у – €, y + el una vecindad de y. 


EX 
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Podemos encontrar puntos racionales en [0, 1] arbitrariamente cercanos а y (distintos 
de y), y en particular en D(y, ғ). Por lo tanto, y es un punto de acumulación. Ningún 
punto y Є [0, 1] es un punto de acumulación, pues existe un disco de radio ғ centrado 
en y que lo contiene pero que no interseca a [0, 1]. Ф : 


2.4.4 Ejemplo  Verifíquese el teorema 2.4.2 para el conjunto А = {(х, y) ER? 
0<x<1lox=2). 


Solución El conjunto А aparece en la figura 2.4-1. Es evidente tanto que А es cerra- 
do, como que el conjunto de puntos de acumulación de A es igual a A, de modo que 
cada punto de acumulación de А es un elemento de A. Obsérvese que en R, el conjunto 
de puntos de acumulación де [0, 1] U {2} es [0, 1] sin el punto (2). Ф 


FIGURA 2.4-1 Este conjunto contiene todos sus puntos de acumulación 


2.4.5 Ejemplo Sea S= ((х, y) ER? ly <x? + 1). Determínense los puntos de 
acumulación de 5. 


Solución El conjunto 5 aparece en la figura 2.4-2. Los puntos de acumulación for- 
man el conjunto ((x, y) > ж x? + 1), сото lo ilustra claramente la figura. 


Ejemplo 2.4.6 En un espacio métrico general М, sea B(x, ғ) = {у Є М | ах, у) <. 
г}. ¿Es cierto que los puntos de B(x, ғ) son puntos de acumulación de Р(х, т)? 


FIGURA 2.4-2 El conjunto de puntos (x, y) que satisfacen y < x? + 1 


Solución Esto no es cierto en general, aunque sí lo es en К”. Por ejemplo, si M к ип 
conjunto соп la métrica discreta, entonces D(x, 1) = {x}, mientras que B(x, 1) = 


El conjunto {х} no tiene puntos de acumulación, pues está formado por un único o 
de modo que si M tiene más de un punto, B(x, 1) contendrá puntos que no son puntos 
de acumulación de D(x, 1). Ф 


2.4.7 Ejemplo Muéstrese que una sucesión acotada x, de puntos distintos en R 
tiene un punto de acumulación; es decir, el conjunto (xy, х, . . .} tiene un punto de 
acumulación. 


Solución En el capítulo 1 (véase 1.4.3) demostramos que existe una subsucesión 
(que denotamos- х, ) de x, que converge: х, Эх, Entonces, x es un punto de acumula- 
ción, puesto que para cada e > 0, D(x, €) contiene a x, con n, suficientemente grande 
(por definición de convergencia) y al menos uno de los términos x,, es distinto de x, ya 
que los х, son todos distintos. Ф 


Ejercicios de $2.4 


1.  Hállense los puntos de acumulación de А = ((x, y) Є ly =0у0 <х< 1}. 


2. 51 АС Вухеѕип punto de acumulación de A, ¿es х también un punto de acumu- 
lación de B? 
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3.  Encuéntrense los puntos de acumulación de los siguientes conjuntos en R?: 
a. {(т, п) | т, п enteros) 
b. {(р, 4) lp, q racionales) 
c {(т/п,1/п) | m, n enteros, п £ 0} 
а. {(/п+1/т‚0) In, m enteros, n # 0, m +0) 


4. Sea А CR un conjunto no vacío, acotado superiormente y x = зир(А). ¿Debe ser ` 
x un punto de acumulación de A? 


5. Verifíquese el teorema 2.4.2 para el conjunto А = ((x, y) E R? ES +Hy+2x=3) 


6. Ѕеа М un conjunto con la métrica discreta y А С M cualquier subconjunto. Deter- 
mínese el conjunto de puntos de acumulación de A. 


$2.5 Clausura de un conjunto 


El interior de un conjunto A es el mayor subconjunto abierto de A. De forma similar, 
podemos construir el menor conjunto cerrado que contiene a un conjunto A, al que 
llamamos clausura de A y denotamos cl(A) o, a veces, А, 


2.5.1 Definición Sean (M,d) un espacio métrico y А С M. La clausura de A, deno- 
tada cl(A), es la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a А. 


Puesto que la intersección de una familia arbitraria de conjuntos cerrados es cerra- ` 
da, cl(A) es cerrado; también es inmediato que СКА) D A y que A es cerrado sii СА) = = 
А. Por ejemplo, en R!, с1(]0, 1)= 10, 1]. La relación entre la clausura y los puntos de 
acumulación es la siguiente: 


2.5.2 Proposición SiA С M, cA) es el conjunto formado por A junto con los 
puntos de acumulación de A; es decir СҚА) = А U [puntos de acumulación de A]. 


En otras palabras, para determinar la clausura de un conjunto A, añadimos a А todos 
los puntos de acumulación que no se encuentren ya en A. La proposición 2.5.2 debería 
ser clara desde un punto de vista intuitivo, gracias a los ejemplos ya presentados. 


2.5.3 Ejemplo Determínese la clausura de A = [0, 1(U {2} en R. 


Ejercicios de $2. р тте н == 


Solución Los puntos de acumulación son [0, 1], por lo que la clausura ез [0, 1] U 
(2), que claramente es el menor conjunto cerrado que contiene a A que podríamos 
encontrar. + 


2.5.4 Ejemplo Para cualquier A CR”, muéstrese que В”\с1(А) es abierto. 


Solución СА) es un conjunto cerrado; por la definición de un conjunto de este 
tipo, su complementario es abierto. Ф 


2.5.5 Ejemplo ¿Es cierto que СҚА N В) = СҚА) N cl(B)? 


Solución No. Tomemos, por ejemplo, A = [0, 1] y B=]1,2]. Entonces A ПВ = 2 
усКА) N сКВ) = {1}. Ф 


2.5.6 Ejemplo Dado un subconjunto A de ип espacio métrico, muéstrese que х € 


СКА) si y sólo siintldos y) [y € А} =0. 


Solución En primer lugar, sean x E СКА) y а = іп а(х, y) ly ЄА} 5 хЄА, 
entonces tomamos х = у y obtenemos @ = 0. Si х es un punto de acumulación de A, en- 
tonces para сайағ > 0 existe y E A tal que d(x, y) < £. Así, de nuevo, а = 0. Recípro- 
camente, si а = 0 y x É A, entonces para cada £ > 0 existe y E A tal que d(x, у) < € 
(por una propiedad del ínfimo), de modo que x es un punto de acumulación de A y 
entonces x E СКА). $ 


Ejercicios de $2.5 


Determínese la clausura de A = [(x, y) Є R? |х > у}. 
Determínese la clausura де (1/n | кееде суа; 


SeaA ={(х,у)Є В? | х ез racional]. Determínese cl(4). 


Bn T БӘ Её 


a. Ѕеад CR”; muéstrese que СКАЈ A está formado еп su totalidad por puntos 
de acumulación de A. 


b. ¿Tienen que ser necesariamente todos los puntos de acumulación de A? 


5. En un espacio métrico general M, sea A C D(x, r) parax E M y r > 0. Muéstrese 
que СКА) C B(x, r) = {y E M | di, y) £ r}. 
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$2.6 Frontera de un conjunto 


Si consideramos el disco unidad en R?, sabemos lo que queremos denominar la fronte- 
ra: la elección obvia es la circunferencia unidad. Para conjuntos más complejos, como 
los racionales, no está claro qué debería ser la frontera. Por lo tanto, necesitamos una 
definición precisa. 


2.6.1 Definición Раға un conjunto dadoA en un espacio métrico (M, d), la fron- 
tera se define como el conjunto 


HA) =cl(A)N COMA А). 
Puesto que la intersección de dos conjuntos cerrados es cerrada, дА es un conjunto 


cerrado. Obsérvese también que дА = (МА). La proposición 2.5.2 implica que la 
frontera tiene también la siguiente descripción. 


2.6.2 Proposición SeaA С M. Entonces x Є дА sii para todos > 0, D(x, £) contie- 
ne puntos de A y de MVA. (Estos puntos pueden incluir al propio x.) Véase la figura 2.6-1. 


FIGURA 2.6-1 Los discos en torno a los puntos frontera contienen puntos del con- 
junto y puntos que no están en el conjunto 


La definición original establece que дА es la “línea divisoria” entre A y MVA. Esto 
es también lo que afirma la proposición 2.6.2, por lo que debe ser intuitivamente clara. 


! En el original se usa la notación bd(4), por boundary, frontera, en inglés, (N. del T) 


$2.6 Frontera de un conjunto 


2.6.3 Ejemplo SeaA = (x€R |x € [0, 1] y x es racional). Determínese дА. 


Solución дА = [0, 1], pues para todo ғ > 0 y x € [0,1], D(x, ғ) = ]x- e, x + el 
contiene puntos racionales e irracionales, El lector debería verificar también que дА = 
[0, 1] mediante la definición original de дА. Este ejemplo muestra que si A C B, esto no 
necesariamente implica que дА С ðB. Tómese А como en este ejemplo y B = [0, 1] еп. 


2.6.4 Ejemplo Six Є дА, ¿debe x ser necesariamente un punto de acumulación? 


Solución No. Por ejemplo, sea А = (0) CR. Entonces А no tiene puntos de acumu- 
lación, pero дА = {0}. $ 


2.6.5 Ejemplo  SeaS=((x, y) € R? | x2- y? > 1}. Determínese 5. | 


Solución Él conjunto 5 está representado en 1а figura 26-2. Claramente 95 биа * "07 TA 
formada por Іа ћірёЪоіа х2– у = 1. Ф А 
A 
1 
3 
E 
Е 
E 


FIGURA 2.6-2 El conjunto 5 del ejemplo 2.6.5 
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Ejercicios de $2.6 


+ — Determínese дА para el conjunto A = (1/п ER [a ЕЗ {г O E 
< Six Є сҚАЈА, muéstrese que entonces x Є дА. ¿Es cierto el recíproco? 


А Determínese дА si A = ((x, y) Є R? |х < 


1 

2 

3 

4. Es cierto siempre que JA = дім A? 

5. Sean A CR un conjunto acotado, no vacío y x = sup(A). ¿Está x en дА? 
6 


. — Demuéstrese que la frontera de un conjunto en R? con la métrica usual es igual a 
la que se obtendría con la métrica del taxi, 


$2.7 Sucesiones 


La definición de convergencia de una sucesión en R” es similar a la de convergencia de 
una sucesión de números reales. De hecho, la definición tiene perfecto sentido en un 
espacio métrico. 


2.7.1 Definición Sea (М, d) un espacio métrico y x, una sucesión de puntos en 
M. Decimos que x, converge a un punto х Є М у escribimos 


“т M=xX 0 Xk х cuando k = оо, 
— соо 


si para todo conjunto abierto U que contiene a x existe un entero N tal que x, € U si 
k ® N. Véase la figura 2.7-1. 


Esta definición coincide con la definición usual e-N, como lo muestra el siguiente 
teorema. 


2.7.2 Proposición Una sucesión x, en М converge a x EM sii para todo e > 0 
existe N tal que К> N implica d(x, х) < €. 


Particularicemos nuestro estudio de la convergencia al caso de R”, donde la defini- 
ción 2.7.1 se lee: una sucesión de puntos v, en R” converge a v si para todo £ > 0 existe 
N tal que |у, — | <£ si k > N. De hecho, esto se debe a que ау, v,) = |>— v, |. Obsérvese 
además que para п = | recuperamos la definición de convergencia en R. La definición 
de convergencia en cualquier otro espacio normado es esencialmente la misma: si V es 


FIGURA 2.7-1 Convergencia de una sucesión en R? ү 


un espacio normado y у, es una sucesión en Y entonces v, converge ау Є ун у, - йә "! 
О cuando k > œ. Рата R?, la situación se ilustra en la figura 2.7-1. Gran parte де lo que 
ya hemos hecho en el caso de dimensión 1 sigue siendo válido en R”, pero hay otra 
parte que no. Lo más destacable es que no existe un orden natural impuesto sobre R’ 
por lo que ho podemos aplicar el estudio de las sucesiones monótonas a este caso gene- 
ral. La mayor parte del resto se obtiene reemplazando los valores absolutos por normas 
_ о distancias en todas partes. Por ejemplo, puesto que los los espacios normados son espa- 
cios vectoriales, sabemos sumar vectores y multiplicarlos | por números, por lo que po- 
demos analizar 1а aritmética de las sucesiones. 


2.7.3 Proposición Sean v, y w, sucesiones de vectores en un espacio normado 
(como por ejemplo R"), \, una sucesión de números en R, AER una constante y u un 


vector constante. Si урэ V, W, > W y M ә №, entonces . | 
мі 
y 
i ук + S VW g 


ii Av > Àv. 
iii Agu = Au. 


iv. Аку > Àv. 


1 
Уз ov. 


у. SAO y A #0, entonces М А 


Para algunos cálculos emplearemos la representación específica де los vectores en 
R” en términos de un número finito de coordenadas. Si v у у, están en R”, entonces 
escribimos v=(v!,...,v") y V; =(v!,v?,..., у), donde vi, v ER. 


2.7.4 Proposición y, > ven R" si y sólo'si cada sucesión de coordenadas con- 
verge a la coordenada correspondiente de у como una sucesión en R.. Es decir, lím у= 
уеп R” sii lím = =v, =v' еп para cada i = 1, 2,...,п. 
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Esto puede escribirse de una forma más compacta como 
lím (iy... vf) = { lím vl,..., lím ут). 
k=00 &—оо k—00 


Para el caso de К°, la proposición 2.7.4 debería ser evidente de la figura 2.7-1. 
Obsérvese que esta proposición no tiene sentido para un espacio métrico general. 


2.7.5 Ejemplo Muéstrese que la sucesión de vectores v, = (1/6, 1/42) converge a 
(0, 0) en R? cuando k > œ. ` 


Solución Cada una de las sucesiones componentes 1/k y 1/k? converge a 0. Por la 
proposición 2.7.4, los vectores (1/k, 1/42) convergen а (0, 0) еп, Ф 


Las sucesiones pueden emplearse para determinar si un conjunto es cerrado, El 
método es el siguiente: 


2.7.6 Proposición 
1. Un conjunto A С M es cerrado sii para cada sucesión x, Є А que converge en М, 
el límite es un elemento de A. 


ii Para un conjunto B C M, x € cl(B) sii existe una sucesión x, € B tal que x, => x. 


Debemos hacer notar que las sucesiones en i e ii pueden ser triviales; es decir, se 
permite que x, = х para todo k. ` 


2.7.7 Ejemplo Seax, ER" una sucesión convergente tal que lx] < 1 para todo 
п. Muéstrese que el límite x también satisface |х| = 1. Si |х„|| < 1, ¿debe cumplirse 
entonces que |х| < 1? 


Solución La bola unidad B = (y Є К" |||y]| < 1) es cerrada. Por lo tanto, por la 
proposición 2.7.61, x, € В ух, > x implican que x Є B. Esto no es cierto si reemplaza- 
mos < por <; por ejemplo, considérese la sucesión х, = 1 —(1/n)enR. Ф 


2.7.8 Ejemplo  Determínese la clausura de А = (1/n E R | a=1,2...) 


po ei - E EE ЕА НЕ 


Ejercicios de $2.7 


Solución Podemos usar, por ejemplo, la proposición 2.7,61i. La sucesión 1 /n > 0, por 
lo que 0 € сКА). Tomando otras sucesiones de А no se obtiene ningún punto nuevo, por lo 
quecl(4)=AU {0}. $ 


Ejercicios de 82.7 


Determínese el límite de la sucesión ((ѕеп n3/n, 1/12) en R?, 
Sea x, > x en R”. Muéstrese que А = {х, | n=1,2...} U {x}es cerrado. Е 


Sean A C R”, х, E A, УХ, > x. Muéstrese que х Є СҚА). 


= a әз ке 


Verifíquese la proposición 2.7.6ii para el conjunto B = {(x, у) ER? |x <y} 


5. SeaS=(xER |x es racional y x? < 2}. Calcúlese сї(5). 


$2.8-Completitud 


En un espacio métrico general, o incluso en К", los conceptos de sucesión monótona у 
supremo no tienén sentido. Sin embargo, la caracterización de la completitud por me- 
dio de las sucesiones de Cauchy sí lo tiene. 


2.8.1 Definición Sea(M, d) un espació métrico. Una sucesión de Cauchy es ийа 
sucesión х, Є M tal que para todo e > 0, existe N tal que si k, 1 > М, entonces (х, х) < 
є. El espacio М es completo sii toda sucesión de Cauchy en М converge а un punto de 
M. 


En ип espacio normado, como R”, ийа sucesión у, es una sucesión de Cauchy si 
para todo £ > 0 existe N tal que |у, — v;|| < € siempre que k, j 2 N. 


2.8.2 Definición Una sucesión x, en un espacio normado está acotada si existe 
un número Č tal que Je | < C para todo К. En un espacio métrico se requiere que exista 
un punto хуа! que а(х, xp) € С para todo k. 


2.8.3 Proposición Una sucesión convergénte en un espacio normado o métrico 
está acotada. 
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Las siguientes son algunas propiedades generales de las sucesiones de Cauchy; 
compárese con lo expuesto en §1.4. 


2.8.4 Proposición 


1. Toda sucesión convergente en un espacio métrico es una sucesión de Cauchy. 
ii. Una sucesión de Cauchy en un espacio métrico debe estar acotada. 


iii Si una subsucesión de una sucesión de Cauchy converge a x, entonces la suce- 
sión converge а x. 


Por el teorema 1.4.4, R es un espacio métrico completo. Un ejemplo de un espacio 
que no es completo es el conjunto de los números racionales, con d(x, y) = |x- y|. Otro 
ejemplo es R\{0} con la misma métrica. El teorema 2.8.5 afirma que R” también es un 
espacio métrico completo. 


2.8.5 Teorema Una sucesión x, en R" converge a un punto en R" sil es una suce- 
k E 
sión de Cauchy. 


Este teorema es una consecuencia del resultado correspondiente рага R y la propo- 
sición 2.7.4, pues la convergencia en R” es equivalente a la convergencia componente a 
componente en К. 

El concepto de punto límite nos ayudará a desarrollar el concepto de completitud. 
Vamos a generalizar la definición y algunas de las propiedades básicas que empleamos 
en $1.5. 


2.8.6 Definición Un punto x en un espacio métrico es un punto límite de la suce- 
sión x, si para todo € > 0 hay infinitos valores de k tales que (ху, х) < €. 


2.8.7 Proposición 51 х, es una sucesión en un espacio métrico M у x E М, entonces 


i. xes un punto límite sii рага cadag > © y cada entero N existe k >N tal que d(x, 
х) <E. 


iii xes un punto límite sii existe una subsucesión convergente а х. 


iii х, әх sii toda subsucesión converge a x. 


йу. х. эх sii toda subsucesión de x, tiene a su vez una subsucesión que converge а х. 
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2.8.8 Ejemplo  Sea(M, а) un espacio métrico completo у М С М un subconjunto 
cerrado. Muéstrese que N también es completo. 


Solución Se entiende que la métrica utilizada en N es la misma que la de M. Sea x, 
una sucesión de Cauchy en N, la cual, considerada como una sucesión en M, sigue 
siendo una sucesión de Cauchy. Como M es completo, esta sucesión converge en Ma 
un punto х. Como x, EN, x, э х y Nes cerrado, х Є N. Así, x, converge en N y, por 
tanto, Nes completo. Ф 


2.8.9 Ejemplo  Muéstrese que el conjunto de puntos límite de una sucesión x, es 
cerrado. . 


Solución Sea y, una sucesión de puntos límite tales que y, = y. Para cada e > 0, 
existe N tal que d(y,, y) <e/2 sin > М, Hay infinitos puntos x, tales que (у, yy) < 6/2, 
pues уу es un punto límite. La desigualdad triangular implica que (х, у) 5 (хь ук) + 
dm у) < &/2 + є/2 =€, por lo que y es también un punto límite de x,. Ф 


Ejercicios de $2.8 


1.  Si(M, d) es un espacio métrico y М С M es completo, muéstrese que N es cerrado. 


2. Sea (М, d) un espacio métrico con la propiedad de que toda sucesión acotada 
tiene una subsucesión convergente. Demuéstrese que M es completo. 


3. беа M un conjunto con la métrica discreta. ¿Es М completo? 


4.  Muéstrese que una sucesión de Cauchy sólo puede tener como mucho un punto 
límite. 


5. Supongamos que un espacio métrico tiene la propiedad de que toda sucesión 
‚ acotada tiene al menos un punto límite. Demuéstrese que M es completo. 


$2.9 Series de números reales y de vectores 


Al igual que en R, podemos estudiar series en R” o, de forma más general, еп un espacio 
normado. 


2.9.1 Definición Sea Y un espacio normado. Una serie У“ x,, donde x, € У 
. 52 a k m 

convergea х € Y si la sucesión de sumas parciales s, = Уу, X; converge a х; en ese 

caso, escribimos Y уху = х. 


i=0 
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Como en nuestro estudio de las sucesiones en $2.7, Dai = x equivale a que las 
series componentes converjan a las correspondientes componentes de x. Si aplicamos 
el criterio de Cauchy a s, obtenemos el siguiente resultado: 


2.9.2 Teorema Sea У un espacio normado completo (como, por ejemplo, R"). 
Una serie Y х, en Vconverge sii para todo e > 0 existe N tal que k = N implique 


Па + хун +++ + Xp] < € para todo entero p=0,1,2,.... 


En particular, si tomamos p = 0, vemos que si Y х, converge, entonces x, > 0 
cuando k ээ oo (véase el ejercicio 3 de esta sección). 

Una serie У, х, es absolutamente convergente sii la serie de números reales Y |х, || 
converge. Una serie convergente que no sea absolutamente convergente se denomina 
condicionalmente convergente. El teorema 2.9.2 y la desigualdad triangular implican 
el siguiente teorema: 


2.9.3 Teorema En un espacio normado completo, si'Y, х, converge absolutamen- 
te, entonces Ў х, converge. 


Este teorema es útil, pues nos permite aplicar criterios de convergencia para series 
reales (como el criterio del cociente) a la serie lx, | para verificar la convergencia de 
Y x; Por supuesto, puede ocurrir que un criterio particular falle a pesar de que У, х, sea 
convergente, en cuyo caso necesitaremos otro método. 

Veamos ahora un repaso de los criterios más importantes para la convergencia de 
una serie real. Algunos de los más importantes aparecen en el siguiente teorema. En los 
ejercicios y, más adelante, en el capítulo 5, aparecen otros criterios de convergencia. En 
el apartado vi del teorema, se supone que el lector está familiarizado con la integración 
en una variable; en caso contrario, §4.8 contiene un repaso de la teoría necesaria. 


2.9.4 Teorema 


i. Serie geométrica: Si |r| < 1, entonces У о" converge a 1/(1 —r), y diverge (по 
converge) si |ң > 1. 


ii. Criterio de comparación: Si У” а, converge, а, 
У, converge; si У c, diverge, с, > 0, y O 
diverge. 


0, y 0 < b, < a, entonces 


2 
S с € 4, entonces У d, 
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vi. 


viii. 


Criterio de la serie de Riemann: Y. п converge sip > 1 y diverge a о (es 
decir las sumas parciales crecen sin límite) si p < 1. 


Criterio del cociente: Supongamos que lím,_, „|а„„/а„| existe y es estrictamente 
menor que 1. Entonces Уа, converge absolutamente. Si el límite es estricta- 
mente mayor que 1, entonces la serie diverge; si el límite es igual a L, el criterio 
no proporciona información. 


e А Я Mos A 
Criterio de la raíz: Supongamos que lím, „а, " existe y es estrictamente me- 


nor que 1. Entonces Уба, converge absolutamente. Si el límite es estrictamente 
mayor que l, entonces la serie diverge; si el límite es igual a 1, el criterio no 
proporciona información. 


Criterio de la integral: Sif es continua, no negativa y monótona decreciente en 
ES 0 А 
[1, + oo[, entonces Уу f(n) y | f(x)dx son ambas convergentes o divergentes. 


Criterio de comparación en el límite: Sean У” a, у У, Б: dos series y sea b, > 0 
para todo і. 
(a) з |а| b,para todo i, o lim, „|а| bi < %, y (b) si Erb: es convergen- 
te, entonces У," а; es convergente. 
teysi.a,->-bpara-todo.i,-0-LmM,2,0-0/-b,>0,3+4d).Si- de 2 bi-es. divergente, 
entonces У? а; es divergente. 


Series alternantes: Si De a,es tal que los a, alternan sus signos, son decrecien- 
tes en valor absoluto уа; >0 cuando і  %, entonces la serie converge. El error 
cometido al aproximar la suma por s, = У? a; по es mayor que lapa]. 


2.9.5 Ejemplo Sea х, = (1/18, 1/n) ¿Converge Ex? 


Solución No, pues la serie armónica Y 1/n diverge, рог 2.9.4iii. Ф 


2.9.6 Ejemplo 5еа|х,| = 1/2"; demuéstrese que У, x, converge y ае”, xal 


52, 


Solución  Verifiquemos las condiciones del teorema 2.9.2. En primer lugar, 


1 
+ < [+ + [хь] < 


1 
SNE 
оо 
1 1 
<} о 
j=k 
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(por la fórmula У” ar" = a/(1 — r) para la suma de una ѕсгіс geométrica). Así, dado 
€ > 0, si elegimos N tal que 1/2%! < £, entonces se cumplen las condiciones de 2.9.2 
y podemos concluir que Y х, converge. Además, las sumas parciales satisfacen 


л 


< Y llull < Y 7 =2 


k=0 k=0 


[||| = 


п 
Ум 
к=0 


Así, el límite s también satisface |s| < 2 (como en el ejemplo 2.7.7). También podría- 
mos probar que У |х,| converge comparándola con la seric geométrica Y 1/2", Ф 


oo 
n 


F 


n=l 


2.9.7 Ejemplo Analícese la convergencia de: 


Solución Podemos aplicar el criterio del cociente: 


n+11 1 
= zga, 


n 3 3 


апі 
аһ 


de modo que Іа serie converge. Ф 


п 
п? +1 


CONVerge о по. 


co 
2.9.8 Ejemplo  Dertermínese si У 
п=1 


Solución Obsérvese que para x > 1, f(x) = x/(x? + 1) єз positiva y continua. Como 
Jx) = (х 1/6 + 1) < 0, fes monótona decreciente. Además, 


29 хах В > хах 
з = lím 3 
р +l boj ael 


1 5 2 
= lím E ови 0], lím АЕ 2): 


2 


b—=00 


Ejercicios de $2.9 


Cuando В -э œ, (1/2)log[b? + 1]/2] > œ, con lo que-la serie diverge por el criterio de 
la integral. También podemos proceder de la siguiente manera: 


n n. 1 


ЙУ „ч Epa 
n+l +n Rn 


y comparando con la serie divergente + 5'(1/n), obtenemos la divergencia de nuestra 
serie. Ф 


ОУ pay E Vi 
2.9.9 Ejemplo Añalícese la convergencia de la serie У EFF 
¡al 


Solución —Seaa,=(-1)' Л/@ + 4) Observemos que para i grande, la, | рагесе “сот- 
portarse como” b,=1 УМ. La serie Y. b, diverge, por el criterio de las series de Riemann. 
Para hacer precisa la comparación entre la, | y b, añalizamos su cociente: lím,_, „|а,|/В,= 
lim; _„„[/( + 4)] = 1, de modo que)... |а| también diverge; por lo tanto, nuestra serie 


noesabsolutamenterconvergentez 

La serie рагесе дие pudiera ser alternante: los.términos alternan sus signos y Їп, „а= 
0. Para ver si los valores absolutos |а, | forman una sucesión decreciente, es conveniente 
analizar la función f(x) = /x/(x + 4); su derivada es 


(1/2/2049) — ух. 2/05 уз/2__ 4-х 
(х +4) T +4 2 Ma? 


Ро) = 


la cual es negativa рагах > 4, por lo que f(x).es decreciente рагах > 4. Сото |а| = 0), 
tendremos que la,| > las] > , lo que implica, a su vez, que nuestra serie Y а, 
omitiendo los primeros tres términos, es alternante, de donde se sigue que la serie es 
convergente; como no es absolutamente convergente, será condicionalmente 
convergente. Ф 


Ejercicios de $2.9 


со 
А (senn)? 1 Я 
1.  Determínese si > ( Az converge. 


n=l 


2. Muéstrese que la serie del ejemplo 2.9.6 converge absolutamente. 


3. Sea Y xs una serie convergente en R”. Muéstrese que x, >0=(0,...,0) ER”. 
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4. Analícesel iad y ce 
. nalicese la convergencia de . 
E 7—n 
- n=3 
е 2 nm 
5.  Analícese la convergencia de зт" 


no 
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2.1.2 Proposición Ел un espacio métrico, todo disco de radio €, D(x, €), es abierto. 


Demostración Sea y Є D(x, є). Debemos encontrar є' tal que D(y, £') € Р(х, e). 
La figura 2.1-5 sugiere probar con €’ = £.—d(x, y), que es estrictamente positivo, ya que 
d(x, y) < e. Con esta elección, que depende de y, mostraremos que D(y, є') С Р(х, €). 
Sea z Є (у, £”), entonces d(z, y) < є'. Es preciso demostrar que díz, х) < e. Pero, por 
la desigualdad triangular, d(z, х) = d(z, y) + d; x) <e'+ d(y, x), y por la elección de e”, 
є +d, х) ==. Ш 


2.1.3 Proposición En un espacio métrico (М, d), 


і. La intersección de un número finito de subconjuntos abiertos de М es abierta. 
1 


ii. La unión de una colección arbitraria de subconjuntos abiertos de M es abierta. 


iii. El conjunto vacío Ф y el espacio total M son abiertos. 


Demostración 


i. Basta con demostrar qùe la intersección de dos conjuntos abiertos es abierta, 
puesto que podemos demostrar el resultado general por inducción, escribiendo 
AN NASAN NAAN A 


Sean A y B conjuntos abiertos, y sea C = A N B; si С = Ø, C es abicrto 
como un caso degenerado de la definición. En consecuencia, supongamos que x € 
С. Como А y B son abiertos, existen e, є' > O tales que 


DG,E)CA у D(me)CB. 


Sea e” el mínimo de e у=’. Entonces D(x, £") C D(x, €), y, por tanto, D(x, £") С A; 
de manera similar, D(x, £") С B, de modo que D(x, e”) СА N В = С, como se 
pretendía. ` 
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ii. La demostración para el caso de las uniones es más fácil. Ѕса (7, V,... una colec- 
ción de conjuntos abiertos cuya unión es A. Si x E A, x E U, para algún U en la 
colección. Por lo tanto, сото U es abierto, D(x, €) C UCA para algún € > 0, lo 
que demuestra que А es abierto. 


iii. El conjunto vacío Ø y cl espacio total M son abiertos directamente de la defini- 
ción. NU 


2.4.2 Teorema Un conjunto A С М es cerrado sii todos los puntos de acumula- 
ción de А pertenecen а А. 


Demostración En primer lugar, supongamos que А es cerrado. Entonces, MVA es 
abierto. Así, six Є MVA, existe e > 0 tal que D(x, £) C М\А; es decir, О(х, e) ПА = 
©. Así, x no es un punto de acumulación y entonces A contiene a todos sus puntos de 
acumulación. Recíprocamente, supongamos que А contiene a todos sus puntos de acu- 
mulación. Ѕсах € MA. Como x no es punto de acumulación de A ух É A, existes > 
Ота! que Р(х, ғ) N A = Ø; es decir, D(x, ғ) С MVA. Por lo tanto, М\А es abierto y 
entonces А es cerrado. ү. 


2.5.2 Proposición SiA C М, cl(A) es el conjunto formado por A junto con los 
puntos de acumulación de A; es decir СКА) = А U [puntos de acumulación de A). 


Demostración SéaB=AU {x | x es un punto de acumulación de A}. Рог 2.4.2, 
cualquier conjunto cerrado que contiene a A también debe contener a В. Si В es cerrado, 
entonces será el menor conjunto cerrado que contiene a А, con lo que В = с|(А). Para 
demostrar que В es cerrado, usamos 2.4.2; sca y un punto de acumulación de B. Si e > 
0, entonces Ю(у, €) contiene otros puntos de B. 51.2 es uno de tales puntos, entonces z Є 
А о z es un punto de acumulación de A. En este último caso, D(z, € — e(z. y)) es un 
conjunto abierto que contiene a z y, entonces, 2.4.1 implica que este conjunto contiene 
otros puntos de A, necesariamente distintos de y. Así, y es un punto de acumulación de 
А y entonces y Є B, por lo que B es cerrado. Ш 


2.6.2 Proposición Sea A C M. Entonces x E дА sii para todo e > 0, D(x, €) 
contiene puntos de A y de MNA. (Estos puntos pueden incluir al propio х.) 


Demostración Ѕеах Є дА =cl(A) N cl(MA). Entonces, o bien х E A, o bien x € 
MVA. En el primer caso, la proposición 2.5.2implica que x es punto de acumulación de 
МХА y se cumple el resultado. El caso x € MA y el recíproco son similares, Ш 


2.7.2 Proposición Una sucesión x, en M converge a x E М sii para todo e > 0 
existe N tal que k 2 N implica d(x, ху) < €. 
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Demostración Supongamos que x, э x y £ > 0. Сото D(x, ғ) es abierto, existe N 
tal qué k > N implica х, Є D(x, E) o d(x, x) < €, como se pedía. Reciprocamente, 
supongamos que la condición es válida y U es una vecindad de x, Sea e > 0 tal que 
Р(х, ғ) С U; entonces, existe N tal quek > N implica d(x, x,) < £; es decir, x, € D(x, €) С 
U, por lo que x, = x, por definición. ш 


2.7.3 Proposición Sean v, y w, sucesiones de vectores еп un espacio normado 
(cómo por ejemplo К”), №, una sucesión de números еп R, AE R una constante y ù un 
vector constante. Si v, > у, w, > w y № > À, entonces 


i Ук + э VA MW 
Н. Ave — Av, 
ЇЙ. Аи Ам. 


iv. Лур — AV. 


у. Sihr #0 y А #0, entonces L — Iy 
As À 


Demostración En cada caso la demostración es similar a la de 1.2.7, por lo que 
dejamos que el lector la adapte por sí mismo. Para ahorrar esfuerżo, obsérvese que, 
como en 1.2.7, iv implica ii y ій, por lo que sólo hay que probar i, іуу у. E 


2.7.4 Proposición v, >v en К" si y sólo si cada sucesión de coordenadas con- 
k y 
verge a la coordenada correspondiente de у como una sucesión en R. Es decir, lím Y = 
2232 a Кә 7 
ven К" sii lím v, =v' ел К раға сайаі= 1, 2,...,п. Е 
к= 


Demostración —Sió(»,v,)=máx(|v! - v]... ., |v" — |) entonces б(у, v) < у=» |< 
Уп &(ъ, ур), рог1.6.7. Siv, > уеп", 1 =] < пує > 0), entonces existe un entero K tal 
que |v- v,]| < £ siempre que k > K. En consecuencia, para ese k, tenemos que |»! – у{| < 
(у, у) < llv- vill <£, por lo que y > y? еп. La demostración de la recíproca muestra 
la importancia de диел sea finito, Supongamos que рага сайа} = 1, 2,...,л, IM, pa Yi = у) 
y seae > 0. Para todo £, > 0 existen enteros К,, К, K;,...., K, tales que 


|у УЦ сео si А> К, 
|у*— >] < co si К> А, 


№ уд < si k2Kp. 
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Sólo hay un número finito de K, luego uno de ellos es el máximo. Sea K = máx(K,, 
Ka... , K). Si k z K, 1.6.7 implica de nuevo que |v- э, = Vn ôl, у) < vne. Si 
hacemos esto con £ =8/4n , obtenemos |»—v, (| < £ cuandok > K, así que v, > v en R”. 

п 


2.7.6 Proposición 


1. Un conjunto А C M es cerrado sii рага cada sucesión x, E А que converge еп M, 
el límite es un elemento de A. 


. 
ii Para un conjunto B C M, x E (В) sii existe una sucesión x, Є B tal que x, > x. 


Demostración 


i. En primer lugar, supongamos que A es cerrado, y que x, > x. Entonces x es un 
punto de acumulación de А, ya que cualquier vecindad de x contiene a х, Є А 

para k suficientemente grande, El teorema 2.4.2 implica entonces que x Є A. 
Recíprocamente, usaremos el teorema 2.4.2 para demostrar que А es cerra- 
do. Sean x un punto de acumulación de A y elijamos x, € D(x, 1/0) N A. Entonces 


X > x, ya que para cada e > 0 podemos elegir № 2 1/2, con lo que k > N implica 
xı E D(x, £), (Véase la figura 2.P-1.) Por hipótesis х Є A, luego А es cerrado. 


ii. El argumento en este caso es similar y lo dejaremos como ejercicio, и 


FIGURA 2.P-1 Puntos de acumulación de un conjunto 


2.8.3 Proposición Una sucesión convergente en un espacio normado o métrico 
está acotada. 
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Demostración Seguiremos el procedimiento de 1.2.6. Si x, > x, existe N tal que 
ах,, х) < 1 cuando п 2 №. Así, x, Є D(x, 1) sin > N. Sea 


R = máx {1, (ху, х),...,хм-1,х)}. 


Entonces d(x, x,) < R para todo n, con lo que x, E D(x, R) para todo п. ш 


2.8.4 Proposición 


і Toda sucesión convergente en un espacio métrico es una sucesión de Cauchy, 
ii. Una sucesión de Cauchy en un espacio métrico debe estar acotada. 


їй. 57 una subsucesión de una sucesión de Cauchy converge а x, entonces la suce- 
sión converge a x. 


Demostración La demostración de i es como la de 1.4.2, la de iicomo la de 1.4.6, 
y la de iii como la de 1.4.7. En cada caso reemplazamos los valores absolutos por las 
distancias correspondientes; por ejemplo, léase d(x, х„) en lugar de lx -х,|, и 


2.8.5 Teorema Una sucesión х, en R" converge а un punto еп R" sil es una suce- 
k rg 
sión de Cauchy. 


Demostración Si x, converge ax, entonces рага сайа > 0, elegimos N tal que k > 
N implique |х, — xl] < є/2. En consecuencia, si k, / > N, ЕЯ = xl =[(х,-х)+(х-х, ү < 
lx, all + |x- x| <e/2 + < 2/2 = e, por la desigualdad triangular, luego x, es una su- 
cesión de Cauchy. К 

Recíprocamente, sea х, una sucesión de Cauchy. Como |х; — х/| < |x,- х,|, las 
componentes también son sucesiones de Cauchy en la recta real. Por la completitud de 
R y el teorema 1.4.4, x, converge, digamos, а x’. La proposición 2.7.4 implica que x, 
converge a x =(х!,...,х"). ы 


2.8.7 Proposición Six, es una sucesión en un espacio métrico M y x EM, en- 
tonces 


i. x es un punto límite sii para cadag > 0 y cada entero N existe k >N tal que d(x, 
х) EE. 


ii xes un punto límite sii existe una subsucesión convergente а x. 


iii x, эх sii toda subsucesión converge a x. 


ON AN A илки нр д тунг ANA улуна; RAR mtm mp 
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iv. ху эх sii toda subsucesión de x, tiene a su vez una subsucesión que converge а x. 


Demostración Esta demostración es similar a la de 1.5.2, así que dejamos que el 
lector la adapte a este caso. Mi 


2.9.2 Teorema Sea Yun espacio normado completo (como por ejemplo R"). Una 
serie Ух en У converge sii para todo є > 0 existe N tal que k > N implica 


[| + җы + + р < e para todo entero p =0,1,2,.... 


Demostración Sea з, = У? х. Por la completitud, Y х, converge sii s, es una 
sucesión de Cauchy. Esto es cierto sii para cada € > 0 existe N tal que Г > N implica 
ls, = 5..|< € para todo q =1,2,.... Pero lisna -si = |. + + хм por lo que el 
resultado se sigue tomando k=!+1yp=q-1=0,1,2,.... " 


2.9.3 Teorema En un espacio normado completo, Ух, converge absolutamente, 
entonces У х, converge. 


Demostración Se sigue del teorema 2.9,2 y de la desigualdad triangular: 


а + pl = [хи + >>> + [хә]. Ш 


2.9.4 Teorema 


i. Serie geométrica: Sili| < 1, entonces У” т" converge a 1/(1 — r), y diverge (no 
converge) si |ң > 1. 


ii. Criterio de comparación: Si У” а, converge, a, > Oy 0 < b, < a, entonces 
pS ¿ea д a Й 
УЬ converge; si Ус diverge, c, > 0 у0 < с, < d, entonces У 11, diverge. 


iii. “Criterio de la serie de Riemann: У” 1л? converge sip > 1 у diverge а so, (es 
‚ десі; las sumas parciales crecen sin límite) si p £ 1. 


iv. Criterio del cociente: Supongamos que lim, olan /a, | existe y es estrictamente 
menor que 1. Entonces У a, converge absolutamente. Si el límite es estricta- 
mente mayor que 1, entonces la serie diverge; si el límite es igual a 1, el criterio 
по proporciona información. 
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v. Criterio de la raíz: Supongamos que Ит, olal" existe y es estrictamente me- 
nor que \. Entonces У, a, converge absolutamente. Si el límite es estrictamente 
mayor que l, entonces la serie diverge; si el límite es igual a 1, el criterio no 
proporciona información. 


vi. Criterio de la integral: Si fes continua, no negativa y monótona decreciente en 
[1, + o [, entonces Dia Хп) у Í f(x)dx son ambas convergentes o divergentes. 


vii. Criterio de comparación en el límite: Sean Èa ау БУН b; dos series y sea b; > 
0 para todo i. $ 
Si (a)|a;| < b; para todo i, olím,., ala; Vb; < ә y si (b) У bi es convergente, 
entonces У” а; es convergente. 
Si (с) а, 2 b, para todo i, о lím,_,.a,/b,>0 y si (d) У Ь, es divergente, 
entonces Y а; es divergente. 


viii. Series alternantes: Si he es tal que los a, alternan sus signos, son decrecien- 
tes en valor absoluto y a, > 0 cuando i > «o, entonces la serie converge. El error 


cometido al aproximar la suma por s, = У a, no es mayor que la,,,,|. 


Demostración 


і. Usaremos el siguiente 


Lema de la potencia 


оо  sir>l 
lím r” = 1 sir=1 
0 si0s<r<l, 


Demostración En primer lugar, consideremos el caso г > 1. Escribimos r como 1 + 
s, donde s > 0. Si desarrollamos r” = (1 + s)", obtenemos г” = 1 + ns + (otros términos 
positivos). En consecuencia, г” > | + ns, que tiende a œ si n э œ, En segundo lugar, 
sir=1,entonces г" = 1 para todo a, por lo que lím, „a г" = 1. Por último, 510 £7 < 1 y 
excluimos el sencillo caso р = 0, sea p = 1/7 de modo диер > 1 y, por lo tanto, Ит, 
р" = œ. En consecuencia, liM, „e г" = lím, ,.1/p"=0. v 


Por un cálculo algebraico elemental, 


п 


x ]- r"! 
lrer +- +r" = m 


l-r 
sir # 1. El lema de la potencia implica que г"! > 0 cuando n > œ sijr]| < 1, y que 


jz" +! э oo si |r] > 1. Así, tenemos la convergencia si |7| < 1 y la divergencia si jr| > 1. 
Obviamente У r” diverge si |r| = 1, pues г” #0. 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 2 


Las sumas parciales de la serie У" a forman una sucesión de Cauchy, por lo que 
las sumas parciales de la serie У," Бу también forman una sucesión de Cauchy, 
ya que рага todo k y p tenemos b, + Б, +++ + brp 5 Gp + а ++ + Arape Por 
lo tanto 90 b, converge. Una serie positiva sólo puede diverger а +% , así que, 
dado M > 0, podemos encontrar К, tal que k > kọ implique c,+c,+---+c,2 М. 
En consecuencia, sik > К, d, +d, +-+: + d, 2 M, de modo que Уу d, también 
diverge a o, 


Supongamos en primer lugar que p < 1; en este caso, 1/1” > 1/n para todon = 1, 
2, . . . . En consecuencia, por ii, Уу. (1/17) diverge si la serie armónica Y 7, (1/1) 
diverge; pero ya hemos demostrado esto en 1.2.20. 

Supongamos ahora que p > 1. Sea 


A A 


entonces s, es una sucesión creciente de números reales positivos. Por otro lado, 


у Dos Mee ОУ. 
E 2р ЗУ] (АРТ 87 67 77 


1 Е 
ктр) 


4 2-1 

AE 

бол 1 1 
CIT Ор рі 


$ sk 
(¿por qué?), Así, la sucesión {5,} está acotada superiormente por \ = э) ; por 


lo tanto, У converge. 


nel pP 


Nota. También podemos demostrar йі mediante el criterio de la integral para 
series positivas (véase el apartado vi del teorema). Sin embargo, la demostración que 
hemos dado también prueba el criterio de condensación de Cauchy: Sea У а, чпа 


serie de términos positivos tales que a,,,, © а,. Entonces У a, converge sii Da 21а, а, 
convergé (С. Ј. Porter, “An Alternative to the Integral Test for Infinite Series" , Ат, 
Math. Monthly 79 (1972), pág. 634). 
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Supongamos que lím,,..Ja,,,/a,| = г < 1. Elijamos r' tal quer <r' < 1 y Ата! 
que л > N implique la,,,, /а,| < т”. Por inducción, ay... | < la, |(r'Y. Consideremos 


la serie la] + - - + а, + jayr + Jako Y + lay [try +- - -, que converge a 
lar] +e + anil + lanl . 
l-r’ 
Por ii, podemos concluir que У а. converge. Si lím,_...Ja,,,/a,| = r> 1, 


elijamos ғ tal que 1 < r' <r y Ntal que n >N implique que la,,,/a,| > ғ". 
Entonces, [амь > (r'Pla y], luego lím, „ау | = о, mientras que el límite debería 
ser cero si la serie convergicra. Así pues, У," а, diverge. Para ver que el crite- 
rio no sirve si Їйї, „а /a,| = 1, consideremos las series 1+ 1+1+-=+-, y 
Y... 1/1? para p> 1. En ambos casos, Ит, a |a,,,/a,| = 1, pero mientras que la 
primera seric diverge, la segunda converge. 


Supongamos que lím, .(Ja,|)/"=r< 1. Elijamos ғ tal quer < r’ < 1 yN tal que 
n 2 N implique |a,|Y"< r’; en otras palabras, Ja,| < (7. La serie |а |+ ja, | + + ++ 
la ya + (Y + (094: -- converge а lay] + la| + >>> + lay] + (109/01 14) ii 
implica entonces que У" а, converge. Si іт, ,(]a,|)Y*= г> 1, elijamos r'tal que 
1 <" < гу N tal que л 2 N implique que (а, "> r’, o, en otras palabras, la, | > 
(ту. En consecuencia, lím, „ја, = % y, por tanto, Уа diverge. 

‚Рага mostrar que el criterio no sirve si tim, sella D” = 1, observemos que, 
del cálculo elemental, 


. ¡y Un ү!" 
lím (С) =1 у lím (5) = 1 
n—oo п A—00 n- 


(se toman logaritmos y se utiliza el hecho de que (log х)/х э 0 si x > 0). Pero 
У 1" diverge y Y, 1/n? converge. 

Para este apartado aceptaremos algunos hechos elementales del cálculo relativos 
a las integrales (consúltese $4.8 como repaso). En la figura 2.P-2a, los rectángu- 


los de áreas a,, a», . . . , a, encierran más área que la que hay por debajo de la 
curva, enire x = 1 ух = п + 1. En consecuencia, 


n+l 
а +а +. жа 2 f fax. 


Si ahora analizamos la figura 2.P-2b y tomamos el área entre х= 1 y x =n, 
obtenemos 


n 
аз +ау+--- +а <f foddx. 
1 
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vii. 


FIGURA 2.P-2 Desigualdades necesarias para el criterio de la integral 


Sumamos a, a ambos miembros para obtenér 
£ п 
ар +аз +аз+ с +a < 01 -f fœ)dx. 
1 4 
Y combinando los dos resultados llegamos a 
n+l > і Ж п 
/ {Ох <а+аз++а„ Sa -f Родах. 
1 1 


Si la integral Ј^ f(x) es finita, la desigualdad de la derecha implica que la 
serie У а, también es finita, por la propiedad de completitud де К. Pero si 
EA fdz es infinita, la desigualdad de la izquierda muestra que la serie también es 
infinita. Por lo tanto, la serie y la integral són ambas convergentes o divergentes. 


Supongamos, por ejemplo, que т, „ја, |/b;= M < œ y que b, > O para todo i. Si 
i es suficientemente grande, tendremos |a,|/b;< M + 1; es decir, [а < (М + Db,. 
Si У; b; converge, también lo hace Y(M + 1)b, y el criterio de comparación 
implica que У, а, converge. Los demás casos son análogos. 
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viii. Sea D а una serie alternante. Si a, > 0 y definimos Б, = (—1)'*!а„ entonces los 
h; son todos positivos y la serie es igual a b, ~ b, + b,- b, + b, -+ . Además, 
tenemos que b, > b, > Ё, > - - - y que lím,» b; = 0. Cada suma parcial par Sa, Se 
puede agrupar como (b, — b,) + (b3—b,)+---+(b,_, —b,), que es una serie de 
términos positivos, por lo que 5, < 5, < 5, $ ---. Las sumas parciales impares 
Sa, +, Se pueden agrupar como b, — (b, — by) — (ba — bs) —--- —(Бы— Б), que es 
una suma de términos negativos (excepto el primero), de modo que 5, > 5, 2 
Ss = ++». Obsérvese ahora que Sapı = Sa, + Б, 2 San luego las sumas parciales 
pares 5, forman una sucesión creciente acotada superiormente рог cualquier ele- 
mento de la sucesión decreciente de Sumas parciales impares. Por la propiedad de 
la sucesión monótona, la sucesión S,, tiende a un límite Spar- De forma análoga, la 
sucesión decreciente S,,,; tiende a un límite Simpar- 

Así pues, tenemos que 5 < $, S 55...55, Eoo 55 E Simpar ЖШ 
Sans +++ 5 $, E $, Como 5, — 5, = Aang, QUE tiende a cero sin х, y la 
diferencia Spar- Simpar €S ттепог que Sa, 41 — San ésta debe anularse; es decir, Simpar = 
Spr: Llamemos a este valor común 5. Entonces 


[52 = S| < |5, — Sinsi] = bansi = Јал | 


[Sanet = S| < [Sons] — Sansa] = Роло = [aanl 


por lo cual, cada diferencia |S, — 5| es menor que la,,.|. Como a,,, — 0, obtene- 
mos que 5, > 5 sin — oo, Este argumento muestra también que cualquier cola de 
una serie alternante no es mayor que el primer término omitido de la suma 
parcial. и 


Ejemplos resueltos del capítulo 2 


Ejemplo 2.1 Sea 5 =[(x,, x) ER? [xP = 1, lo] < 1}. ¿Es S abierto, cerrado o 
ninguna de las dos cosas? ¿Cuál es el interior de 5? À 


Solución 5 по es abierto, pues no existe ninguna vecindad en torno a los puntos de 


S con x, = | que esté totalmente contenida en 5 (véase la figura 2.E-1). Por otro lado, S 
no es cerrado, pues 


R? \ S= (11,2) ER? | || > [o] > 1) 


y no existe ninguna vecindad en torno a ningún punto de RAS con X, = 1 que esté 
contenida en RAS. 


FIGURA 2.E-1  Determínense las propiedades topológicas de este conjunto 


También podemos ver que 5 no es cerrado si observamos que la sucesión (0, 1 — 1/n) 
converge pero el límite (0, 1) no está en 5 (véase la proposición 2.7.6). 

Afirmamos que int(S) =((x,, х) Є R? | [x,] < 1, |x] < 1), lo que verificamos mos- 
trando-que-los-elementos-de-este-conjunto.son-los-puntos.interiores_de_5..Si|x,| |< ly 
ГА < 1, entonces el disco con centro еп (х, х,) y radio г = mínimo (1 |x|, 1- lx] 
está en 5. Como ya hemos visto, los demás puntos de 5 no son puntos interiores. Una 
vez que el estudiante se familiarice con este tipo de argumentos, se pueden omitir algu- 
nos detalles. Ф 


Ejemplo 2.2 Muéstrese que si x es un punto de acumulación de un conjunto S С 
А" entonces todo conjunto abierto que contenga а x contiene а su vez infinitos puntos 
de $. 


Solución Оѕагетоѕ el método de reducción al absurdo. Supongamos que existe un 
conjunto abierto U que contiene a x pero solamente un número finito de puntos de 5. 
Sean ху, Xy» - - + » Xm los puntos de S en U distintos de x. Sea £ el mínimo de los números 
dix, ху), dx, х), - - <» dX, Xa), de modo que £ > 0. Entonces D(x, £) no contiene puntos de 
5 distintos de х, lo que contradice el hecho de que x es un punto de acumulación de $. El 
lector debería proporcionar también una demostración directa de este resultado. - Ф 


Ejemplo 2.3 51 х = sup(5) раға S CR, muéstrese que x € cl(S). 


Solución Por la proposición 2.5.2, basta mostrar que, o bien x Є 5, o bien x es un 
punto de acumulación de S. La proposición 1.3.2 implica que para cualquier є > 0 
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existe y Є S tal que d(x, у) < e. Esto significa que si x É S, entonces x es un punto de 
acumulación de 5. Ф 


Ejemplo 2.4 Muéstrese que una sucesión de un espacio métrico puede converger, 
cuando mucho a un punto (los límites son únicos). 


Solución Supongamos que х, >X y X, > y. Dado £ > 0, sea N tal que k > N 
implique que d(x, х) < &/2 y sea M tal que k = M implique que d(x, y) <£/2. Sik > N 
y k 2 M, entonces d(x, y) < а(х, х) + d(x,, y) < € (por la desigualdad triangular). Como 
О < d(x, y) < € se cumple para cada e > 0, а(х, у) = 0, porloquex=y. 4 


Ejemplo 2.5 Notación “O mayúscula” y “o minúscula” Escribimos f= O(g) si 
8(x) > 0 para x ER suficientemente grande y f(x)/g(x) está acotado para x suficiente- 
mente grande. Escribimos f = 0(g) si f/g tiende a cero cuando x tiende а +0. También 
escribimos f — g (que se lee f es asintótica a 8) si f/g >1 cuando x > œ, Demuéstrese 
lo siguiente: 


1. x? +х = О(?), 
2. ie 


3. ехр(\ЛЛовх) = о(х). 


Solución Obsérvese que si f es asintótica a g, esto implica de inmediato que f = 
O(g) (¿por qué?). Así, І se sigue de 2. Pero 2 es fácil, pues sabemos que (x? + х)/ х2 = 1 + 
1/х tiende a 1 cuando x tiende a infinito. Para demostrar 3, observamos que exp(log x) = 
x, de modo que (exp Jog x )/x = ехр( Лов x — log x. Puesto que log x > œ% cuando x > 
œ, (Лор x)/log х > 0 cuando x > œ, de modo que, para x suficientemente grande, 
log x £ (log х)/2 y, por lo tanto, para x suficientemente grande, 


exp орх al өф log x 5 ЈА 
х Tx 2 


que tiende a cero cuando x > о. Фф 


Ejemplo 2.6 Recuérdese que podemos definir e" como 


З. x3 
е ox 
е“=1+х+— + — +... 
21 3! 
(Por el criterio del cociente, esta serie converge para todo x E R. Por lo tanto, esta 
definición de e* tiene sentido.) Demuéstrese que e = el es un número irracional. 
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Solución Supongamos que e = a/b, con a у b enteros. Sea k un entero k > b y 


tomemos а = ke — 2 - 1/21 – 1/3! — + + · – 1/k!), con lo que a es también un entero 
distinto de cero. Como e = 2 + 1/2! + 1/3! +-->, 
Кы ТИВНЕ a l + 1 + „1 
“k+l + 1)(k+2) k+l (+1) ИГУ 


(La última igualdad se obtiene mediante la fórmula para la suma de una serie geométrica 
у+у +072 /(1- у), 0 < y< L.) Peroa < 1/k es imposible si æ es un entero distinto 
de cero. Así pues, también e = a/b es imposible, por lo que е es irracional. 4 


Nota. Sorprendentemente, la demostración de que e" es irracional para r racional 
no es nada sencilla, y la demostración de диел es irracional es aún más difícil. Véase, 
por ejemplo, G.H. Hardy y E.M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, 
4% ed., Oxford University Press, Nueva York, 1960. De hecho, e y л son números 
trascendentes, lo que significa que no son raíces de ningún polinomio con cocficien- 
tes racionales. Este hecho fue descubierto por Charles Hermite y C.L.F. Lindemann 
en 1873 y 1882. Para una descripción elemental, véase M. Spivak, Calculus, W.A. 
Benjamin Co., Menlo Park, California? 


Ejercicios del capítulo 2 


1. Апайїсеве si los siguientes conjuntos son abiertos o cerrados: 


a ]l,2lenR' =R 

b [2,3]enR 

с. N2[-1,1/nenR 

а. R"enR” 

е. UnhiperplanoenkR" 

f. {r € 10, | resracional}enR 
g (6, є R? |0 < x s 1}enR? 
һ. {хє 0" ||| = 1} en R” 


2.  Determínense el interior, la clausura y la frontera de cada uno de los conjuntos 
del ejercicio 1. 


3. Sea U abierto en M y U СА. Muéstrese que U C int(A). ¿Cuál es la proposición 
correspondiente para conjuntos cerrados? 


2 Traducción al castellano: M. Spivak, Calculus, Reverté, Barcelona, 1994, (N. del В.Т.) 
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8. 


10. 


п. 
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a. Миёѕігеѕе que six, — хеп un espacio métrico M, entonces x Є r E A а}: 
¿En qué caso es x un punto de acumulación? 


b. ¿Puede una sucesión tener más de un punto de acumulación? 


e Sixes un punto de acumulación de un conjunto A, demuéstrese que existe 
una sucesión de puntos distintos de A que converge a x. 


Muéstrese que x € int(A) sii existe £ > O tal que D(x, £) СА. 


Determínense, si existen, los límites de las siguientes sucesiones en R?: 


a. (с) 
п 
bv (1,2) 
п 
! 


Sea U un conjunto abierto en un espacio métrico М. Muéstrese que U=cl(UN 90. 
¿Es esto cierto para todo conjunto en М? 


Sea S C R un conjunto no vacío, acotado inferiormente y cerrado. Muéstrese que 
inf(S) Є 5. 


Muéstrese que 


a. inB=BNVOB, y 
б. СКА) = M \ intM \ A). 


Determínese cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas. 


a int(cl(A)) = int(A). 
b. СҚА) ПА =А. 

el(int(4)) = А. 

а. 9(СА)) = 9А). 

е. 51 А es abierto, entonces (4) с M \ A. 


p 


Muéstrese que, en un espacio métrico, x„ ~ х sii para todog > 0 existe N tal que 
m > N implica d(x,, х) 5 e (esto difiere de la proposición 2.7.2 en el hecho de 
que “< g” está reemplazado por “< £”). 


Женнер AA A OA AA AA рек е чре ае A RN Foco ЧЕ, 


: ме 
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12. Demuéstrense las siguientes propiedades para subconjuntos А y В de un espacio р 
métrico: | 
а. intint(A)) = imt(4). o 
b. int(A U B) > int(A) U int(B). 
с. int(A N B) = int(A) Nint(B). 
13. Миєѕігеѕе que СҚА) =A U (A). 
14. Demuéstrese lo siguiente para subconjuntos A y B de un espacio métrico M: 
а СКА) = СКА). 
b. сКАО В) = СКА) U cl(B), 
с. СКА N B) С СКА) ПСВ). 
15. Demuéstrese lo siguiente para subconjuntos А у В де un espacio métrico М: 
a. 0A)=0M A). 
b. IA) с д(А). 
с a(AU B) С (А) IB) С (АО В) ЈАОВ. 
а. а(а(8(А))) = 9(0(4)). 
16. Seana, = V2 , a = (Зу. с, an1 = (4/2). Muéstrese que a, => 2 cuando n > 
©. (Se puede usar cualquier propiedad adecuada del cálculo.) 
17. Si У х, converge absolutamente en R”, demuéstrese que У х„ѕеп т converge. 
18. Six y EM yx # y, entonces demuéstrese que existen sendos conjuntos abiertos 
U y V tales que x E U,yEVyUNV=Z. 
19. Definimos un punto límite de un conjunto А en un espacio métrico M como un 


punto x € M tal que U N A # © para toda vecindad U de x. 


a. ¿Cuál es la diferencia entre los puntos límite y los puntos de acumulación? 
Proporciónense algunos ejemplos. А 


b. Sixes un punto límite de A, muéstrese entonces que existe una sucesión x, € 
A tal que x, > х. 

ec. Sixes un punto de acumulación de A, muéstrese entonces que х es un pun- 
to límite de A. ¿Es cierto el recíproco? 


d. Si x es un punto límite de A tal que x @ A, muéstrese entonces que x es un 
k punto de acumulación. 


e,  Demuéstrese que un conjunto e es cerrado sii contiene todos sus puntos 
límite. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Dado un conjunto А en un espacio métrico M y x E M, sea 
d(x, A) =inf(d(x, y) | y € A), 


y dado £ > 0, sea D(A, €) = {x | d(x, A) <€}. 
a.  Muéstrese que D(A, £) es abierto. 


b.  SeanACMyN,=(x € M | dx, A) < £}, donde > 0. Muéstrese que N, es 
cerrado y que A es cerrado sii A = N {N, le >0). 


Demuéstrese que una sucesión x, en un espacio normado es una sucesión de Cau- 
chy sii para toda vecindad U de O existe N tal quek, / > N implica que x, —x, € U. 


Demuéstrese la proposición 2.3.2. (Sugerencia: utilícese el ejercicio 12 de la In- 
troducción.) 


Demuéstrese que el interior de un conjunto A С M es la unión de todos los subcon- 
juntos abiertos de A. Dedúzcase que A es abierto sii A = int(A). Proporciónese 
además una demostración directa de la última afirmación, a partir de las defini- 
ciones. 


Identifíquese R”*" con К” х R". Muéstrese que A C R**" es abierto sii para cada 
Q, y) E A, con x ER”, y ER”, existen sendos conjuntos abiertos U C R” УИС 
R” tales que x € U, y E Vy U X V CA. Dedúzcase que el producto de conjuntos 
abiertos es abierto. 


Demuéstrese que un conjunto A C M es abierto sii se puede escribir como la 
unión de alguna familia de discos de radio є. 


Definamos la sucesión de números a, como 


1 1 


do=laj=1+ sanal 


1+ 7 L+ any 
Muéstrese que а, es una sucesión convergente y determínese su límite. 


Supongamos que a, > 0 y que a, >0 cuando n > œ. Dado € > 0, muéstrese que 
existe una subsucesión b, de a, tal que Pos ba <E. 


Encuéntrense ejemplos de: 


a. Un conjunto infinito en R sin puntos de acumulación. 


b. Un subconjunto no vacío de R contenido en su conjunto de puntos deacu- 
mulación 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


347—$еапсхрЄ-®улйбхдтгхд-<-"@ рх Чөпйе-0-<--<—1„-Миёытезе-чие- A] 


35. 
36. 


37. 


38. 
39. 


40. 


41. 


42. 


e. Un subconjunto de R con infinitos puntos de acumulación, pero que no 
contenga ninguno de ellos 


d. Un conjunto А tal que д(А) = СКА). 


Sean A, B C R" y x un punto de acumulación de A U B. ¿Debe x ser un punto de 
acumulación de А o de В? 


Muéstrese que cualquier conjunto abierto en R es una unión de intervalos abier- 
tos disjuntos, ¿Se verificará lo mismo en R" paran > 1, si definimos un intervalo 
abierto como el producto cartesiano de п intervalos abiertos, ]a,, [хх | 
Ja,, b,[? : 


Sea A’ el conjunto de puntos de acumulación de un conjunto A. Demuéstrese que 
А' es cerrado. ¿Es cierto que (A*)' = A” para todo А? 


Sean A C R” un conjunto cerrado y x, Є А una sucesión de Cauchy. Demuéstrese 
que x, converge a un punto en A. 


Sea s, una sucesión acotada de números reales. Supongamos que 25, 5 5,1 + 
5,11: Muéstrese que lím, se (Ser = 54) = 0. i 


converge. 


Muéstrese que cualquier familia de conjuntos abiertos no vacíos disjuntos de 
números reales es numerable, 


Sean A, B С R” conjuntos cerrados. ¿Debe A + В = {x + y |х ЄАєуЄ В} ser 
cerrado? 


Sea A C M un espacio métrico. Demuéstrese que a 


а(А)=[А N c(M\AŅ U Tella) AL. 


Sea х, Є R" tal que |x, —x]| $ 1/k + 1/1 Demuéstrese que x, converge. 


SeaS C R un conjunto acotado superior e inferiormente. Demuéstrese que ѕир(5) – 
inf(S) = supíx—y lx E Sey ES). i 


Supongamos que para todo п se tiene a, < by» A, © а„, Y bna S 0, donde a, y bn 
son sucesiones de números reales. Demuéstrese que a, converge. 


Sea A, una colección de subconjuntos de un espacio métrico M, tales que Aj. С 
A, y que A, + Ø; supongamos que Пт. A, # Ø. Sea x € NZa СКА); muéstrese 
que x es un punto de acumulación de A. 


Sean A С R” yx ER”. Definamos d(x, А) = inf(d(x, y) ly E A}. ¿Existiráz E A 
tal que d(x, А = d(x, 2)? е 
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43. 
44. 


45. 
46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 
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Sean х, = 4/3, -..,x,= /3+ х„ ү. Calcúlese lím, „a x, 


Se dice que un conjunto A С К" es denso en B C R” si В ССКА), Si A es denso 
еп R" y U es abierto, demuéstrese que A N U es denso en U. ¿Se cumple también 
si U no es abierto? 


Миёѕігеѕе que x° = о(е") cuando х > œ (véase el ejemplo resuelto 2.5). 
а. Si f= olg) y g(x) > 0 cuando x > оо, muéstrese entonces que e = o(e3). 


b. — Muéstrese que lím, e (х log х)/е* = 0, probando que x = o(e%) y que log x = 
ole”). 

Muéstrese que y =lím,.,. (1 + +++ ++ + —-1ов п) existe usando la demostración 

del criterio de la integral (y es la constante de Euler). 


Demuéstrense las siguientes generalizaciones de los criterios del cociente y de la 

raíz: 

a. Sia, >O y lím sup,» a, /a,< 1, entonces converge, y si Ит їйї, й„/а„> 
1, entonces У a, diverge. 

b. Sia, 2 Оу lím sup, .,. 4a, < 1 (respectivamente, > 1), entonces У а, 
converge (respectivamente, diverge). 

с.  Enelcriterio de comparación en el límite, ¿podemos reemplazar los límites 
por límites superiores? 

Demuéstrese el criterio de Raabe: si а, > 0 y a,,,/a,S 1- A/n para alguna 

constante А > | y para п suficientemente grande, entonces У a, converge. De 

forma análoga, muéstrese que si a,,,/a, 2 1- (1/1), entonces У a, diverge. 


Utilícese el criterio de Raabe para demostrar la convergencia de la serie 
hipergeométrica, cuyo término general es 


_ala+1)---(a+n-— DE +1) -8 +n- 1) 
Е 1-22 Uy + 1) (y+n- 1) 


donde a, В y y son enteros no negativos tales que y > a + В. Muéstrese que la 
serie diverge siy <a +8. 


Muéstrese que para x suficientemente grande, f(x) = (x cos? x + sen? х)е* es mo- 
nótona y tiende a +оо, pero que ni el cociente f(x)/(x1e%) ni su recíproco están 
acotados. 


a. Siu,>0,n=1,2,...,muéstrese que 
oi o Hnr ыеп, И n А Ип+] 
líminf < líminf un < lím sup ü, £ lím sup . 


Un Un 
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b.  Dedúzcase que si lím(u,,,/u,) = А, entonces lím sup ји, = А. 


e. Muéstrese que el recíproco del apartado b es falso empleando la sucesión 
Hap = їй» = 27. 


d. Calcúlese lím sup Va! /. 


52. Verifíquese la convergencia o divergencia de las siguientes series. 
© p-k 
e 
a. — 
Ln 
со 
A A чч - -k- 
b, 
2 241 
Я y Ул +1 
570 - Зп+1 
со 
К+1)— 
а. ` log(k + О log k 
G tn (2/k) 
оо 
е. Y sen(n79), a real, > 0 
n=l 
оо 15 
г 5 
п=1 
53. Dado un conjunto А en un espacio métrico, ¿cuál es el número máximo de 


subconjuntos que se pueden obtener mediante la aplicación sucesiva de las ope- 
raciones de clausura, interior y complemento a A (en cualquier orden)? Proporció- 
nese un ejemplo de un conjunto que alcance tal máximo. 


Capítulo 3 
Conjuntos compactos y conexos 


En este capítulo estudiaremos dos de los tipos de conjuntos más importantes y útiles en 
los espacios métricos y en particular en R”. Intuitivamente, entendemos que un conjunto 
en Ё" es compacto cuando es cerrado y está contenido en una región acotada, y que es 
_______Conexo, cuando el conjunto es “de una pieza”. La figura 3-1 muestra algunos ejemplos. 
Como de costumbre, es necesario transformar estas ideas en definiciones rigurosas-En- 
cada caso, la definición técnica más útil parece un poco apartada de nuestra intuición, 
pero al final veremos que cuadra con ella. En el capítulo 4 revelaremos lo fructífero de 


estos conceptos, cuando los apliquemos al estudio de las funciones continuas. 


$3.1 Compacidad. 


En esta sección daremos la definición general y las propiedades de los conjuntos com- 
pactos en espacios métricos. Un criterio para reconocer los conjuntos compactos, el 
teorema de Heine-Borel, establece que un conjunto en R” es compacto si es cerrado y 
acotado. Analizaremos este resultado, particular del espacio métrico R”, en 83.2. 

Recordemos de nuestro estudio de la completitud de R” en el capítulo 1 que toda 
sucesión acotada tiene una subsucesión convergente. Podemos expresar este hecho de 
otra forma: si А С R” es un conjunto cerrado y acotado, entonces toda sucesión en А 
tiene una subsucesión que converge a un punto de А. Desde un punto de vista histórico, 
este resultado fue identificado como una propiedad importante de los conjuntos, y por 
ello fue elevado al rango de definición. Dicha propiedad desempeña un papel crucial en 
muchos teoremas. básicos, como la existencia de máximos y mínimos de funciones 
continuas en intervalos cerrados, según veremos en el capítulo 4. ` 


3.1.1 Definición Sea М un espacio métrico. Un subconjuntoA С М essecuencial- 
mente compacto si toda sucesión en А tiene una subsucesión que converge a un punto 
de A. ` 
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` e 
Na rr 


compacto no compacto no compacto 


conexo no conexo 


FIGURA 3-1 Conjuntos compactos y conexos en R? 


Esta propiedad es equivalente a otra, llamada compacidad, que desarrollaremos a 
continuación. Dicha propiedad es menos evidente y su equivalencia con la compacidad 
secuencial está lejos de ser inmediata, al menos a primera vista. 

Vamos a introducir cierta terminología que necesitaremos para nuestra definición 
formal. Sea М un espacio métrico y A С M un subconjunto. Un recubrimiento de A 
es una colección (U,) de conjuntos cuya unión contiene a A; es unrecubrimiento abierto 
si cada U, es abierto. Unsubrecubrimiento de un recubrimiento dado es una subcolección 
de (U;) cuya unión también contiene аА o, como suele decirse, recubre A; es un sub- 
recubrimiento finito si la subcolección sólo contiene un número finito de conjuntos. 

Los recubrimientos abiertos no son necesariamente colecciones numerables de con- 
juntos abiertos. Por ejemplo, el conjunto no numerable de discos {D((x, 0), 1) | xER) 
en R? recubre el eje real, y la subcolección de todos los discos D((n, 0), 1) con centro en 
los puntos enteros de la recta real forma un subrecubrimiento numerable. Nótese que el 
conjunto de discos D((2n, 0), 1) con centro en los puntos enteros pares de la recta real 
no forma un subrecubrimiento (¿por qué?). 


3.1.2 Definición Un subconjunto A de un espacio métrico М es compacto si todo 
recubrimiento abierto de A contiene un subrecubrimiento finito. 


Y aquí tenemos el primer resultado importante, que relaciona la compacidad con la 
compacidad secuencial. 


po 


A ee pe es qe 


53.1 Compacidad 


3.1.3 Teorema de Bolzano-Weierstrass Un subconjunto de un espacio mé- 
trico es compacto sii es secuencialmente compacto. 


Unas cuantas observaciones elementales nos ayudarán a dar una idea del concepto 
de compacidad y de este teorema. En primer lugar, un conjunto secuencialmente com- 
pacto debe ser cerrado. De hecho, si х, € A converge ax Є M, entonces, por hipótesis, 
existe una subsucesión convergente a un punto xy E A; por Ja unicidad de los límites, 
х = xq, de modo que А es cerrado. En segundo lugar, un conjunto secuencialmente 
compacto А debe estar acotado; de lo contrario, existirían un punto xy EA y una succ- 
sión х, EA tales que d(x, xp) = п, con lo que x, no podría contener una subsucesión 
convergente. Para probar directamente que un conjunto compacto está acotado, se pue- 
de usar el hecho de que para cualquier xy € A, las bolas abiertas D(xy, п), n = 1, 2, . 
recubren A, por lo que existirá un subrecubrimiénto finito. 

Obsérvese que en las definiciones se puede tomar А = М, en cuyo caso se habla de 
un espacio métrico compacto. En su momento elaboraremos algunos ejemplos de es- 
pacios compactos. ў 

Otra caracterización de Іа compacidad se relaciona con la completitud y resulta una 
herramienta técnica útil en la demostración del teorema de Bolzano-Weierstrass. 


3.1.4 Definición Un conjunto A C M es totalmente acotado si para todo £ > 0 
existe un conjunto finito (Xy, ..., Xy] en М tal que A È UN, D(x, в). 


3.1.5 Teorema Un espacio métrico es compacto sii es completo y totalmente acotado. 


Sea А C M y supongamos дие M es completo. Si aplicamos este teorema al espacio 
métrico А, podemos concluir que А es compacto sii es cerrado y totalmente acotado. 

En el teorema 3.1.5, algunas cosas son evidentes y otras по. En primer lugar, obsér- 
vese que D(x; £) С D(x,; € + d(x, x,)), de modo que si 


R = = +máxído,x1),... dm and) 


entonces А С D(x, R) y, por lo tanto, йл conjunto totalmente acotado está acotado, 
Esto es consistente con nuestra observación anterior de que los conjuntos compactos 
están acotados. : 

En este momento no disponemos de métodos eficaces que nos digan si un conjunto 
dado es compacto о no, pero lo remediaremos en la siguiente sección, 


3.1.6 Ejemplo La recta real completa R no es compacta, ya que no está acotada, 
Otra razón es que 


(Da, D= Jn- la+ [л =0,41,&2,...} 


es un recubrimiento abierto de R que no contiene un subrecubrimiento finito (¿por 
qué). $ І 
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3.1.7 Ejemplo  SeaA=]0, 1]. Determínese un recubrimiento abierto que no con- 
tenga un subrecubrimiento finito. : 


Solución Сопѕідёгеѕе el recubrimiento abierto {]1/п, 2[| n=1,2,3,...). (¿Por 
qué la unión contiene todo A?) Está claro que no puede contener un subrecubrimiento 
finito. Esta vez, la compacidad falla porque А no es cerrado: “falta” en A' el punto 0. 
Esta colección no es un recubrimiento de [0, 1]; de hecho, cualquier recubrimiento 
abierto de [0, 1] debe contener un subrecubrimiento finito, pues, como demostraremos 
en la siguiente sección, [0, 1] es compacto. Ф 


3.1.8 Ejemplo  Encuéntrese un ejemplo de un conjunto acotado y cerrado que no 
sea compacto. 


Solución Sea M cualquier conjunto infinito con la métrica discreta: d(x, y) =0six= 
y у(х, y)=1 six # у. Claramente M С (ху, 2) para todo x, E M, de modo que M está 
acotado. Como ya es el espácio total, es cerrado. Sin embargo, no es compacto: (D(x, 
1/2) | x € М} es un recubrimiento abierto que no contiene un subrecubrimiento finito. ` Ф 


3.1.9 Ejemplo Una colección de conjuntos cerrados {К} en un espacio métrico 
М tiene la propiedad de intersección finita para A si la intersección de cualquier nú- 
mero finito de K, con A es no vacía. Muéstrese que A С М es compacto sii toda colec- 
ción de conjuntos cerrados con la propiedad de intersección finita para A tiene inter- 
sección no vacía con A. ` ` 


Solución En primer lugar supondremos que А es compacto. Sea { Е, } una colección 
de conjuntos cerrados y sea U, = M \F, de modo que U; es abierto. Supongamos que 
A N (72, Е) = Ø. Tomando complementarios, esto quiere decir que los conjuntos U, 
recubren A. Puesto que el recubrimiento es abierto, existe un subrecubrimiento finito, 
digamos, А C 0,0... U Uy. Entonces A A (FN -N Fy) = 9 y, por lo tanto, {F;} 
no tiene la propiedad de intersección finita. Así, si (F, 1} es una colección de conjuntos 
cerrados con la propiedad de intersección finita, entonces A N {F} FØ. 

` Recíprocamente, sea {U,} un recubrimiento abierto de A y sea F, = MNU,. Entonces 
A N (ME, F) = Ø y, por hipótesis, (F,) no puede tener la propiedad de intersección 
finita para A. Así, A N (FN NO Fp =Ø para unos ciertos elementos (F,, . . . , Fy) de 
la colección. Por ló tanto, U,,...., Uyes el subrecubrimiento finito necesario y por ello 
A es compacto. Ф 


ененнен mr: 


83.2 Teorema de Heine-Borel 


Ejercicios de $3.1 


Muéstrese que A C M es secuencialmente compacto sii todo subconjunto infinito 
de A tiene un punto de acumulación en A. 


Demuéstrese que {(х, y) ER? | 0=х<1,0 < y < 1) no es compacto. 


Sea M un espacio completo y A С M totalmente acotado. Muéstrese que cl(A) 
es compacto. 


Sea х; > х una sucesión convergente en un espacio métrico y sea А = {ху х...) 
{х}. 


а. — Muéstrese que A es compacto, 


b.  Verifíquese que todo recubrimiento abierto de A contiene un 
subrécubrimiento finito. ` 


Sea M un conjunto con la métrica discreta. Muéstrese que ningún subconjunto 
infinito de М ез compacto. ¿Por qué no contradice esto la afirmación del ejercicio 4? 


$3.2 Teorema de Heine-Borel 


En el espacio euclídeo, podemos decir fácilmente si un conjunto es compacto mediante 
el siguiente teorema: 


3.2.1 Teorema de Heine-Borel Un conjunto A C R" es compacto sii es cerra- 
do y acotado. 


En $3.1 ya mencionamos la mitad de este teorema. De hecho, un conjunto compac- 


to es cerrado y acotado en cualquier espacio métrico, El recíproco debe ser especial, en 
vista del ejemplo 3.1.8. De hecho, ni siquiera es evidente que el intervalo cerrado [0, 1] 
en R sea compacto. En realidad sí lo es, y una de las demostraciones del teorema de 
Heine-Borel comienza analizando este caso. 


3.2.2 Ejemplo  Determínese cuáles de los siguientes conjuntos son compactos: 


a. 


b. 


с. 


{хє х2 0) сЕ 
(0, 1]0 [2,3] C R 


{ayj ER? |2 +y? <1} CR? 
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Solución 
a. Мо es compacto, porque no está acotado. 
b. Compacto, porque es cerrado y acotado. 


с. No es compacto, porque no es cerrado. Ф 


3.2.3 Ejemplo Sea x, una sucesión de puntos en R” tales que 19| < 3 para todo k. 
Muéstrese que x, tiene una subsucesión convergente. 


Solución El conjunto A = {x € R” ||] < 3) es cerrado y acotado, por lo que es 
compacto. Como x, € A, podemos aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass para ob- 


tener la conclusión. Ф 
ж 


3.2.4 Ejemplo En la definición de un conjunto compacto, ¿podemos reemplazar 
la palabra “todo” por “algún”? 


Solución No: sea A = R y consideremos el recubrimiento abierto formado sola- 
mente por el conjunto abierto R. Éste contiene un subrecubrimiento finito (él mismo), 
pero al no ser un conjunto acotado, R no es compacto. Ф 


3.2.5 Ejemplo SeaA= {0} U {1, 1/2,.. -> 1/n, .. .}. Muéstrese directamente que 
A satisface la definición de compacidad. 


Solución Sea {U;} un recubrimiento abierto arbitrario de A. Debemos mostrar que 
contiene un subrecubrimiento finito. El punto 0 estará en uno de los conjuntos abiertos; 

cambiando los índices podemos suponer que 0 Є 07. Como U, es abierto y 1/1 > 0, 
existirá N tal que 1/N, 1/(N + Í), . . . están en U,. Cambiemos los nombres de nuevo en 
caso necesario para poder suponer que 1 € U,,..., 1/(1-N) € Uy. Entonces, U... Uy 
es un subrecubrimiento finito, pues es una subcolección finita de (U,) que contiene 
todos los puntos de A. Obsérvese que si А fuera el conjunto (1, 1/2,...), no funciona- 
ría el argumento; de hecho, este conjunto no es cerrado, por lo cual no es compacto. Ф 


Ejercicios de $3.2 


1. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son compactos? 


a. ER|OSx< 1 y x es irracional] 


ЭТТЕРИ o 


3.3 Propiedad de los conjuntos en 


b {0 у) ER?]O<x<!) a 
с {0,у) ЄВ | ху > 1) п (y 14 + y? < 5} 


2. Sear, P y... una enumeración de los números racionales en [0, 1]. Muéstrese 
que existe una subsucesión convergente. 


3.  SeaM=((x, y) ER? | 2 + y? < 1) con la métrica usual. Muéstrese que A C Mes 
compacto sii A es cerrado. б 


4. $са A un conjunto acotado еп Ж“, Demuéstrese que cl(A) es compacto. 


5. ЅеаА un conjunto infinito en R con un único punto de acumulación en A. ¿Debe 
A ser compacto? 


$3.3 Propiedad de los conjuntos encajados 


El siguiente teorema es una consecuencia importante del teorema de Bolzano-Weierstrass. 


3.3.1 Propiedad de los conjuntos encajados Sea F, una sucesión de con- 
juntos compactos no vacíos en un espacio métrico M tales que Fi, C F, para todo k= 
1, 2,.... Entonces existe al menos un punto en Mz, Fe 


Intuitivamente, los conjuntos F, son no vacíos y decrecientes, de modo que parece 
razonable que exista un punto en todos ellos. Sin embargo, si los conjuntos F, no fueran 
compactos, entonces la intersección podría ser vacía (véase el ejemplo 3.3.4). Así pues, 
la demostración requiere un poco más de cuidado. 

Para demostrar la propiedad de los conjuntos encajados mediante el teorema de 
Bolzano-Weierstrass, clegimos х, € F, para cada k. La sucesión x, tiene una subsucesión 
convergente, pues está contenida en el conjunto compacto F,. El punto límite está en 
todos los conjuntos F, porque éstos son cerrados (véase la figura 3.3-1). Al final dei 
capítulo daremos una demostración alternativa. 

La propiedad de los conjuntos encajados puede plantearse en términos de “conjun- 
tos crecientes” de la siguiente forma. Sea U, = М\Е,, de modo que los conjuntos U, son 
abiertos y {Л D U,. Entonces UZ., О, + Mes equivalente a 7. F, # Ø. Así, si M es 
un espacio métrico, los conjuntos abiertos U, son crecientes (es decir, О, D Up) y sus 
complementarios son compactos, por lo que la unión de los conjuntos U, no es todo M. 
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DI 
E O RR 


F, 


FIGURA 3.3-1 Propiedad de los conjuntos encajados 


3.3.2 Ejemplo  SeaM la esfera unidad enR?, М = ((x, y, z) | 12 + y? +2=1), con la 
métrica usual. Sea С, la parte де M que está estrictamente debajo de la latitud 90° — 10/7, 
¿¡=1,2,3,..., como muestra la figura 3.3-2. 


latitud 90° — 10/í 


FIGURA 3.3-2 Una sucesión creciente de conjuntos abiertos sobre la esfera unidad 


El espacio métrico M es compacto (¿por qué?) y, consistente con las observaciones 
anteriores, la unión де los U, no es todo М, ya que no incluye el polo norte. Ф 


3.3.3 Ejemplo  verifiquese la propiedad de los conjuntos encajados para Е, = [0, 
1/k] CR. 


Solución Cada F, es compacto y F,,, C Ру. La intersección es (0), que no es 
vacía. Ф 


х 
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Ejercicios de 


3.3.4 Ejemplo Ез cierta la propiedad de los conjuntos encajados si reemplaza- 
mos “compactos no vacíos” por “abiertos no vacíos” o “cerrados no vacíos”? 


Solución No. Sean F,=1k, о[ о [А ©. Ф 


3.3.5 Ejemplo Una familia más exótica de conjuntos compactos decrecientes F, 


para la que el conjunto M5, F, es un poco complicado se obtiene al eliminar sucesiva- 
mente triángulos de un triángulo dado en el plano, como muestra la figura 3.3-3. Ф 


КА 


Ау 
EA AA 
ААДА ДА АА 


FIGURA 3.3-3 Cesta de Sierpinski 


Ejercicios de §3.3 


1. Verifíquese la propiedad de los conjuntos encajados para F, = {x E R | x20,2< 
*<2+1/k). 


2. ¿Es cierta la propiedad de los conjuntos encajados si reemplazamos “compactos 
no vacíos” por “abiertos acotados no vacíos”? 


3. Sea x, > x una sucesión convergente en un espacio métrico. Verifíquese la vali- 
dez de la propiedad de los conjuntos encajados рага F, = {х, | 1< k) U {x}. ¿Qué 
ocurre si F, = {х | lz к}? 


4. $еап x, => x una sucesión convergente en un espacio métrico y A una familia de 
conjuntos cerrados con la propiedad de que para cada A Є А, existe N tal диеќ 2 N 
implica x, € A. Demuéstrese que x € N A. 
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$3.4 Conjuntos conexos por arcos 


El segundo tema importante que analizaremos en este capítulo es la conexión. Sabemos 
intuitivamente a qué conjuntos queremos llamar “conexos”, sin embargo, nuestra intui- 
ción puede fallar al juzgar conjuntos más complicados. Por ejemplo, ¿cómo decidimos 
si el conjunto ((x, sen(1/x)) |x > 0} U ((0, y) | y € [-1, 1]) C R? es conexo (véase la 
figura 3.4-1)? Por lo tanto, buscaremos una definición matemática firme en la cual 
basarnos. 


E: 


R? 


FIGURA 3.4-1 ¿Es conexo? 


Existen, de hecho, dos nociones de conexión diferentes (aunque íntimamente rela- 
cionadas), la más intuitiva y aplicable de las cuales es la conexión por arcos, por lo que 
comenzamos por ella. Primero debemos definir lo que significa que una curva (о arco) 
una dos puntos. 


3.4.1 Definición Decimos que una aplicación p : [a, b] М de un intervalo [a, b] 
en un espacio métrico M es continua si (t, > t) implica (Q(t) > P(0) para toda suce- 
sión 1, en [a, b] convergente a algún t Є (а, b]. (El lector recordará de su curso de 
cálculo que, intuitivamente, una función continua no tiene “interrupciones” o “saltos” 
en su gráfica.) Un arco continuo que une dos puntos, x, y, en un espacio métrico M es 
una aplicación ф : [a,b] > M tal que p(a) =x, p(b) =y, уф es continua. Aquí, x puede, 
опо, ser iguala y, yb > a. Un arco pestá contenido en un conjuntoA si p(t) EA para 
todo t Є [a, b]. Véase la figura 3.4-2. 

Decimos que un conjunto es conexo por arcos si cualesquiera dos puntos del con- 
junto se pueden unir mediante un arco continuo contenido en el conjunto. 


FIGURA 3.4-2 Una curva que une x e y en Á 


Por ejemplo, es evidente que la región A de la figura 3.4-2 es conexa por arcos. 
Otro conjunto conexo por arcos es el intervalo [0, 1]. Para demostrarlo, sean x, y € [0, 
1] y. definamos  :.[0,,1]>R como (д = Q= ху + х. Éste es un агсо continuo que une 


xey, contenido en [0, 1]. _. 

Si usamos la definición anterior de conexión por arcos, un poco de reflexión con- 
vencerá al lector de que el conjunto de la figura 3.4-1 no es conexo por arcos, aunque 
este hecho no es obvio. Con frecuencia será fácil determinar si un conjunto es conexo 
por arcos viendo si dos puntos cualesquiera se pueden unir mediante uria curva conti- 
nua contenida en el conjunto, lo que, por lo general, es claro géométricamente. La 
segunda idea de conexión es más difícil de verificar directamente, pero nos será de 
mucha utilidad; ésta aparece definida en $3.5. 


3.4.2 Ejemplo ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son conexos por arcos? 
a. [0,3] i 

b. [1, 21 [8] (3, 4] 

с. (ау) 10х51} 

а. (amy ER |0 < +y 5 1} 


Solución Solamente b no es conexo por arcos, como resulta evidente de analizar la 
figura 3.43. Ф 


3.4.3 Ejemplo ¿Debe un conjunto conexo por arcos ser abierto o cerrado? 


Solución Мо; por ejemplo, [0, 1]. DM у [O, 1[ son todos conexos por arcos. Ф 
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1 2 3 4 
—=-A=E==JY— 
(b) y 


FIGURA 3.4-3 Conjuntos del ejemplo 3.4.2 


3.4.4 Ejemplo. Sea g : [0, 1] >R? un arco continuo y C= Ф([0, 1]). Muéstrese que 
C es conexo por arcos. 


Solución Esto resulta intuitivaménte claro, ya que podemos usar el propio arco ф 
para unir dos puntos en С. Concretamente, si x= p(a), у = p(b), donde 0 sa <b х1, 
sea с: [а, b] > К? dada por c(t) = ф(2): Entonces с es un arco que une x е y, contenido 
enC. $ 


Ejercicios de 53.4 


1.  Determínensé cuáles de los siguientes conjuntos son conexos por arcos: 
а. {x€ [0,1] |x es racional) 
b {€ ER |ху>1 y r>1}U{@y ER ys] y х1} 
с. {@,у,) E R? |x? +y? ари {оу |2 +y? +2? > 3) 
d. (6yEeR?*]0=<x<1)U((1,0)|1<x< 2) 
2. ЅеаА CR conexo por arcos. Proporciónese un argumento plausible para mostrar 


que Á debe ser un intervalo (cerrado, abierto o semiabierto). ¿Es todo igual de 
sencillo en R?? 


3. Sean: [a,b] > R? un arco continuo, a <c<d<byC= tot |с stsd}. 
¿Debe ф- (С) ser conexo por arcos? 
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§3.5 Conjuntos conexos 


Hay otra forma de decir que un conjunto tiene más de una pieza, más sofisticada pero 
también más poderosa que la conexión por arcos. 


3.5.1 Definición SeaA un subconjunto de un espacio métrico М. Dos conjuntos 
abiertos U,V separan A si satisfacen estas condiciones: 


a. ипупА=@. 


b АПШ]. 
e ANVÆØ. 
ё. ACUUV. 


Véase la figura 3.5-1. Decimos que A es disconexo si existen tales conjuntos; en caso 
contrario, decimos que A es conexo. 


– 


FIGURA 3.5-1 А noes ni conexo пі conexo por arcos 


Se puede demostrar que el conjunto de la figura 3.4-1 es conexo pero no conexo 
por arcos; así, estos dos conceptos son diferentes; sin embargo, existe una relación 
válida entre los dos, que presentamos en el siguiente teorema. 


3.5.2 Teorema Los conjuntos conexos por arcos son conexos. 


El uso de este teorema es tal vez la forma más sencilla de identificar un conjunto 
conexo. Este teorema es razonable, intuitivamente; de hecho, el teorema recíproco (fal- 
so) también es “razonable”. Éste es, pues, un ejemplo de dos conceptos que están muy 
relacionados y que intuitivamente son casi idénticos, pero cuya verdadera relación debe 
discernirse con más cuidado. 


164 Capítulo 3З Conjuntos compactos y conexos 


Si un conjunto no es conexo (y, por lo tanto, no es conexo por arcos), podemos se- 
pararlo en dos partes, o componentes. Más concretamente, una componente conexa de 
un conjunto А es un subconjunto conexo Ap С А tal que no existe un conjunto conexo 
en А que contenga a Ay y que sea distinto de Aj. Así pues, vemos que una componente 
conexa es un subconjunto conexo maximal. Podemos definir una componente conexa 
por arcos de manera análoga, utilizando la conexión por arcos en vez de la conexión. 
Daremos algunas propiedades de las componentes conexas al final del capítulo. 


3.5.3 Ejemplo ¿Es Z=1...,-2,-1,0,1,2,3,...) CR conexo? 


Solución No, yaquesiU'=]1/2,0[ y V=]- о, 1/4[, entonces Z CUUV, ZN 
О = (1,2,3,...} 40, ZNV=(...,2,-1,0)40 y ZNA UN V=9. Por lo tanto, 
Z es disconexo (es decir, no es conexo). También es evidente que Z no es conexo por 
arcos, pero este solo hecho no puede usarse para concluir que Z no es conexo, Ф 


3.5,4 Ejemplo ¿Es (0,5) ER |0 < у? < 1) conexo? 


Solución Сото en el ejemplo 3.4,2d, sabemos que este conjunto es conexo por 
arcos, por lo que el teorema 3.5.2 implica que es conexo. Demostrar esto directamente 
es más difícil. Ф 


Ejercicios de $3.5 


1. ¿Es[0, 1] U ]2, 3] conexo? Demuéstrese la veracidad o falsedad de esta afirmación. 


2  ¿Esí(x ER |0 sxi} U {(х,0) | 1< x< 2) conexo? Demuéstrese la 
veracidad o falsedad de esta afirmación. 


3. Sea A С R? conexo por arcos. Considérese A como un subconjunto del plano xy 
en R? y muéstrese que А sigue siendo conexo por arcos. ¿Puede obtenerse un ar- 
gumento similar si A es conexo? 


4. — Analícense las componentes conexas de 


a. [0,1]0[2,3]СК 
b. Z=(...,-2,-1,0,1,2,.. CR 
с. {хє [0, 1) | xes racional) СЮ 
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Demostraciones de los teoremas del capítulo 3 


3.1.3 Teorema de Bolzano-Weierstrass Un subconjunto de un espacio mé- 
trico es compacto sii es secuencialmente compacto. 


Demostración Comenzamos con dos lemas. 
Lema 1 Un conjunto compacto A C M es cerrado. 


Demostración Mostraremos que M\A es abierto. Sea x € М\А y considérese la 
siguiente colección de conjuntos abiertos: U, = (y | dix, y) > 1/п}. Puesto que cada y € М 
tal que y + x cumple «у, х) > 0, y estará en algún U,. Así, los conjuntos U, recubren A, 
por lo que debe existir un subrecubrimiento finito. Uno de ellos tiene el índice más 
grande, digamos, Uy. Si € = 1/N, entonces, por construcción, D(x, 1/N) С MNA, de 
modo que M\A cs abierto. v 


Lema 2 SiM ез un espacio métrico compacto у B C M es cerrado, entonces B es 
compacto. 


Demostración Scan {U;} un recubrimiento abierto de B y V = M\B, de modo que 
V es abierto. Entonces {U; V} es un recubrimiento abierto de M. Por lo tanto, M tiene 
un recubrimiento finito, digamos, {{Л,..., Uy, V}. Entonces (U,, ..., Uy) es un 
recubrimiento abierto finito de B. há 


Demostración de 3.1.3 Sea A compacto y supongamos que existe una sucesión 
X, E А que no tiene subsucesiones convergentes. En particular, esto significa que л 
tiene infinitos puntos distintos, digamos, у, уз... - - Puesto que no hay subsucesiones 
convergentes, existirá una vecindad U, de y, que no contiene otros y;. Esto es así porque 
si toda vecindad de y, contuviera otro у, podríamos elegir las vecindades D(y,, 1/m, m= 
1, 2,... y seleccionar una sucesión convergente а у,. Afirmamos que el conjunto (у, 
y, +. .) es cerrado. De hecho, no tiene puntos de acumulación, pues por hipótesis по 
tiene subsucesiones convergentes. Aplicamos el lema 2 a (у, уз, - - -} como subconjunto 
de А y tenemos que (уу. y», - - -} es compacto. Pero (U;) es un recubrimiento abierto 
que no contiene un subrecubrimiento finito, lo cual es una contradicción. Así, x, tiene 
una subsucesión convergente. El límite está en A, pues А es cerrado, por el lema 1. 

Recíprocamente, supóngase que Á es secuencialmente compacto. Para demostrar 
que A es compacto, sea (U,) un recubrimiento abierto de A. Necesitamos demostrar que 
tiene un subrecubrimiento finito. Para ello procedemos siguiendo varios pasos. 
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Гета 3 Existe r>0 tal que para todo y € A, Ру, r) С О, para algún U; 


Demostración Еп caso contrario, para todo n existirá у, tal que Ю(у„, 1/n) no está 
contenido en ningún U,. Por hipótesis, y, tiene una subsucesión convergente, digamos, 
Z, > z € A. Como los conjuntos О; recubren A, z Є U, para algún U,, Elijamos e > 0 
tal que D(z, £) С U, lo que es posible porque U; es abierto. Sea N lo suficientemente 
grande para que d(2y, 2) < €/2 у 1/N < £/2, Entonces О(г, 1/N) С U,, una contra- 
dicción. v 


Lema 4 Aes totalmente acotado (véase la definición 3.1.4). 


Demostración Si A no fuese totalmente acotado, entonces para algún € > 0 no 
podríamos recubrir A соп un número finito de discos. Elijamos y, EA e y, EAWDO:, €). 
Por hipótesis se puede repetir el proceso: elijamos y, € А\[0(у,, £) U +++ U Ру, 1, EN- 
Ésta sería una sucesión tal que 4(у„ Ya) > € para todo п y т, por lo que у, no tendría 
ninguna subsucesión convergente, lo que contradice la hipótesis de que A es secuencial- 
mente compacto. v 


Para terminar nuestra demostración, sea r como en el lema 3, Por el lema 4, pode- 
mos escribir A С D(y,, r) U ++- U D(y,, r) para un número finito de у. Por el lema 3, 
рор ғ) С и, ј= 1,..., п para algún índice і. Entonces U,, ..., U; recubren А. ш 


3.1.5 Teorema Un espacio métrico es compacto sii es completo y totalmente aco- 
tado. 


Demostración Primero supongamos que M es compacto. Por 3.1.3, es secuencial- 
mente compacto. Así, si x, es una sucesión de Cauchy, tiene una subsucesión convergen- 
te y entonces, como en 1.4.7, toda la sucesión converge. Por lo tanto, M es completo. 
También es totalmente acotado, por el lema 4, 

Recíprocamente, supóngase que M es completo y totalmente acotado. Por 3.1.3, 
basta mostrar que M es secuencialmente compacto. Sea y, una sucesión en M; podemos 
suponer que los términos y, son todos distintos, ya que si y, se repite infinitas veces, 
existe una subsucesión convergente trivial, y si existe un número finito de repeticiones, 
podemos simplemente eliminarlas. Dado un entero N, recubrimos M con un número 
finito de bolas D(x; , 1/№),..., Юсу, 1/N). En una de estas bolas hay infinitos уу. Comen- 
cemos con N = 1. Escribamos M = Ро DU---U Рб 1), de modo que podemos 
seleccionar una subsucesión de y, que está totalmente contenida en una de estas bolas. 
Repitamos el procedimiento para N = 2, para obtener otra subsucesión contenida en una 
bola fija de radio 1/2, y así sucesivamente. Ahora elijamos la subsucesión “diagonal”: 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 3 167 


el primer elemento de la primera sucesión, el segundo de la segunda, etcétera. Esta 
sucesión es de Cauchy y, como M es completo, converge. п 


3.2.1 Teorema de Heine-Borel Un conjunto A C R" es compacto sii es cerra- 
do y acotado. 


Demostración Ya hemos demostrado que los conjuntos compactos son cerrados y 
acotados; ahora debemos mostrar que un conjunto A С К" es compacto si es cerrado 
y acotado, Daremos dos demostraciones de este hecho. 


Primera demostración Esta demostración se basa en el teorema de Bolzano- 
Weierstrass y el hecho de que cualquier sucesión acotada en R tiene una subsucesión 
convergente, que demostramos en 1.4.3. De hecho, demostraremos que un conjunto 
cerrado y acotado A es secuencialmente compacto. Sea х, = (х1, х2, ..., xg) Є К" una 
sucesión. Como A está acotado, х! tiene una subsucesión convergente, digamos, ху, er 
Entonces X} tiene una subsucesión convergente, digamos хь. Continuamos de esta 
777—5 manera para obtener una subsucesiónx75="((x jus" 752" pw) talquetodas-suscompo--- - — -—] 
nentes convergen. Así, ху m converge en К”. El límite está en A, puesto que A es cerrado. 
Así, A es secuenciaimente compacto, y por tanto compacto. ш 


Segunda demostración Esta demostración usa directamente la definición de com- 
pacidad en términos de recubrimientos abiertos. Comenzamos con un caso particular: 


Lema 1 Zos intervalos cerrados [a, Б] en R son compactos. 
Demostración Sea U= (U,) un recubrimiento abierto de [a, b]. Defínase 
C= {x€ (a, b) | el conjunto [a, x] puede recubrirse con una colección finita de los U;}. 


Queremos demostrar que C = [a, b]. Para esto, sea с = sup(C). El supremo existe, pues 
С +Ø (ya que a Є С) у C está acotado superiormente por b. Como a Є Су bes una 
cota superior de С, с E [a, b}, por definición de sup(C). Supongamos que с € U,,; tal 
U, existe porque los conjuntos U, recubren [a, b]. Como О, es abierto, existe € > O tal 
que Je — €, c +e[ C U, Como c = sup(C), existe x Є С tal < que c- e <x < с (véase la 
proposición 1.3.2). Como x E C, [a, x] tiene un subrecubrimiento finito, digamos, 
U,, ..., Uy; entonces [а, с + #72] también tiene el subrecubrimiento finito U,, . . . , Оў, 
Uy Así. podemos concluir que с E Су, además, que с = b. De hecho, si с < b, obten- 
dríamos un elemento de С mayor que с, pues [a, с + €/2] tiene un subrecubrimiento 
finito, lo cual no puede ocurrir, ya que с = sup(C). v 
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Nota. ¿Por qué no sirve esta demostración para la, b), [a, b[ o [a, œ[? 


Гета 2  SiACR'escompacto y xy ER”, entoncesA X (xp) CR” х R” es compacto. 


Demostración Sea U un recubrimiento abierto de A х {x} y 
у= {V| V= {y |, xp) € U}, para algún U € U}. 


Entonces V ез un recubrimiento abierto de A en R”, y por lo tanto, У contiene un 
subrecubrimiento finito de A, digamos, V' = (V,,..., V,). Cada V, Є У corresponde a 
un V; € Y; U'=(U,,..., U,) es entonces un subrecubrimiento finito en R’ х R” de 
А х (х). v 


E! siguiente paso es un argumento de inducción. 


Lema 3 Si [-R, К]! C R"! es compacto, entonces [-R, RJ" CR" es compacto, 
donde [-R, R} = [-R, R] х... X [-R, R], n veces. 


Demostración Supóngase que [-R, R]"-! es compacto у que U es un recubrimiento 
abierto de [-R, А]". Definamos 


S= {x E [-R, R] | [ER, RI х [-R, x] C R” tiene un subrecubrimiento finito en Y. 


Ahora, -R Є S, pues [-R, R]"-' es compacto, por hipótesis; entonces, el lema 2 implica 
que [-R, R]"-! х {-R} tiene un subrecubrimiento finito еп U. Como S está acotado 
superiormente por R, tiene un supremo, digamos, xp. Probaremos que x, = R, lo que 
demostrará el lema, 

Sea U’ С Шип subrecubrimiento finito de [-R, RJ"! х {x}. Para cada punto (y, х) Є 
[-R, RJ! x (xp), existe €, > 0 tal que О((у, ху), Ye.) está recubierto por U’. Сото 


Vy = бу, єу)х Xo — Ey, xo + Eyl C DK(y, xo), V2E,), 


éste estará recubierto por U’. Consideremos el recubrimiento abierto У = (Y, [> Є [- 
К, Кү} de [-R, R]""* х (xp). Por el lema 2, У contiene un subrecubrimiento finito de 
[-R, RI! х {x}, digamos (Vis 0, Sea € =inf(E,,...,£,,). Entonces 


РА оо 
[-R, R]"T! х рхо — е, xo + ef С U Vys 


izl 


у, por lo tanto, [-R, RJ! х ]x, — €, xo + &[ está recubierto por U”. 


Con este є, existirá x Є S tal que xp- € < x < xy. Como x Є S, existe un subrecu- 
brimiento finito Ш" С U que recubre [-R, RJ"! х [-R, x], y U' U Y es ùn recubrimiento 
finito de [-R, RJ? х [-R, xy +€[. Así, xy E 5. Supongamos que xy < R; sea Otal que xp + 
8< R yx) + Ô< x + £. Así, [-R, RJ"! х [-R, xo + б] está recubierto por 4” U U", y Xot 
8 Є 5, una contradicción; en consecuencia, xo = К. v 


Para concluir la demostración del teorema de Heine-Borel, sea А С R” cerrado y 
acotado. Como está acotado, existe R > 0 tal que A C [-R, RJ". Los lemas 1 y 3 demues- 
tran que [-R, А]" es compacto, El lema 2 en la demostración de 3.1.3 demuestra que A 
es compacto, pues es un subespacio Cerrado del conjunto compacto [-А, RI”. п 


3.3.1 Propiedad de los conjuntos encajados Sea F, una sucesión de con- 
juntos compactos no vacíos en un espacio métrico M tales que ЕЁ, C F, para todo k= 
1,2,.... Entonces existe al menos un punto en ME, Fy. 


Demostración... En.el.conjunto. compacto А = F,, Jos conjuntos Fy, Ez... tienen la 
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propiedad de intersección finita, pues la intersección de cualquier colección finita de 
ellos es igual al conjunto F, de índice mayor. Por el ejemplo 3.1.9, 


fo, оо 
ELN (ñ a) =H}. m 
k=l k= 
3.5.2 Teorema Los conjuntos conexos por arcos SON CONEXOS, 
Comenzaremos demostrando un caso particular del teorema. 


Lema El intervalo (а, Б] es conexo. 


Demostración Supongamos que el intervalo no fuera conexo. Entonces existirían 
dos conjuntos abiertos U y V tales que UN [a,b] +Ø y VN la, bh) #@,[а, b] ONUN 
V =Ø, y [a, b] È U U V. Supongamos, además, que b € V. Sea c =sup(U N (a, b]), que 
existe porque U П [a, b] es no vacío y está acotado superiormente. El conjunto U A [a, 
b] es cerrado, pues su complementario es V U (RVa, b]), que es abierto. Así, c E UN 
[a, b] (véase el ejercicio 8 del capítulo 2). Ahora, с + b, pues c ё Vy b Є У. 
Afirmamos que cualquier vecindad де с interseca a V N [a, b]. Para verlo, obsérvese que 
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c. # b y que ninguna vecindad dé с puede estar totalmente contenida en U, pues с = 
sup(U N [a, b]). Esto demuestra la afirmación y muestra que с es un punto de acumula- 
ción de V N [a, Б]. Сото U N [a, b], el conjunto V N [a, b] es cerrado, y entorices e E 
V N [a, b]. Esto contradice la afirmación de que V N UN [a, b] =Ø. v 


Corolario No existen subconjuntos cerrados disjuntos no vacíos C, D de [a, b} 
cuya unión sea [а, Б]. 


Esto se sigue del lema, si U=RMD y V = К\С. 


Demostración del teorema 3.5.2 Supongamos que A no es conexo. Por defi- 
nición, existen dos conjuntos abiertos U, Y que separan A; es decir, los conjuntos U y У 
son tales que A C UU Y,AN UN V=Ø, UNA FD y VNAFO. 

ЅсапхЄ UNAey EVNA. Como A es conexo por arcos, existe un arco continuo 
ф: fa, b] > A que une x con y. Sean C = gU) y D= фЧУ), de modo que C, DC la, 
b]. Supongamos que f E С y que f > t. Entonces t E [a, b], pues [a, b] es. cerrado; 
(h) Є U, por definición de C, у Plt) > ((1), por continuidad. Afirmamos que p(t) Є 
U; en caso contrario, (Г) Є V y como V es abierto, p(1,) E V para k suficientemente 
grande, lo que contradiceel hecho de que p(1,) Є U, que no interseca а A N V. Así, (e 
U y entonces Ces cerrado. Análogamente, D es cerrado. Entonces С, D son no vacíos, 
pues a E C y b Є D, y son disjuntos, ya que СПО = ФО) П UV) =p (UN V= 
Øy CU D= gU) U p UV) = pU U V) = ф(А) = [a, b]. Obtenemos, pues, una 
contradicción con el corolario del lema, luego A debe ser conexo. и 


Ejemplos resueltos del capítulo 3 
Ejemplo 3.1 Muéstrese que A = {x € R” | |x|] < 1) es compacto y conexo. 


Solución Para mostrar que A es compacto, a que es cerrado y acotado; 
Para mostrar que es cerrado, consideremos КА = {x Є Е" | lx} > 1) = В: Para todo 
x E B, D(x, |х| - 1) С B, de modo que В es abierto y, por tanto, A es cerrado. Claramen- 
te A está acotado, pues A С D(O, 2); por lo tanto, А es compacto. 

Para mostrar que А es conexo, mostraremos que es conexo рог arcos. Sean x, y € А. 
Entonces, la línea recta que une x e y es el arco pedido. Explícitamente, usamos ф : [0, 
1] > R", p() = (1 — Ох + ту. Se puede ver que p(1) Є A, pues |40) = (1 -lll + ri 
Ж (1-1) +1= 1, por la desigualdad triangular. Ф 
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Ejemplo 3.2 Sean A СЕ", x €A e y ERMA. Sea ф: [0, 1] > R" un arco (conti- 
пио) que une x e y. Muéstrese que existe t tal que ф(ту Є дА. 


Solución Intuitivamente, este resultado dice que un arco que une un conjunto con 
su complémento debe atravesar la frontera del conjunto en algún punto. Véase la figura 
3.E-1. І 


punto de | 
perforación 


ðA 


FIGURA 3.E-1 Un arco que une А con К^\А 


Sea B = {x € [0, 1]1 p(10, x]) СА} С [0, 1]. Entonces, B # Ø, pues 0 € B. Sea t= 
sup(B). Mostraremos que p(1) Є дА. Sea U una vecindad de Ф002. Elijamos+, € [0, 1, 
t, > 1, tal que P(1,) € A. Esto es posible, por la definición de B. Entonces p(t,J Є U para 
k suficientemente grande, рог la continuidad de q. Por la definición de +, existe un 
puntos, tal quef < s, £ t+ 1/k y p(s) E A. Ahora, s, > t y entonces, por la continuidad 
de €, p(s;) 6 U para k suficientemente grande. Así, U contiene рии дед y de RA; 
por la proposición 2.6.2, pt) EJA Ф 


Ejemplo 3.3 Demuéstrese que un conjunto A CR es conexo sii es un intervalo (un 
intervalo es un conjunto de la forma [a, b], [a, b[, la, b] 0 Ja, Ы, donde a o b pueden ser 
+оо en un éxtremo abierto del intervalo). 


Solución ` Ya hemos visto que los intervalos son conexos, pues son conexos por ar- 
cos. Ahora, para el recíproco, supóngase que A-no es un intervalo, Mostraremos que 
entonces no es conexo. Decir que А ño es un intervalo significa que existen puntos x, у, 
z tales qùe x < y < z, con x, z € А e y А (¿por qué?). Entonces U = ]J—%, y[ y V= ]y, | 
son.conjuntos abiertos tales que A C UU V, UN VNA=Ø, UNA #Øy VNA #02. 
Por lo.tánto, А no es conexo. Ф i 


Ejemplo 3.4 Sea A un subconjunto conexo y abierto de R". Demuéstrese que А es 
conexo por arcos. 


e РАТИО ЧИА 
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Solución La solución ilustra una técnica importante para el uso de la conexión. 
Seanx EA yB={y EA | Xa € у se puede unir mediante un arco continuo). Obviamente 
Xo E B, de modo que B + Ø. Айгтатоѕ que В es abierto y cerrado como subconjunto 
de A; es decir, B es abierto y cerrado con respecto de A. En primer lugar, B es abierto, 
por la siguiente razón: si у Є B, elijamos un disco D(y, £) C A, lo que es posible ya que 
A es abierto. Si z E D(y, €), entonces z € B, pues podemos construir un arco continuo 
de xy a z mediante la concatenación de un arco de хуа y con la línea recta de уа (е! 
lector debe demostrar que esto produce un arco continuo). Así, D(y, є) С В, de modo 
que B es abierto. Para probar que B es cerrado, sea y, E B tal que y, > y E A. Como A 
ез abierto, existe-£ > O tal que D(y, £) C A. Como y, > y, existe N tal que y, € DG, £) 
рага k > N. Al unir хо con yy mediante un arco continuo, seguido de la línea recta de Ум 
ау, vemos que y Є B, por lo que В es cerrado. Сото В + Ø y Bes abierto y cerrado еп 
A, obtenemos В = А (сп caso contrario, B y В\А separarían а A). Así, todo punto.enA se 
puede unir con хо mediante un arco continuo, luego А es conexo porarcos. # 


Ejercicios del capítulo 3 


1. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son compactos? ¿Cuáles son conexos? 
а. {(х\, 1) ER? 
Ь. (xER” Hi = 10) 
с [ER |1 s|] 2} 
d. Z= {enteros en R} 


kals 1} 


е. Un conjunto finito en R 
£ {xE R" | = 1} (distíngase entre los casos a = 1 y n > 2) 
в. El perímetro del cuadrado unidad en R? 
h. La frontera de un conjunto acotado еп R 
Ei Los racionales en [0, 1] 
j. Un conjunto cerrado en [0, 1] 


2.  Denméstrese que un conjunto A C К" no es conexo sii podemos escribirá С F, U 
F» donde F,, F, son cerrados, A N F, N F,=9,F,NA #@, Е,Г\А $Ø. 


3. Demuéstrese que en R” un conjunto infinito acotado A tiene un punto de acumu- 
lación. 


4. — Muéstrese que un conjunto А está acotado sii existe una constante M tal que d(x, 
y) = M para todo x, y E A. Proporciónese una definición plausible del diámetro 
de un conjunto y reformúlese su resultado. 
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5.  Muéstrese que los siguientes conjuntos no son compactos, exhibiendo un 
recubrimiento abierto que no contenga un subrecubrimiento finito. 
а. GER" lxd< il). 
b. Z, 105 enteros en R 

6.  Supóngase que F, es una sucesión de conjuntos compactos no vacíos que satisfa- 
cen la propiedad de los conjuntos encajados, de modo que diámetro(F,) => 0 
cuando $ > vo, Muéstrese que existe exactamente un punto en N {Ру}. (Por defi- 
nición, diámetro (F,) = sup{d(x, у) |х y € А). 

7. Sca х, una sucesión en R” que converge a x y sean А = [Xp х1, - |. Muéstrese 
que {x} = NZ СКА). ¿Es esto cierto para cualquier espacio métrico? 

8. ЅеапА C R” un conjunto compacto y x, una sucesión de Cauchy en R” tal que x, Є 
A. Muéstrese que x, converge a un punto en А. 

9.  Determínese (mediante una demostración o un contraejemplo) la veracidad o fal- 
sedad de los siguientes enunciados: 
a. _ (A es compacto еп R”) = (RA es conexo). 
b. (А es conexo en R’) > (RA es conexo). 
с. (А cs conexo en R”) = (A es abierto o cerrado). 
а. (А={хЄК" | xl = 1р => (К“\А es conexo) [Sugerencia: verifíquense los 

саѕоѕл= 1 yn > 2.) 

10. Un espacio métrico M es localmente conexo por arcos si cada punto de M tiene 
una vecindad U tal que U es conexo por arcos. (Esta terminología difiere un poco 
de la que aparece en los libros de topología.) Muéstrese que (M es conexo y 
localmente conexo por arcos) & (М es conexo por arcos). 

ll. а. Demuéstrese que si А es conexo en un espacio métrico M y A C B С сЦА), 


entonces В es conexo. 

b. Dedúzcase de a que las componentes conexas de un conjunto Å son relativa- 
mente cerradas. Encuéntrese un ejemplo en el que no sean relativamente 
abiertas. (С С А es relativamente cerrado en A si С es la intersección de 
algún conjunto cerrado en M con A; es decir, si С es cerrado en el espacio 
métrico А.) 

с. Muéstrese que si una familia (B,) de conjuntos conexos es tal que В, N B,£9 
para todo i, j, entonces U,B, es conexo. 

d. Dedúzcase de e que todo punto de un conjunto está dentro de una única 
componente conexa. 

e. Utilícese e para mostrar que R” es conexo, partiendo del hecho de que las 
rectas en R" son conexas. 
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12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


Capítulo З Conjuntos compactos y conexos 


Sea 5 un conjunto de números reales que no es vacío y que está acotado superio- 
rmente. Sea -5 = {х Є К Е Є 5}. Demuéstrese que 

а. -S está acotado inferiormente. 

b. sup S=-—inf(-S). 


Sea M un espacio métrico completo y F, una colección de subconjuntos cerra- 
dos no vacíos (no necesariamente compactos) de M tales que Р, С Е, y diáme- 
tro (F) > 0. Demuéstrese que NZ, F, consta de un Único punto; compárese este 
resultado con el del ejercicio 6. 


a. Unpuntox € A C M es aislado en el conjunto A si existe una vecindad U de 
x tal que U N A = {x}. Muéstrese que esto es equivalente a decir que existe £ > 
O tal que para todo y E A, y # x, tenemos d(x, y) > €. 

b. Un conjunto es discreto si todos sus puntos son aislados. Proporciónense 
algunos ejemplos. Muéstrese que un conjunto discreto es compacto sii es 
finito, 


Sean K, CM, y K, C M, conjuntos conexos por arcos (respectivamente, co- 
nexos, compactos). Muéstrese que K, X K, es conexo por arcos (respectivamen- 
te, conexo, compacto) en M, X Ma. 


Si x, > x en un espacio normado, demuéstrese que x| 1]. ¿Es cierto el recí- 
А q i 

proco? Utilícese este resultado para demostrar que {x Є Ж" | [х| = 1) es cerrado 

por medio de sucesiones. 


Sea K un conjunto cerrado no vacío en R” y x € R'\K. Demuéstrese que existe 
y EKtal que d(x, у) = іп, z) hz Є K} ¿Es cierto esto para conjuntos abiertos? 
¿Es cierto en espacios métricos generales? 


Sea F, CR dado por F, = {x la 2 0y2-1/n £x ж 24 1/1}. Muéstrese que 
Na Ё, # Ø. Utilícese este resultado para probar la existencia de /2. 


Sean V, C M conjuntos abiertos tales que cl(V,) es compacto, V, ED yelv,) С 
V,-1: Demuéstrese que NZ, V, 4 Ø. 


Demuéstrese que un conjunto compacto A es cerrado de la siguiente forma: sea х 
un punto de acumulación de A y supongamos que х @ A; рага cada y E A elegi- 
mos vecindades disjuntas U, de y y V, de x. Considérese el recubrimiento abierto 
{U} 


а. Demuéstrese que un conjunto A С M es conexo sii Ø y A son los únicos 
subconjuntos de A que son relativamente abiertos y cerrados сп А. (Un con- 
junto U C A es relativamente abierto en Asi U=VNA para algún conjunto 
abierto V C M; “relativamente cerrado en A” se define de manera análoga.) 

b. Demuéstrese que Ø y R” son los únicos subconjuntos de R” que son abiertos 
y cerrados a la vez. 


Ejercicios del capítulo 3 


Encuéntrense dos subconjuntos А, В С R? y un punto xy € R? tales que A U B no 
sea conexo pero que A U B U (xp) sí lo sea. 


Sean Q los racionales en R. Muéstrese que ni Q ni los irracionales R\Q son 


Demuéstrese que un conjunto А C M no es conexo si podemos escribir A como la 
unión disjunta de dos conjuntos В y C de modo que ПА # 2, CNA + Ø, y que 
ninguno de los conjuntos B o C tenga un punto de acumulación que pertenezca al 


Demuéstrese que existe una sucesión de enteros distintos My, Az ...— tales que 
Muéstrese que puede reemplazarse la propiedad de completitud de R por la pro- 
Sea A C R un conjunto acotado. Muéstrese que A es cerrado sii para toda suce- 


sión x, E A, lím sup x, E A y lím inf x, EA. 


Sea A C M un conjunto conexo con más de un punto. Muéstrese que cada punto 


de A esun punto de acumulación ает 


xi + у! = 1]. Muéstrese que A es compacto. ¿Es conexo? 


Sea U, una sucesión de conjuntos abiertos acotados en R". Demuéstrese o refútese: 


Supongamos que A С Ж" no es compacto. Muéstrese que existe una sucesión F, D 
F, D F,- ++ de conjuntos cerrados tales que F, N A # Ø para todo k y que 


© 
[кє | ПА = е. 
k=1 


Sea x, una sucesión en R° tal que |х, = х, € 1/0? + п), n > 1. Muéstrese que x, 


22. 
23. 
conexos. 
24. 
otro conjunto. 
25. 
т, _,„ Sen п, existe. 
26. 
piedad de los conjuntos encajados. 
27. 
28. 
29. ЅеадА = ((х, у) ER” 
30. 
а. ДШ es abierto. 
b. N&, Un es abierto. 
с. MERO) es cerrado. 
d. (12, (R"\ 01) es compacto. 
31. 
32. 
converge. 
33. 


Teorema de la categoría de Baire. Un conjunto $ en un»espacio métrico es 
nunca denso si para cada conjunto abierto no vacío U, tenemos cl(S) N U # О, о, 
de forma equivalente, int (с1(5)) # 2. Muéstrese que R” no se puede escribir 
como la unión numerable de conjuntos nunca densos. 
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34. 


35. 


36. 
37. 


38. 


39, 


40. 


Capítulo З Conjuntos compactos y conexos 


Demuéstrese que cualquier conjunto cerrado A C M es la intersección de una 
familia numerable de conjuntos abiertos. 


Sea a ER y definamos la sucesión сц, 4), ...enR como asaya, = 0, -а 
1+ | sin> 1. ¿Para qué valores de a ER la sucesión es 


ан 


а. monótona? 
b. acotada? 


с. convergente? 


Calcúlese el límite en los casos en que converja. 

Sea A CR” no numerable. Demuéstrese que А tiene un punto de acumulación. 
Sean A, В С М con А compacto, B cerrado y A N В =Ø, 

а. Muéstrese que existe є > 0 tal que d(x, y) >€ para todo xE Aey €B. 

b. ¿Es cierto esto si A, B son cerrados solamenic? 


Muéstrese que A C M no es conexo sii existen dos conjuntos abiertos disjuntos U, 
V tales que UNA FO, VNAFOyACUUV. 


Sea F, = [0, 1/3] U [2/3, 1], obtenido de (0, 1] eliminando el tercio del medio. 
Repitiendo el proceso obtenemos 


F,=[0, 1/9] U [2/9, 1/3] U [2/3, 7/9] U [8/9, 1]. 


En general, Р, ез una unión de intervalos y F,,, se obtiene al eliminar el tercio del 
medio de cada uno de estos intervalos. Sea C = N2, F, el conjunto de Cantor. 
Demuéstrese: 


a. Ces compacto. 

b. C tiene infinitos puntos. [Sugerencia: analícense los extremos de El 
с. in(C)=9. 

9. Ces perfecto; es decir, es cerrado y no tiene puntos aislados. 


е.  Muéstrese que C es totalmente disconexo; es decir, si x, vECyxéy, 
entonces x Є U e y Є V, donde U y V son conjuntos abiertos que separan С. 


Sea F, una colección de conjuntos compactos encajados (es decir, Fi EFD: 
Supongamos, además, que cada Ё, es conexo. Demuéstrese que N$, [FJ es co- 
nexo. Encuéntrese un ejemplo que muestre que la compacidad es una condición 
esencial y que no podemos suponer simplemente que “F, es un encaje de conjun- 
tos conexos cerrados”, 


“diferenciábilidad. 


Capítulo 4 
Transformaciones continuas 


Para obteher teoremas útiles e interesantes, a veces es necesario imponer restricciones 
sobre los objetos matemáticos que se estudian. En este capítulo imponemos la condición 
de que las funciones analizadas sean continuas, e investigaremos algunas consecuen- 
cias de esta restricción. En el capítulo 6 estudiaremos una restricción aún mayor: la 


$4.1 Continuidad 


En primer lugar analizaremos el concepto de continuidad para las funciones de valores 
reales sobre la recta real R. La figura 4.1-1а muestra una función continua y la figura 
4.1-1b muestra una función discontinua, Una función continua tiene la importante propie- 
dad de que si x está cerca de xp, f(x) está cerca de (хо) (сото lo muestra la figura 4.1-1а). 
Por otro lado, en la figura 4.1-16, aunque x esté muy cerca de xp, f(x) no necesariamen- 
te está cerca de f(xp). El lector debería estar familiarizado con estas ideas de sus cursos 
de cálculo de una variable. 

Para definir la continuidad en términos más generales y precisos, primero vamos a 
definir el concepto de límite de una función en un punto. Sean (M, d)y (N, p) dos espa- 
cios métricos, А C M, y f: А — N ùna función dada. 


4.1.1 Definición Supongamos que xy es un punto de acumulación de A. Decimos 
que b EN es el límite de f en xo, lo que denotamos 


lím fœ) = Б 
X—30 


si dado e > 0 existe 8>0 (que posiblemente depende de f, xy y €) tal que para todo x Є 
A que satisfaga x # Xp y d(Xo х), tenemos que р( f(x), b) < є. 
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(a) (b) 


FIGURA 4.1-1 (а) Función continua; (Б) función discontinua 


Intuitivamente, esto quiere decir que cuando x tiende a хо, f(x) tiende a b. También 
escribimos f(x) > b cuando x > ху. (Compárese esta idea con el concepto de límite de 
una sucesión.) Obsérvese que si ху no es un punto de acumulación, no existen otros 
puntos de A cerca de xo, en cuyo caso la condición es vacía. 


Nota. Siempre que hagamos afirmaciones para espacios métricos, debemos pre- 
guntarnos: ¿Cuál es el enunciado correspondiente para R”? De la misma forma, cuan- |. 
do se nos dé un enunciado o un problema рага R", debemos preguntarnos: ¿Es esto 
particular de R", o funciona en general en un espacio métrico, un espacio normado о 
un espacio vectorial? 


En general, lím sx J (¥) no tiene por qué existir. Por ejemplo, sea f: R \ (0) > R 
dada por f(x) = 1 six <0 y f(x) =2 six > 0. Entonces 0 es un punto de acumulación de 
RA {0}, pero lím, >o f(x) no existe. Sin embargo, si f(x) = 1 cuando x # 0 y /(0) = 0, 
entonces lím, >; f(x) = 1. Otro ejemplo es la función f: R\ {0} >R, Хо) = ѕеп(1/х); 
esta función oscila cada vez más rápidamente cerca de 0 y, por lo tanto, no puede tender 
a límite alguno. 

Si lím,_,, existe, entonces es único, por lo que estamos justificados a hablar de el 
límite де fen х,. Para demostrarlo, supongamos que lím ran ДХ) = Рур". Para probar 
que b=b', sea € > 0, entonces existen б, > 0 y б, > 0 tales que 0 < d(x, Xp) < д, implica 
PF), Б) <є/2 y 0 <d(x, ху) < & implica р(х), b')<e/2.Sea S= mín(ó,, ô}; enton- 
ces 0 < d(x, xp) < 5 implica p(b, Б) < p(b, FOD + PY, Ь') < €/2 + &/2 = €, por la 
desigualdad triangular. Así, p(b, b') < € para todo € > 0, luego p(b, Б') = 0, lo que 
significa que b = Ь', Obsérvese que en 4.1.1, si no pedimos que x, sea un punto de 
acumulación, entonces los límites no tienen por qué ser únicos. 


e A A аттат раце о 


841 Continuidad 


Hay algunos casos particulares de 4.1.1 en los que se usa una notación particular. 
Por ejemplo, supongamos que f está definida (al menos) en А = ]xo a] С R para algún 
a > xo y que f tiene valores reales. Entonces 

lím /(х) = b 


5—4 


significa el límite де f con dominio A = xp, al, En otras palabras, para cada € > 0 existe 
8>0 tal que |x—xp] < & y x > xp implica que [Ао 4 < є. Así, estamos analizando el 
límite de f cuando x tiende a хо por la derecha. En forma análoga, podemos definir 
ит fa) = Б, 
хех 
el límite cuando x tiende a xy por la izquierda. Llamamos a estos límites, por razones 
obvias, límites laterales. El lector debería tener claro ahora cómo definir expresiones del 
tipo lím, > f(0) = a, y similares. 
Ahora ya estamos en condiciones de definir la continuidad de una función en un 
punto. 


41.77 Definición Sean A C M, Ў АМ yi E'A Decimos que f es continua en ~ 


Xo Si xo no es un punto de acumulación de А o si т, /(х) = Оо). 


Esta definición requiere la existencia delím „x, Р(х) además de especificar su va- 
lor. Puede replantearse como sigue: 


_ fes continua en el punto xy de su dominio sit para todo £ > 0 existe > 0 
tal que para todo x Є A, d(x, xp) < б implica pfx), (fp) < €. 


En la definición 4.1.1 necesitamos especificar que x # хо, pues f no tenía necesaria- 
mente que-estar definida en ху, pero en este caso no es preciso especificar x ў Xo, puesto 
que nuestra condición claramente es válida si х = хо Obsérvese que, en el importante 
caso particular en que f: А C R” => R”, fes continua en ху EA sii para todo € >0 existe 
б> 0 ral que para todo x E А que verifique lx = xol < tenemos que о = л] <E. 


4.1.3 Definición Una función f: A C M — N es continua en el conjunto B С Asii 
es continua en cada punto de B. Si sólo decimos que f es continua, queremos dara en- 
tender que f es continua en su dominio А. 


Hay otras formulaciones útiles del concepto de continuidad, una de las cuales apa- 
rece en el apartado iii del teorema siguiente y es particularmente significativa, pues 
sólo involucra la topología (es decir, los conjuntos abiertos), por lo que puede aplicarse 
a situaciones más generales. 
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4.1.4 Teorema Sea у: А С М >N una transformación. Entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 


і fes continua en A. 
ii. Para cada sucesión convergente x, > ху еп A, tenemos f(x) > f(x). 


iii. Рага cada conjunto abierto U en N, f'(U) C A es abierto relativo a A; es decir 
JXU) = У П A para algún conjunto abierto V. 


iv. Para cada conjunto cerrado F C N, (ОЈ) СА, es cerrado relativo a A; es decir, 
ГУЕ) = С ПА para algún conjunto cerrado С. 


La condición її де este teorema tiene una versión similar para límites, que se puede 
demostrar de la misma forma. Explícitamente, si f: A C MN y xy es un punto de acu- 
mulación de A, entonces 


lím f(x)=b siy sólo si lím fx) = Б 
X—XQ коо 

para toda sucesión х, Є A que converge a xp, tal que х, ў Xp. 

Es evidente a partir de este teorema que nuestra definición de arco continuo, dada 
en el capítulo 3, coincide con la continuidad como la hemos definido ahora. En 84.3 
presentaremos algunos teoremas que nos permitirán establecer rápidamente la conti- 
nuidad de algunas de las funciones más comunes. | 

Vamos ahora a analizar brevemente la plausibilidad del teorema. En primer lugar, 
debería estar claro que i y ii dicen lo mismo, pues i significa que f(x) está cerca de f(x) 
si x está cerca de xo, y ii es igual salvo porque se permite el acercamiento de x a xy por 
medio de una sucesión. Las afirmaciones йі y iv también dicen lo mismo, si recorda- 
mos que los conjuntos abiertos son complementarios de conjuntos cerrados. 

Veamos qué nos dice iii. Sea U un pequeño conjunto abierto que contiene a f(xp). 
El hecho de que f-'(U) sea abierto quiere decir que existe todo un disco abierto con 
centro en хо contenido en f""(U). En este disco, x tiene su imagen en U, que representa 
puntos cercanos a f(x). En otras palabras, si usamos U como una medida de la cercanía 
de f(x) a (х), y si x está lo suficientemente cerca de xy (es decir, si x E FU), f(x) 
estará cerca de f(x). Por lo tanto, esto representa la misma idea expresada en i. 


4.1.5 Ejemplo Sea у: К" —э К” la función identidad x кэ x. Muéstrese que f es 
continua. р 


Solución Ғіјатоѕ x, Є К”, Por definición, debemos encontrar 5> 0 рага £ > 0 dada 
tal que |e- xoll < implique 11263) = |< є, Si elegimos д = ғ, la definición se con- 
vierte en la afirmación de que ||x ~ x, |< £ implica ІА = х | < є, lo que es una tautología. 
Por lo tanto, fes continua. 
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4.1.6 Ejemplo 5а: )0, o[ >R,x кэ 1/x. Muéstrese que f es continua. 


Solución — Fijemos x, € JO, ®[; es decir, fijemos xp > 0. Para determinar б, analice- 
mos la expresión 


E 
xol 


1_ 
х 


I% -feo = 


Si |x- xol < 6, entonces obtendríamos 


6 
vasito < S =L 


[xxo] хо 


Si 8<x,/2, entonces x > xy/2 (figura 4.1-2) de modo que б/хх, < 28/22. Así, dado e > 
0, elegimos 6 = mín(x,/2, ex] /2). Entonces f(x) —f(x0) <€ si к - | < бу, por lo tanto, 
f.es.continua,en,.xy. $ 


0 % 
2 


FIGURA 4.1-2 Elección de б para el ejemplo 4.1.6 


4.1.7 Ejemplo Seaf:R"—>R" continua. Muéstrese que el conjunto {хєЄК' | [7 (х) < 
1) es abierto. 


Solución El conjunto dado es iguala f”(([y | lblI< 1р), que es la imagen inversa de un 
conjunto abierto, por lo que el teorema 4.1.4iii implica que el conjunto es abierto. Ф 


Ejercicios de 54.1 


l а Seaf: R=>R,x Hx. Demuéstrese que f es continua, 


b.  Seaf: RR, (x, y) > х. Demuéstrese que f es continua. 
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2.  Utilícese el apartado b del ejercicio 1 para mostrar que si U С R es abierto, en- 
tonces А = (х, y) E R? |х Є U} es abierto. 


3.  Seaf: R? >R continua. Muéstrese que A = [(x, y) E К |0 < f(x, y) € 1) es 


cerrado. 


4. — Demuéstrese en forma directa que la condición iii implica la condición iv del 
teorema 4,1.4. 


5. — Encuéntrese un ejemplo de una función continua f: R > R y un conjunto abierto 
U CR tales que f(U) no sea abierto. 


$4.2 Imágenes de conjuntos compactos y conexos 


En esta sección vamos a estudiar el comportamiento de los conjuntos compactos y co- 
nexos bajo transformaciones continuas. Es crucial distinguir entre los términos imagen 
y preimagen (es decir, la imagen inversa) en estos teoremas; compárense los teoremas 
que siguen con el teorema 4.1.1. En esta sección, como en $4.1, M y N son espacios 
métricos con métricas d y p, respectivamente. 


4.2.1 Teorema Supongamos que f: M >N es continua y que K C M es conexo. En- 
tonces ҚК) es conexo. Análogamente, si K es conexo por arcos, también lo es (К). 


Intuitivamente, este teorema confirma nuestra idea de que las transformaciones 
continuas no pueden separar los conjuntos. Si f(X ) fuera disconexo, entonces f debería 
tener discontinuidades para separar К. 

Es interesante que los conjuntos compactos cumplan el mismo tipo de condición que 
los conjuntos conexos (figura 4,2-1). 


4.2.2 Teorema Supongamos que f: М Э Мез continua y que B С М es compacto. 
Entonces f(B) es compacto. 


Tal vez este resultado resulte más fácil de ver si utilizamos la propiedad de Bolzano- 
Weierstrass. De hecho, si f(x,) es una sucesión en f(8), de modo que x, E B, entonces 
podemos extraer una subsucesión convergente de x, y la subsucesión correspondiente 
de f(x,) converge, por el teorema 4.1.4ii. 

Sif: A CR" >R”, podemos aplicar los dos teoremas anteriores a los conjuntos K C 
A y BC A, donde usamos M = А como el espacio métrico del dominio y N = К" como 
el espacio métrico del destino. Obsérvese que K es conexo como subconjunto de A sii 
es conexo como subconjunto de R”, y que lo mismo puede afirmarse para la compacidad. 
(El lector debe proporcionar la demostración de cada una de estas afirmaciones.) 


К сопехо 


В compacto 


a e? 


M 


FIGURA 4.2-1 Las imágenes de conjuntos compactos (o conexos) son compactas (o 
conexas) 


4.2.3 Ejemplo __5‹ SeaKC R? compacto. Demuéstrese que А = {хе ER | existe y tal 


que (x, y € Єк} es “compacto. 


Solución Sea f: R? >R, (x, y) кә x. Entonces f es continua (véase el ejercicio 1 de 
84.1). Afirmamos que A = f(K), de modo que А sería compacto рог el teorema 4.2.2. 
Para demostrar la afirmación, seax € A. Entonces (x, y) E K para algún y, de modo que 

x=f(x, y) Ef(K). Recíprocamente, six=(x, y) para algún (x, y) Є К, entoncesx E A, 
por definición. 


4.2.4 Ejemplo  Encuéntrese una aplicación continua f:ROR y un conjunto 
compacto K CR tales que (К) no sea compacto. Repítase para K conexo. 


Solución Sean f(x) = 0 para todo x € R у К = (0). Entonces f"(K)= Е no es 
compacto. Para la segunda parte, sean f(x) = xX y K= {1}. Entonces f(K)= (1, 1), 
que no es conexo. Ф 


* 


4.2.5 Ejemplo Sea f: К Э К continua y sea А = (К) | lx] = 1). Muéstrese que A 
es un intervalo cerrado, es decir, un conjunto de la forma [a, b]. 


Solución Claramente А =f(S), donde S = {x € R? | [ki] = 1) es la circunferencia 
unidad. Ahora, $ es conexo y compacto, por lo que A es conexo y compacto. Por el 
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ejemplo resuelto3.3 al final del capítulo 3, A es un intervalo, perólos únicos intervalos 
compactos son los intervalos cerrados. Ф 


Ejercicios de $4.2 


1. Seca f: R >R continua. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son necesariamente 
cerrados, abiertos, compactos o conexos? 


а. (xER|f0)=0) 
b. {хЄєВ |00) > 1} 
с. {/О0) ЄК |[х> 0} 
d. {/0)ЄєЕ|0=х=1} 


2.  Verifíquense los teoremas 4.2.1 y 4.2.2 para f: R? > R, f(x, у) = + y, K=B= 
(оу ену 1). 


3.  Encuéntrese un ejemplo de una aplicación continua f: R >R y un subconjunto 
cerrado В С К tales que f(B) no sea cerrado. ¿Es esto posible si B es también 
acotado? 


4. ЗеапА, BCR y supongamos que A X B С R? es conexo. 
a.  Demuéstrese que А es conexo. 
b.  Generalícese el resultado a espacios métricos. 


5. Sean A, BCR y supongamos que AX B CR? es abierto. ¿Debe А ser abierto? 


$4.3 Operaciones con transformaciones continuas 


Es plausible que la composición de funciones continuas sea continua, como veremos en 
seguida. Recordemos que para f: A CM >N y g :B CN >P, conf(A) C B, definimos 
la composición gof: A > P como x нэ g(f(x)). Six está cerca de xp, entonces (g о f)(x) 
está cerca de (g o f)(x), pues f(x) está cerca de f(x,) у por lo tanto ОГО) está cerca de 
90700). Véase la figura 4.3-1. Esto indica la plausibilidad del siguiente resultado, 


4.3.1 Teorema Sean М, Му Р espacios métricos y supongamos que f: ACM=N 
у&:ВС МӘР son transformaciones continuas tales que f(A) С B. Entonces gof: A С 
M > P es continua. $ 
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FIGURA 4.3-1 Composición de aplicaciones 


Por ejemplo, la función e*”* es continua, pues es la composición de dos funciones 
continuas, f(x) = sen x y g(x) = e. 


Nota. Сото ya lo hemos hecho varias veces antes, suponemos conocidas del cálcu- 


lo_las propiedades de las funciones elementales, tales como. ѕеп. х, e", etcétera, Da- |... 


remos un repaso de estas funciones elementales en $5.3 y las usaremos en varios 
ejemplos. | 


El siguiente tcorema da algunas propiedades fundamentales más en relación con la 
aritmética de los límites. En estos resultados usaremos una estructura de espacio vectorial 
para que tengan sentido la suma y la multiplicación por un escalar. Así, restringiremos los 
espacios métricos a espacios normados. Concretamente, M denotará un espacio métri- 
co y Y un espacio vectorial normado. 


4.3.2 Proposición Sean А C М y xy un punto de acumulación de A. 


і. Sean f: A> Y yg: A ә У funciones y definamos f+ g : A —> У mediante (f + g) 
(х) = f(x) + g(x); supongamos que lím yx, f(x) y lím rx, &(х) existen y son iguales 
aa y b, respectivamente. Entonces lím „_,,, (f + 8)(х) existe у es igual a a + b. 


й. Seanf:A>Ryg : A > У funciones y definamos f: g : A > У mediante (f- gx) = 
fga): supongamos que ím „yx, f(x) y lim vyx, 80) existen y son iguales a a y 
b, respectivamente. Entonces lim „x, (f: 800 existe y es igual a ab. 


iii.  Seanf: A>R y g:A> Y funciones; supongamos que іт, f(x) y lím sax, 8(%) 
existen y son iguales a а # Q y b; respectivamente. Entonces f es distinta de cero en 
una vecindad U de ху, de modo que podemos definir g/f: О.э Y como (8/fXx) = 
B/F); en ese caso lim... (8//')(х) existe y es igual a b/a. 
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Estos resultados son bastante razonables. Por ejemplo, і establece que si x está 
cerca de ху, de modo que f(x) esté cerca de a y g(x) esté cerca de b, entonces f(x) + g(x) 
estará cerca de a + b. 

Podemos deducir algunas propiedades básicas de la aritmética de las funciones 
continuas. i 


4.3.3 Corolario Sean А С Мух, € А un punto de acumulación de A. 


i. Sean f: A > V yg:A> Y continuas en ху; entonces la suma f + g:A> Ves 
continua еп ху 


ii  Seanf: A>Ryg:A> Y continuas en ху; entonces el productof-g:A > У es 
continuo en ху. 


iii Sean f: A >R y g:A> Y continuas en xy con f(x) # 0; entonces f es distinta 
de cero en una vecindad U de хо y el cociente g/f: U > Y es continuo en Xo 


Por ejemplo, hemos visto que f(x) = х, que transforma R en R, es continua, por lo que 
ЈО) = x" también lo es; de esto obtenemos que cualquier polinomio ах" +а 0 і+ 

+ а, de R en R es continuo. 

Consideremos una función de valores reales, de dos variables, f: R? > R. Es crucial 
distinguir entre la continuidad de f(a veces llamada continuidad conjunta) y la conti- 
nuidad en cada variable por separado. Por ejemplo, considérese la siguiente función, 
que se 2 muestra en la figura 4. 3-2: 


_J0 six#0 е y H0; 
= [9 six=00 у= 0. 


En cada variable рог separado, f es continua еп (0, 0) (las transformaciones xbf(x,0)e 
y кэ f(O, y) son constantes y, por lo tanto, son continuas), pero f misma no es continua en (0, 0) 
(¿por qué?). En este ejemplo, obsérvese que Іїт,, „у оо. (х, у) # Ит, о[у). 
Véanse en el ejercicio 16 al final de este capítulo algunas condiciones suficientes para 
que la continuidad parcial implique la continuidad conjunta. 


4.3.4 Ejemplo Seaf:R >R dada por f(x) = x sen x. Muéstrese que f es continua. 


Solución Como fesel producto de dos funciones continuas, x y sen x,escontinua. Ф 


FIGURA 4.3-2 Continuidad parcial y conjunta 


4.3.5 Ejemplo Sea f:R =R? continua. Muéstrese que g(x) =f( + 9) es continua. 


Solución Сото g es la composición de f con la función continua x кэл? + x, es 
continua, 4 e 


4.3.6 Ejemplo Sea f(x) =e +). ¿Dónde es continua f? 


Solución La función f está definida para x # —1. Por el corolario 4.3.3iii, fes con- 
tinua en todo x#-1. Ф 


Ejercicios de $4.3 
1. ¿Dónde son continuas läs siguierites funciones? 


а. у) =хвеп(?). | 
Ь. /фу=(х+2)/02- 1), 2 #1,/(%1)=0. 
e. f(x) = (sen x)/x, x #0, /(0) = 1. 
2. Sean а 3 a y b, > b dos sucesiones convergentes en R, Demuéstresé que ayb, > 
ab, directamente y como consecuencia de 4.33 ii, А 


3. SeaA=(xER | sen x = 0.56}. Muéstrese que A es ип conjunto cerrado. ¿Es 
compacto? 


a a шаш EE le ci 
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4. — Muéstrese que f(x) = Ух es continua. 
5.  Muéstrese que f(x) = үх? +1 es continua. 


$4.4 La acotación de las transformaciones continuas sobre 
conjuntos compactos 


Ahora estamos listos para demostrar una importante propiedad de las funciones conti- 
nuas de valores reales, llamada el teorema del “máximo-mínimo” o de “acotación”. 
Este resultado dice que una función continua está acotada sobre un conjunto compacto 
y alcanza su valor máximo y su valor mínimo en algún punto del conjunto. Daremos las 
definiciones precisas en breve. 

Para apreciar este resultado, consideremos lo que ocurre en un conjunto no com- 
pacto. En primer lugar, una función continua no tiene por qué estar acotada. La figura 
4.4-1 muestra la función f(x) = 1/x en el intervalo ]0, 1[. Cuando x tiende a 0, la función 
crece sin límite, pero f sigue siendo continua (puesto que es el cociente entre 1 y la 
función continua x + х, que no se anula en ]0, 1[). 


л) = 


тр 5х 


FIGURA 4.4-1 Una función continua no acotada 


Además, podemos demostrar que incluso si una función es acotada y continua, po- 
dría no alcanzar su máximo en algún punto del dominio. La figura 4.4-2 muestra la fun- 
ción f(x) = х en el intervalo [0, 1[. Esta función jamás alcanza un valor máximo, pues 
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aunque hay infinitos puntos tan cercanos a 1 como se quiera, no existe un punto x tal 
que f(x) = 1. Estos ejemplos deben servir para que sea plausible el hecho de que tales 
patologías no pueden ocurrir en una función continua sobre un conjunto compacto. 


FIGURA 4.4-2 _ Una función sin máximo __ 


Establezcamos ahora el teorema formalmente. 


4.4.1 Teorema del máximo-mínimo Sean (М, а) un espacio métrico, ACM 
yf: AR una función continua. Sea K С А un conjunto compacto. Entonces f está 
acotada en К; es decir, B= { f(x) |x € K} CR es un conjunto acotado, Además, existen 
puntos ху, х, E K tales que f(x) = inf (B) y f(x,) = sup(B). Decimos que sup(B) es el má- 
ximo (absoluto) de f en K e inf(B) el mínimo (absoluto) de f en К. 


Obsérvese que este resultado es más profundo que los criterios usuales de-deriva- 
das para la localización de máximos y mínimos aprendidos en cálculo. Por ejemplo, 
existen funciones continuas en R que no son derivables en todo punto; tales funciones 
no se pueden representar mediante una curva suave y, por lo tanto, nuestra intuición no 
es tan clara en tales casos. (Veremos una función de este tipo en el ejercicio 20 del 
capítulo 5.) 

Por lo general, el teorema 4,4.1 se aplica en el contexto de las funciones de varias va- 
riables; es decir, transformaciones f: A CR" > К. Sin embargo, existen algunas situacio- 
nes interesantes en las que son necesarios espacios métricos más generales (de dimensión 
infinita, de hecho). Una de ellas es el problema de encontrar la superficie de área míni- 
ma cuya frontera es un cierto circuito cerrado en R*. En este caso, M es un espacio de 
superficies adecuado y fasigna.a cada una de ellas su área. Para minimizar f, se necesita 
una condición como la compacidad. En este caso, las ideas de 4.4.1 son útiles, aunque 
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son necesarios ciertos detalles técnicos adicionales para resolver el problema, habitual- 
mente denominado problema de Plateau. 

A pesar de estos aspectos técnicos, se puede aprender mucho de los experimentos 
físicos en los que la naturaleza realiza la minimización por nosotros. Esto se hace intro- 
duciendo alambres en soluciones jabonosas y observando las películas de jabón resul- 
tantes generadas por los alambres. La variedad de formas posibles (incluyendo varios 
mínimos locales) es sorprendentemente interesante. Para más información, consúltese 
J. Marsden yA. Tromba, Vector Calculus, За. edición, W.H. Freeman, Nueva York, 1988,' 
y S. Hildebrant y A, Tromba, Mathematics and Optimal Form, Scientific American Books, 
Nueva York, 1985. 


4.4.2 Ejemplo  Proporciónese un ejemplo de una función discontinua no acotada 
en un conjunto compacto. 


Solución Sea f: [0,1] > R dada por f(x) = 1/x si x>0 y f(0) = 0, Está claro que 
esta función exhibe la misma propiedad de no acotación que la función 1/xen]0, 1]. Ф 


4.4.3 Ejemplo  Verifíquese el teorema 4.4.1 para f(x) = х/02 + 1) en (0, 1]. 


Solución (0) = 0, f(1)= 1/2. Verificaremos explícitamente que el máximo está en 
x= 1, y que el mínimo está en x = 0 (el cálculo elemental nos ayuda a determinar esto, 
pero daremos una verificación directa). En primer lugar, como 0 < x < 1, х/(2 + 1) 2 0, 
puesto quex 2 Оул? + 1 2 1, de modo que f(x) > (0) para 0 £ x < 1. Así, 0 es el míni- 
mo. A continuación, obsérvese que 0 < (x- 1) = х – 2х + 1, de modo que x? + 1 2 2x, 
luego para x #0, 


х x_1 
X+ 2х 2 
por lo que f(x) = f(1) = 1/2 y entonces х= 1 es el punto donde se alcanza el máximo. + 


4.4.4 Ejemplo Muéstrese que x, y х, en el teorema ААЛ no tienen por qué ser únicos. 


Solución Sea f(x) = 1 para todo x € [0, 1]. Entonces, cualesquiera xy, ху Є [0, 1] 
nos sirven. Por supuesto, este ejemplo es más bien trivial. Son más interesantes otros 
ejemplos que hemos visto en cálculo, como por ejemplo (x? – 1)? en [-2, 2], que tiene 
mínimos en +1 y máximos en +2. Ф 


* Edición en castellano: Marsden y Tromba, Cálculo vectorial 3°ed., Addison-Wesley Iberoamericana, 
1991. 
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54.5 Teorema de los valores intermedios 


Ejercicios de $4.4 


1.  Proporciónese un ejemplo de una función continua y acotada en todo R que no 
alcance su máximo ni su mínimo. 


2.  Verifíquese el teorema del máximo-mínimo para f(x) =x — хеп [—1, 1]. 


3. Seaf: КСЕ" э К continua en un conjunto compacto K y sea M = {x E К FAG) 
es el máximo de fen K}. Muéstrese que M es un conjunto compacto. 


4. Scanf: А СЁ" >R continua, x, y Є Аус: [0, 1] > A C R" una curva que une 
х e y. Muéstrese que a lo largo de esta curva, f alcanza sus valores máximo y 
mínimo (de entre todos los valores a lo largo de la curva). 


5, ¿Es válida una versión del teorema del máximo-mínimo para la función f(x) = 
(sen x)/x еп ]0, œ[? ¿y en [0, %[? 


$4.5 Teorema de los valores intermedios__._.__. 


El lector debe conocer el teorema de los valores intermedios del cálculo elemental; éste 
establece que una función continua en un intervalo alcanza todos los valores entre dos 
elementos dados del rango, como en la figura 4.5-1a. La función no continua de la 
figura 4.5-1b nunca alcanza el valor 1/2. Intuitivamente, mientras que una función 
discontinua puede saltar de un valor a otro, una función continua debe pasar por todos 
los valores intermedios. Otra forma en que puede fallar la propiedad de los valores 
intermedios es si el dominio A no es conexo, como lo muestra la función continua de la 
figura 4.5-2. Así, las hipótesis cruciales son que f sea continua у que festé definida en 
una región conexa. Veremos que la demostración del teorema de valores intermedios 
es, de hecho, muy sencilla, debido a la forma en que hemos formulado el concepto de 
conexión. 


4.5.1 Teorema de los valores intermedios Sean M un espacio métrico, А C M 
yf: AR continua. Supongamos que K C A es conexo y que x, y Є К. Para cada nú- 
mero с ER tal que f(x) < с < f(y), existe un punto z Є K tal que f(z) = с." 


Como los intervalos (abiertos o cerrados) son conexos, el teorema de los valores 
intermedios del cálculo es un caso particular de este resultado. Sin embargo, obsérvese 
que el teorema 4.5.1 es más general, pues se aplica, por ejemplo, a las funciones conti- 
nuas de valores reales de varias variables f(x, . . . , х,) definidas en todo К", que es un 
conjunto conexo. 
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Ах) 


А) 


с 


Јо) 


= pt EREA г] В 
J y А 
(а) 


9—06 \ч 


3 


FIGURA 4.5-1 Teorema de los valores intermedios 


A Јо) 


FIGURA 4.5-2 Función continua соп un dominio disconexo 


Puesto que los conjuntos conexos por arcos son conexos, tenemos: 


4.5.2 Corolario Sean К CR" un conjunto conexo porarcos y f: K >R continua. 
Sean x, y E K y f(x) < c < f(y). Entonces, existe z Є k tal que f) = с. 


4.5.3 Ejemplo Demuéstrese el teorema 4.5.1 usando el hecho de que f(K) es conexo 
y que los conjuntos conexos en R son los intervalos, 


Solución El hecho de que f(K) sea conexo proviene del teorema 4.2.1, Por lo tanto, 
УК) es un intervalo, tal vez no acotado. Si f(x), fO) E F(K) son tales que f(x) < fO), 
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entonces [f(x), FO) C КК) pues f(K) es un intervalo. Así, si f(x) < с < f(y}, entonces 
c E [fœ fO) С ДКК) y, por lo tanto, с = f(z) para algún z. Daremos otra demostración 
en la sección de demostraciones de los teoremas al final de este capítulo. Ф 


4.5.4 Ejemplo еа (х) un polinomio cúbico. Muéstrese que f tiene una raíz (real) 
Xo (es decir, f(xp) = 0). 


Solución Podemos escribir f(x) = ax? — bx? + cx +d, donde a #0. Supongamos que 
а> 0. Para x grande y positivo, ах? es grande (y positivo) y será mayor que los demás 
términos, de modo que f(x) > 0 si x es grande. Esto requiere ciertas estimaciones preci- 
sas, pero es intuitivamente claro. Para verlo exactamente, obsérvese que 


ах? +? +сх+а =а? (++ С TES 


ах? aw 


y que el factor entre paréntesis tiende a | cuando x > %. > do. Análogamente, fœ) < О sixes 


“grande y negativo. Por lo tanto, podemos. aplicar el teorema dè ора intermedios. 
соп К = Е para concluir que existe un punto xy tal que f(xo) = 4 


4.5.5 Ejemplo а: [1,2] > [0, 3] una función continua que satisface (1) = 0 
у) = 3. Muéstrese que f tiene un punto fijo. Es decir, muéstrese que existe un punto xy Є 
{1, 2] tal que (хо) = Xp. 


Solución. Sea g(x) = f(x) – x. Entonces g es continua, g(1) =f(1)- 1 = — 1, y (2) = 
/0)-2=3-2 = 1. Por lo tanto, por el teorema de los valores intermedios, g debe anu- 
larse en algún х, € [1, 2] y este xy es un punto fijo de f(x). Ф 


Ejercicios de $4.5 


1. ¿Qué ocurre si aplicamos el método del ejemplo 4.5.4 a polinomios cuadráticos? 
¿Y a los polinomios de quinto grado? 


2.  Seaf:R"—R” continua. Sea Г = ((x, f0) lx ER") la gráfica de f en R" X R". 
Demuéstrese que Г es cerrada y conexa. Generalícese el resultado a espacios 
métricos. 


3. Scaf:[0, 1] —>(0, 1] continua. Demuéstrese que f tiene un punto fijo. 


pig 


SE 
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4. беа/: [а,Ь] э R continua. Muéstrese que el rango de f es un intervalo cerrado 
acotado. 


5. Demuéstrese que no existe una función continua f, tal que f ([0, 1]) = ]0, Ц. 


$4.6 Continuidad uniforme 


A veces es útil tener una variante del concepto de continuidad, llamada continuidad 
uniforme. Esta variante es útil principalmente por razones técnicas, como el ahorro de 
trabajo en las demostraciones. La definición exacta es la siguiente. 


4.6.1 Definición Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos, A CM, f:A >N y B CA. 
Decimos que f es uniformemente continua en el conjunto B si para cada € > 0 existe 8> 
O tal que x, y Є B y d(x, y) < ô implican p( f(x), Ку) < €. 


La definición es análoga a la de continuidad, excepto que aquí necesitamos elegir $ 
que sirva рага todo х,у, una vez dado є. Para la continuidad, sólo tenemos que encontrar 
б, una vez dados £ > 0 y un x particular. Obviamente, si f es uniformemente continua, 
entonces f es continua. 

Por ejemplo, considérese f : R >R, f(x) =x. Entonces f es continua, pero no es 
uniformemente continua. De hecho, para £ > 0 y x, > 0 dados, el valor $ > 0 que 
necesitamos es al menos tan pequeño como ғ/(2х,) (¿por qué?), luego si x, es grande, 
ô debe ser cada vez más pequeño; es decir, no existe 5 que sirva para todo xy. Este 
fenómeno no puede ocurrir en conjuntos compactos, como lo muestra el siguiente 
teorema. 


4.6.2 Teorema de la continuidad uniforme Sean f: A = N continua y KC A 
un conjunto compacto. Entonces f es uniformemente continua en К. 


El uso de conjuntos que sólo estén acotados en este teorema no sirve; considere- 
mos, por ejemplo, la función f(x) = 1/x en el conjunto no compacto ]0, 1]. Si analizamos 
la demostración de que f es continua (ejemplo 4.1.6), vemos que no es uniformemente 
continua. Por supuesto, no podemos extender f a una función continua en el conjunto 
compacto [0, 1], pues f no está acotada. 


4.6.3 Ejemplo Sea f:]0, 1] >R dada por f(x) = 1/x. Muéstrese que f es uniforme- 
mente continua en [a, 1] para a > 0. 


е 
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Solución Esto se sigue del teorema de continuidad uniforme, pues [a, 1] es un con- 
junto compacto y f es continua en ]0, 1] y, por lo tanto, también en [a, 1]. 4 


Aunque en la siguiente sección daremos un repaso del cálculo diferencial, vamos a usar 
algunas de sus ideas en este momento, pues son necesarias para el siguiente resultado. 


4.6.4 Ejemplo еа: ja, b[ >R derivable y supongamos que existe una constan- 
te M>0 tal que |х) < М para todo x que satisfaga а < x < Ь. Aquí, a o b pueden ser 
tœ y f representa la derivada de f. Muéstrese que fes uniformemente continua enla, bl. 


Solución La definición de continuidad uniforme requiere estimar la diferencia 
Ро) – fO) en términos de |x- y} y esto sugiere usar el teorema del valor medio. En 
efecto, 


|0 - ХО = Мік – yl; 


una trarisformación con esta propiedad se denomina Lipschitz (encontraremos todavía 
varias veces esta propiedad). Dado ғ > 0, sea ô= £/M. Entonces, k- y < implica 


M-e 
- < М.ё = —— ==. 
w FO M 
En consecuencia, f es uniformemente continua. $ 


La intuición sugerida por este resultado puede arrojar cierta luz sobre la continui- 
dad uniforme. Específicamente, este resultado dice que si lá pendiente de la gráfica de 
una función está acotada, entonces ésta es uniformementé continua. Las pendientes no 
acotadas sugierén que uno debería esperar que falle la continuidad uniforme. Esto sirve 
con frecuencia como una buena guía al analizar funciones específicas o sus gráficas. 
Sin embargo, como muestia el ejercicio 7, tal guía no es infalible. 


4.6.5 Ejemplo Muéstrese que senx: R >R es unifórmemente continua. 


Solución (зеп x)/dx= cos x está acotado en valor absoluto por 1, luego por 4.6.4, 
sen x es uniformemente continua. Ф 
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Ejercicios de $4.6 


Demuéstrese la conclusión del ejemplo 4.6.3 directamente a partir de la definición. 
Demuéstrese que f(x) = 1/x es uniformemente continua en (a, %[ para a > 0. 


¿Debe ser uniformemente continua una función continua y acotada en R? 


pu (ә; Б 


Si f y g son aplicaciones uniformemente continuas de R a R, ¿debe la función 
producto f · ё ser uniformemente continua? ¿Qué ocurre si f y g son acotadas? 


5, Sea f(x) = |x| Muéstrese que f: R > R es uniformemente continua. 


6. а.  Muéstresequef:R >R no es uniformemente continua sii existen £ > Оу 
sucesiones x, € y, tales que |х, >| <1/пу |/(х„)- FO. ] 2 £. Generalíce- 
se esta afirmación a espacios métricos. 


b. Usea en Ё para demostrar que f(x) = х? no es uniformemente continua. 
7. $еа/(х)=./х. 
a.  Muéstrese que f es uniformemente continua en el intervalo [0, 1]. 


b.  Analícese la relación entre la continuidad uniforme y las pendientes acota- 
das, a la vista de este ejemplo. 


$4.7 Derivación de funciones de una variable 


Supondremos que el lector está familiarizado con las ideas generales del cálculo de 
funciones de una variable. Nuestro propósito aquí es recordar y precisar algunos de los 
puntos teóricos básicos. Incluimos algunas de las demostraciones en el texto, ya que 
muchas de ellas serán repasos. 


4.7.1 Definición Sea funa función definida en un intervalo abierto que contiene 
a xy ER. Decimos que f es derivable en xy si 


Гоо) = lím h 


existe. Llamamos a f (xy) la derivada de f en xy, 


Reescribiendo esta condición como 


lím ДО) – f(x) — f (xo) (х— хо) _ 0 


ху X Xo 


, 


РЦ солк eco == е ненуе аа а дема А а а 


rm me 
§4.7 Derivación de funciones de una variable 


puede verse que la recta y =(xp) +f (xo — хо), llamada la recta tangente a la gráfica 
de fen xy, es una buena aproximación a f cerca de хо, reescribiéndola como 


ип [001 49-00) 


Шт е оо =0, 


vemos que f'(x), siendo el límite de las pendientes de rectas secantes, se puede interpre- 
tar como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en (хо, f(xp)), como muestra 
la figura 4.7-1. 


pendiente = f” (xo) 


pendiente = Ay/Ax 


FIGURA 4.7-1 f'(x) es la pendiente de la recta tangente 


Otra forma de escribir la definición que evita la división por Ах (y la exclusión Ax # 
0) es la siguiente: para cada € > 0 existe ô> 0 tal que |Ах| < $ implica 


бо + Ax) — Ро) — f'(0JAx] < clar. 


Suponemos que el lector está familiarizado con la notación de Leibniz dy/dx para la 
derivada. A continuación damos la relación entre la derivabilidad y la continuidad: 


4.7.2 Proposición Sif es derivable en ху, entonces f es continua en ху. 


Demostración Tenemos que 


lím f(x) = lím x — хо) +f (хо) 
х—у XxX 


Јо) оо) 
х-— хо 


=f'(xo) - 0.+f(x0) = (хо). B 
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A continuación damos otra demostración de esta proposición, que necesitaremos 
más adelante. Dado ғ > 0 existe ô > 0 tal que 
|f(%0 + Ax) — /(хо) — /'(хо)Ах| 5 el Ax] 
si [Ax] < 8. Así, por la desigualdad triangular, 
оо + Ах) — оо = |/'(x0)Ax] + ej Ax]. 


Si elegimos є = 1, 
[Ро + Ax) — f(x0)] < (Y оо) + Ах] 


si |Ах| < 6. Esto demuestra algo más que la continuidad: prueba que f tiene la propiedad 
de Lipschitz еп хо, es decir, que existen constantes M > 0 y c > 0 tales que 


[Гоо + Ах) — Гоо) < M]Ax]| 


si |Ax| < с. La continuidad es consecuencia de esto (dado ғ > 0, tómese ô= £/M). Esta 
desigualdad implica que la gráfica está dentro de la región de la “pajarita” de la figura 4.7-2. 


y 


pendiente = – М 
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FIGURA 4.7-2 Significado geométrico de la propiedad de Lipschitz 


pendiente = M 


4.7.3 Ejemplo Seaf(x) = |x|. Muéstrese que fes continua, pero no derivable, en xy =0. 


Solución El límite del cociente de diferencias, 


Sota- fu) o lAl 
O q 


2 О corbatín. (N. del T.) 


$4.7 Derivación de funciones de una variable 


no existe, pues |Ах| /Ах es 1 si Ax>0 y — 1 si Ax < 0. La función es claramente continua 
en Xp = 0 (sea ғ = б en la definición de continuidad). Ф 


4.7.4 Ejemplo Sea (х) = х2. Calcúlese f'(x) a partir de la definición. 


Solución Tenemos que 


JOAO LO. A _ 
т, Ах = ш, Ах = Jím [2x + Ах] = 2x, 


у, por lo tanto, f'(x) = 2х; así, fes derivable en todox ER. Ф 


Por supuesto, en los problemas prácticos no calculamos las derivadas mediante la 
definición, sino que utilizamos las reglas usuales del cálculo: 


4.7.5 Teorema Supongamos que f y g son derivables en x, y que k E R. Entonces, 
ke, {+ 8 f8 y f/8 (зі вы) #0) son derivables en уу. н 


i (КР) (х0) = КОР (х0) regla de la multiplicación por una constante 

ii (+ 2) (хо) = (хо) + р (хо) regla de la suma 

iii. (18) (хо) = f (xo)g'(xo) + f'(xo)g(xo) regla del producto 

iv. (£) ' (хо) = #00) хо) — frog" (о) regla del cociente 
g [#(хо)1? 


La demostración de cada caso es una inmediata manipulación de límites, que debe- 
rá escribir el lector. La siguiente regla requiere un poco más de ingenio: 


4.7.6 Regla de la cadena 5; fes derivable en ху y g es derivable en f(xy), en- 
tonces g o f es derivable en xy y 


(E o fY (x0) = в (700) 7 (хо). 


Esta demostración aparece al final del capítulo. Por supuesto, por medio de estas 
reglas (4.7.2, 4.7.5 y 4.7.6) es como aprendemos a derivar, por ejemplo, las funciones 
racionales. 

Si f es derivable en ]а, b[ y f'es continua, decimos que fes de clase С!. Por supues- 
to, podemos derivar f’ de nuevo, suponiendo que sea derivable, para obtener la segunda 
derivada, f”. Si f” es continua, decimos que fes de clase С?, etcétera, 
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4.7.7 Definición Decimos que una función f definida en una vecindad de x es 
creciente (respectivamente, estrictamente creciente) en хо si existe un intervalo )а, b[ 
que contiene a xy tal que: 


і. ${ а <х < Xp entonces f(x) < у(х); respectivamente, f(x) < f(xo). 


ii. Six <x < b, entonces f(x) > f(x); respectivamente, f(x) > f(x). 


De forma similar, f es decreciente (respectivamente, estrictamente decreciente) en 
Xo Si existe un intervalo ]а, b[ que contiene a x tal que: 


і. Sia<x< ху, entonces f(x) > f(xp); respectivamente, f(x) > Ро). 


ii.  Sixy<x<b, entonces f(x) = f(x); respectivamente, f(x) < Ро). 


4.7.8 Teorema Supongamos que f es derivable en xy 


і Si f es creciente en хо, entonces f (ху) > 0. 
ii Si fes decreciente en xo entonces f (xp) < 0. 
iii. Si f'(x) > 0, entonces f es estrictamente creciente en Xy. 


iv. Si f(x) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en хо. 


Posponemos la demostración para el final del capítulo. Con este resultado, pode- 
mos relacionar el cálculo diferencial con los máximos y los mínimos. 


4.7.9 Proposición Sif: Ja, bf >R es derivable en с € Ja, Ы y f tiene un máximo 
(o un mínimo) en c, entonces } (с) = 0. 


Demostración Sea f una función соп un máximo en с. Entonces, рагай > 0, [f(c + 
h) – f(c)1/h = O, así que, haciendo Л > 0, h > 0, obtenemos f(c) < 0. De forma análo- 
ga, para h < 0 obtenemos f(c) 2 0, por lo que f(c)=0. B 


A continuación reunimos la proposición anterior con el teorema del máximo-míni- 
mo de $4.4. 


4.7.10 Teorema de Rolle Si f: la, Б} > R es continua, f es derivable en ]a, b[ 
y F(b) = f(a) = 0, entonces existe un número с E Ja, Ы tal que f'(c) = 0. 
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Demostración Si f(x) = 0 para todox € [a, b], podemos elegir cualquier c. Por lo 
tanto, supondremos que f no es idénticamente nula. Por el teorema del máximo-mínimo 
(4.4.1), sabemos que existe un punto с, donde f alcanza su máximo y un punto c, donde 
f alcanza su mínimo. Como f no es idénticamente nula y f(a) = f(b) = 0, al menos uno 
de los puntos c,, су está en la, b[. Si c, Є ]а. b[, obtenemos / (с) = 0, por la proposición 
4.7.9; análogamente para c» W 


4.7.11 Teorema del valor medio Si f: [а. b} >R es continua y derivable en 
la, b[, existe un punto с Є Ja, Ы tal que f(b)- fía) = f(cXb- a). 


Demostración Ѕе define ф(х) = f(x) - F(a) - (x - a) — f(a))/(b — а) (véase la 
figura 4.7-3) y se aplica el teorema de Rolle. W 


FIGURA 4.7-3 Teorema del valor medio 


4.7.12 Corolario Sif: [а, Б] > Е es continua y f'=0 en Ja, Ы, entonces f es 
constante. 


Demostración 'Aplicamos el teorema del valor medio a f en [a, x] para obtener un 
punto c tal que f(x) — f(a) = /(с)(х ~ a) = 0, de modo que f(x) = f(a) para todo x E [a, b] 
y, en consecuencia, f es constante. W 


4.7.13 Ejemplo Sea f: la, b[ > R derivable у |f'(x)] < M. Demuéstrese que 
-fO < М |x- y| para todo х,у E Ja, bl. ` 


ij 
Si 
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Solución Por el teorema del valor medio, 


го) - у) = 00 у) 


para algún с Є ]x, у[. Obtenemos el resultado al tomar valores absolutos en esta 
expresión. Ф 


Para ver la importancia del teorema del valor medio, consideremos una función f: 
[a, b] >R derivable en ]а, b[ y continua en [a, b], y supongamos que f(x) > О para todo 
x € Ja, b[. Entonces, dadosx, х, Є Ja, bl, tales que x, <>, podemos aplicar el teorema del 
valor medio a f restringida a [xy; х]. Vemos que existe c Є ]x,, х[ tal que /(х,) - fœ) = 
(с) — ху). Pero f(c) > 0, por hipótesis, luego f(x3), > f(x). Hemos probado, pues, 
que si ху, х, Є (а, b] y x, < х,, entonces f(xi) < f(x); es decir, f es creciente еп [a, b]. 
Esto demuestra el apartado i de la siguiente proposición. 


4.7.14 Proposición Supongamos que fes continua en [a, b] y derivable en Jå, bL. 


і Si f'(x) > 0 para todo x Є la, b[, entonces f es creciente en fa, b). 

ii Si f'(x) s 0 para todo x Є ]а, bl, entonces f es decreciente en [a, Б]. * 

їй.  Sif(x)>0 para todo x Є la, b[, entonces f es estriciamente ДАНЕ en [a, Б]. 
iv.  Sif')<0 para todo x Є la, b|, entonces fes estrictamente decreciente en [a, Б]. 


у.  Sif'(x)=0 para todo x Є la, Ы, entonces f(x) =k (k es una constante) para todo 
[a, b]. 


Ahora, supongamos que f : Ja, b[ > R es tal que f'(x) > 0 para todox Є ]а, blo que 
Fx) < О para todo x Є la, b[. Entonces f es estrictamente creciente o estrictamente 
decreciente en Ja, b[, de modo que f tiene una función inversa. El siguiente teorema nos 
permite calcular la derivada de f~’ en términos de la derivada de f. 


4.7.15 Teorema de la función inversa Supongamos que f : Ja, b[—>R y que, 
o bienf(x)>0 para todo x € ]а, Ы, o bien f'(x) <0 para todo x € Ja, Ы. Entónces ү: Ja, 
Ы >R es una biyección sobre su recorrido, Р es derivable en su dominio y (FG) = 


1/7 (х), donde f(x) = y. 


“Ejercicios de 54.7 
La proposición 4.7.14 también es útil para el estudio de máximos y mínimos; por 


ejemplo: 


4.7.16 Proposición Supongamos que f es continua en [a, b], que es derivable 
dos veces en Ja, b[, y que x,.€ la, bl. 


i Si f'(xp) =0 у(х) > 0, entonces xy es un mínimo local estricto de f 


ii Si f'(x) = Оу (хо) < 0, entonces xy es un máximo local estricto de f. 
Lo que ocurre en i es que /"(х) > O implica que f” es estrictamente creciente еп Xo, 
por lo que f’ < 0 justo a la izquierda de хоу f' > 0 justo a la derecha. Después usamos ' 
4.7.14 para obtener el resultado, ` ] 
il 
еее —— Ejercicios de §4.7 A есет е" Е 
1. Ргорогсібпеѕе un ejemplo de una función definida ел R que sea continua en to- 
dos los puntos y que no sea derivable en exactamente п puntos dados х,... , Xy. 
2. ¿Se puede aplicar el teorema del valor medio a f(x) = Ух en [0, 1]? ¿Y ag) = УА A 
en [- 1, 1]? ` : 
3.  Seafun polinomio no constante tal que /(0) = f(1). Demuéstrese que f tiene un 4 
punto de mínimo O máximo local en el intervalo abierto ]0, 1[. 4 


4. Un cubo de caucho de material incompresible es empujado en todas las caras con 
una fuerza Т. Е! material se alarga por un factor v en dos direcciones y se contrae 
por un factor v? en la otra dirección. Mediante un balance de fuerzas, se puede 
obtener la ecuación de Rivlin: ` . t 


Ty? 

3 

2+1 = 
[4 а +! 0, 


donde а es una constante estrictamente positiva (análoga a la constante de recu- 
peraciónen un resorte). Muéstrese que la ecuación de Rivlin tiene una solución 
(real)'si T< 6/20. y tres soluciones si T> 6/20 . 


5. Sea f continua en [3, 5] y derivable en ]3, S[, tal quef(3) = 6 y (5) = 10. Demués- 
trese que existe un punto x en el intervalo abierto ]3, 5[ tal que la recta tangente 
ala gráfica de f en xp pasa por el origen. Пиѕігеѕе el resultádo mediante un dibujo, 
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$4.8 Integración de funciones de una variable 


Sean A CR un conjunto acotado y f: А >R una función acotada. Cuando decimos que 
queremos integrar la función f en el conjunto A, esto significa que queremos determi- 
nar el área por debajo de la gráfica de f (véase la figura 4.8-1). Si f > 0, ésta es el área 
literal, en general, es el área con signo. Para ello, obsérvese primero que, como А está 
acotado, existe un intervalo cerrado [a, b] D А. Considéresemos que festá definida en 
todo el intervalo [a, b], haciendo que f sea igual a cero en [a, BN A. A continuación, 
hagamos una partición de [a, b], lo que significa elegir un entero п y un conjunto de 
ршио$ X= а, Xp, «+ Xpo х, = Ё de tal modo que 4=x<x,<>+-<x, <x, = b. De- 
notemos esa partición Р; es decir, Р = {xo ....., х,}. Formemos entonces las dos sumas 
` п-1 
UL, P) = У `(вир{ Ло) | x € [а.х] — х) 


i=0 


n—1 
LEP) = Утуо) | x € ii аш — л), 

=0 
Hamadas sumas superior e inferior, respectivamente. La primera es la suma sobre to- 
dos los intervalos [x, х;,1] del supremo de f en cada intervalo, por la longitud de dicho 
intervalo y su valor es igual al área de la región sombreada que se muestra en la figura 
4.8-1. Como hemos supuesto que f está acotada, el supremo existe en cada intervalo. 
La segunda suma es la suma sobre todos los intervalos [x,, Хх] del ínfimo de fen cada 
intervalo, por la longitud de dicho intervalo, y es la región que se muestra en la figura 
4.8-1. El hecho de que f esté acotada garantiza de nuevo que el ínfimo existe. 

Como f está acotada (digamos que — M < f < M), vemos que 


—(b — a)M < L(f, P) = U(f, P) < (b — ам 


para cualquier partición P de [a, b]. Sean 


S=inf(U(f P) | P es cualquier partición} 


s = sup{L(f. P) | Р es cualquier partición). 


Si observamos de nuevo la figura 4.8-1, parece razonable esperar que, cuando el 
tamaño de los intervalos de P sea cada vez más pequeño, U(f, P) decrezca, mientras 
que L(f, Р) crezca. En el límite del tamaño decreciente de los intervalos de P, los núme- 
ros U(f, P) y L(f, Р) deben converger a un valor común. Esto nos lleva a la siguiente 
definición. 


тэзе A p rere e: rr op 
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84.8 Integración de funciones de una variable 


a a ed a Ei ME 


FIGURA 4.8-1 Las sumas superiores e inferiores de esta función 


4.8.1 Definición Decimos que f es integrable Riemann (o solamente integrable, о | 
que laintegral existe) si s = S. El valor común s = $ se denota [ fo Í Ох. SIA = [а, bl, : 


escribimos ' 
{ " i 

[iroa fsfs | 

а А а p 

Е 

' 


Obsérvese que la integrabilidad no implica realmente propiedades de derivabilidad 
o continuidad de f. De hecho, algunas funciones exageradamente discontinuas pueden 
ser integrables. 

Es probable que una parte del procedimiento intrigue al lector. ¿Por qué insistimos 
en que inf(U(f, Р)} = sup(L(f, P))? En principio, podríamos creer que esta relación 
siempre se cumple. Sin embargo, esto no siempre es así, como lo muestra el siguiente 
ejemplo. 


4.8.2 Ejemplo Calcúlese inf{ U(f, P)) y sup{L(f, P)) para la función f: [0, 1] С 
R >R dada por f(x) = 1 si x es irracional y f(x) = 0 si x es racional. 


Solución  Afirmamos que inf{ U(f, P)} = 1 y que sup(L(£ P)) = 0. De hecho, en cual- 
quier intervalo, fsiempre vale 1 en algunos puntos y cero en otros, por lo que el ínfimo 
en cada intervalo es cero y el supremo es 1. Por lo tanto, la integral de esta función 
sobre el conjunto [0, 1] no existe para nuestros fines. En un contexto más avanzado, se 


206 Capítulo 4 Transformaciones continuas 


puede definir la integral de una función tan “patológica”, pero nosotros trabajaremos 
principalmente con funciones “decentes”, para las cuales existe la integral. Ф 


4.8.3 Ejemplo Supongamos que f: [a, b] >R es integrable (Riemann) y que f > 0. 
Muéstrese que [уодах 20. 


Solución Por definición, la integral es el ínfimo de las sumas de la forma 
п-1 
S [o зир ЛО) |. оа) 
a хее) 


sobre todas las particiones. Pero cada una de estas sumas U(f, Р) es no negativa, pues f > 
0. Por lo tanto, la integral es > 0, pues el ínfimo de un conjunto de números no negati- 
vo también es no negativo. Ф 


El primer resultado es un teorema que nos da una pista sobre qué funciones son 
integrables. En el capítulo 8 estudiaremos este problema con más detalle, 


4.8.4 Teorema 


i Si f: [a, b] >R está acotada y es continua en todos los puntos de [a, b] excepto 
en un número finito de ellos, entonces es integrable en [a, b]. 


ii. Cualquier función creciente o decreciente en [a, b] es integrable en [a, b]. 


También podemos demostrar la siguiente proposición, que nos da algunas reglas de 
integración. 


4.8.5 Proposición 
i. Si fes integrable en [a, b] y k ER, entonces kf es integrable en [a, b] y f kf= 
k [4 
ii Sifyg son integrables en [a, b], entonces f + g es integrable en la, b] y f += 
b а 
7+8 
ii. Sify 8 son integrables en [a, b] y f(x) £ g(x) para todo x € [a, b), entoces [у = 


[8 


а 


iv. Si f es integrable en [a, b] y en [b, с], entonces f es integrable en [a, с] y {= 


[+ [Л 


$4.8 Integración de funciones de una variable i 


Cada una de estas propiedades es plausible, en términos de la interpretación de la 
integral como e! área con signo debajo de la gráfica. He aquí una consecuencia útil de 
iii. Obsérvese que —|f| < f < |/, de modo que — [| |F (хах = f (дах < | dx. 


Así pues, 
b 
/ fi) dx 


Vamos a introducir la siguiente notación para usarla en el desarrollo de las demos- 
traciones y en los ejemplos: 


b 
< / годах. 


Ир] 
/ fœ dx = inf(U(f, P) | Р es cualquier partición), la integral superior 


b 
J f(x) dx = sup{L(f, Р) | P es cualquier partición}, la integral inferior 


ха_ 


de modo que la definición de integrabilidad se lee 


A A A ааа 
J fx)dx = / Рох) dx. 
Za a 
En la sección de demostraciones de los teoremas mostraremos que 


b ть 
Гуда = | тоа 


siempre se verifica; así, la integrabilidad afirma que la desigualdad estricta no es cierta. 
Vamos ahora a calcular algunas integrales directamente de la definición. 


4.8.6 Ejemplo Caloúlese |? ldx. 


Solución Consideremos una partición Р: 1 =x <x,<--*<x,=3. Como el ínfimo 
de 1 sobre cada subintervalo es 1, 


ЦІ,Р) = Y 1i- д )=л —хо=3-1=2. 
i=l 


De la misma forma, cada supremo sobre [x,, x,,,] es 1, por lo que U(1, P) = 2. Así, 


3 773 3 
/ 14х=2, / ldx=2, y entonces / 14х=2. $ 
pau 1 i 


азд RAE is asi аА Ыым. 1 La 
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4.8.7 Ejemplo Calcúlese fx ах. 


Solución —Definamos Р, como x; = i/n y sea m; el ínfimo de f(x) sobre [x; х]. En 
este caso, т, = (i ~ 1)/n y entonces 


(pues У? i= п(п + 1)/2). Así, 
-l 1 


En 2` 


lím L(x, Pa) = lím, 
n— 


п—со 


1 1 
Por lo tanto, |, х ах > 1/2, ya que {, x dx es una cota superior de las sumas inferiores. 
Análogamente, el supremo de f(x) sobre [x,_,, х] es M, = i/n, de donde 


ооу (E) (2 -52)- э z 


Así, lím, „a U(x, P,) = 1/2 y entonces [х dx < 1/2. En consecuencia, 


1 р 1 1 
5х | хах хах= = 
do 2 


y por lo tanto 


1 тл 1 
[а= | ха з= | хах. # 
CALEN 0 о 


Ahora que hemos caracterizado una gran clase de funciones integrables, seguire- 
mos buscando una forma práctica de calcular integrales. Por supuesto, la respuesta en 
una dimensión es el uso de primitivas y las técnicas usuales de integración. Las técnicas 
para dimensiones superiores están en los capítulos 8 y 9, 

Para f: [a, b] >R, una primitiva de f es una función continua F : [a, b] >R tal que 
F es derivable en Ja, b[ у Ех) = f(x) para todo a < x < b. El siguiente teorema propor- 
ciona un método eficaz para el cálculo de la integral de una clase amplia de funciones. 


84.8 Integración de funciones de una variable 


4.8.8 Teorema fundamental del cálculo 527: (а, b] Э К continua. Enton- 
ces f tiene una primitiva Ё y 


b 
/ f(x) dx = F(b) – Fla). 


Si G es otra primitiva de f, también tenemos que fro dx = G(b) - С(а). 


4.8.9 Ejemplo р Pen x dx= 1, pues 4(— cos х)/ах = sen x y entonces ү "senxdx= 
— соѕ(л/2) – (- со5(0)) = 1. El lector debería estar familiarizado con estas ideas. + 


Recordemos la idea intuitiva que hay detrás del teorema 4.8.8; para ello definamos 


Ро) = J гоа 


y supongamos que f > 0, para mayor sencillez; de este modo, F es el área debajo de 
la gráfica de f, entre a y x. El hecho de que F' = f proviene de que f(x) es la tasa con 
la que crece dicha área. Esto debería ser claro, pues F(x + Ах) ~ F(x) = }(х)Ах 
(figura 4.8-2). 


área = f(x) Ах 


| 


FIGURA 4.8-2 La geometría del teorema fundamental del cálculo 


— 
x х+Ах b 


Suponemos que el lector conoce, o va a repasar, las técnicas básicas de integración 
que se obtienen de este teorema, como el método de sustitución (la regla de la cadena) 
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y la integración por partes (regla del producto). Daremos por sentado que así es en el 
resto del libro. 


4.8.10 Ejemplo SeaF(x)= EFO dt. ¿Es F derivable si fes simplemente integrable 
(Riemann)? 


Solución No, la continuidad en el teorema fundamental no se puede reemplazar 
por la integrabilidad. Por ejemplo, sea f(x) = 0 en [0, 1] y х) = 1 en ]1, 2]. Entonces 
F(x) = Оеп [0, 1] y К(х) = х— 1 en ]}, 2], que es continua pero no es derivable en x = 1 
(véase la figura 4.8-3). Ф 


F 


FIGURA 4.8-3 La integral “indefinida” F de f no tiene por qué ser derivable 


Ejercicios de §4.8 


1. Muéstrese directamente de la definición que fax =b-a. 
2.  Evalúese р (x + 5)ах por medio de la definición de la integral. 


3. — Muéstrese directamente de la definición que si f: [a, b} >R y Р es cualquier 
partición de (а, b], U(f, P) > L(f, Р), 


4. — Scaf: [а, b] CR >R una función integrable tal que f < M. Demuéstrese que 


b 
/ fœ) dx < (b — а)М. 


Evalúese 


5 
2 
] хе?" dx. 
lo 


Evalúese 


1 
/ (х + 2)? dx. 
0 


Sea f: [0,1] >R tal que f(x) = 1 si х = 1/n, con n entero y f(x) = Оеп los demás 
casos. ` 


a.  Demuéstrese que f es integrable. 
b.  Muéstrese que [о dx=0. 


Sea f : [а, b] >R integrable Riemann y РО) 5 M. Sea F(x) = PrO dt. Demués- 
trese que |F(y)- РО) < M|y- x| у dedúzcase de ello que F es continua. ¿Con- 
cuerda esto соп el ejemplo 4.8.10? ` А 
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4.1.4 Teorema  Seaf: A С М >N una transformación. Entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: ` 


iii. 


iv. 


fes continua en A. 
Para cada sucesión convergente x, > ху en A, tenemos f(x) > (хо). 


Para cada conjunto abierto U еп N, ҶО) CA es abierto relativo a A; es decir, 
FU) = YN A para algún conjunto abierto V. 


Para cada conjunto cerrado F CN, (Е) CA es cerrado relativo a A; es decir, 
UF) = С NA para algún conjuñto cerrado С. 


Demostración El patrón de la demostración será і = ii > iv » iii = i. 


i=ii Supongamos que х, > ху. Para mostrar que f(x,) > f(x), sea = > 0; debemos 


encontrar un entero N tal que k= N implique о(/(х,), /(х)) < €. Para ello, elegi- 
mos $ > 0 de modo que d(x, xy) < implique р(/(х); /(00)) < €. La existencia de 
tal Sestá garantizada por la continuidad de f. Entonces, elegimos N tal que > N 
implique d(x;, хо) < 6. Esta elección de N produce la conclusión descada. 
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ii=>>iy Sea F C N un conjunto cerrado. Para mostrar que f-!(F) es cerrado en A, 
observemos que un conjunto B es cerrado relativo a A sii para cada sucesión 
х, € В que converja a un punto x E A, necesariamente ocurre que x Є B.'Sea 
х E FF) tal que х, > x, donde x € A. Debemos mostrar que x E FF). Por ü, 
FA) > f(x), у como f(x) Є F y Fes cerrado, concluimos que f(x) ЄР. Así, 
Ef UP). 


iv=iii Si U es abierto, sea F = N \U, que es cerrado. Entonces, por iv, РСЕ) = СПА 
para algún conjunto cerrado С. Así, /- (0) = A N (MA С) y entonces f-(U) es 
abierto relativo a A. 


iii=>i Dados x, € A y € > 0, debemos encontrar б tal que d(x, xo) < ô implique p(f(0), 
J (xo) < £- Puesto que D(f(xp), €) es un conjunto abierto, f-(D(f(xp), £)) es abierto, 
poriii. Así, por la definición de conjunto abiertó y el hecho de que xy EF UD (0), 
є)), existe $ >0 tal que Díxp, 8) NA C FUDE (xp), є)). Ésta es otra forma de de- 
cir que 


(EA у díx,x0) < 6) = (AU) < 6). E 


Para ganar soltura con estos conceptos, el lector debería intentar demostrar (direc- 
tamente) otras implicaciones de este teorema; por ejemplo, i = iii, o ii = i. 


4.2.1 Teorema Supongamos que f: М > М es continua y que К С М es conexo. 
Entonces f(K) es conexo. Análogamente, si K es conexo por arcos, también lo es КК). 


Demostración Supongamos que f(K) по es conexo. Por definición, podemos escri- 
bir f(K) C U U V, donde UN VN AK) = 2, UN f(K)49, V NFK) 49 y U, V son 
conjuntos abiertos. Ahora bien, f-(U) = U’ N A para algún conjunto abierto U ' y, aná- 
logamente, f-(V) = V' N A рага algún conjunto abierto V’. Las condiciones sobre U, V 
implican que U'NV'NK=9,KCU'"UV, U'MKFO, уу' пк. Luego, K no 
es conexo, lo que demuestra nuestra primera afirmación. 

Para la segunda parte, sean z = f(x), w = f(y) dos puntos en f(K), donde х, y ЄК. 
Sea c(t) una curva continua que une x e y. Entonces d(t) =f(c(1)) es una curva continua 
que unez con w. Es continua, pues si г; > f, entonces c(t,) > c(t), уа que c es continua; 
en consecuencia, fíc(1,)) = d(t,) > f(c(tp)) = dlto), debido a que fes continua. Así, d es 
continua y, por lo tanto, f(K) es conexo por arcos. Mi 


4.2.2 “Teorema Supongamos que f: М э Nes continua y que BC Mes compacto, 
Entonces FB) es compacto, 
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Demostración Sea y, una sucesión en /(8). Por el teorema 3.1.3, debemos mos- 
trar que y, tiene una subsucesión convergente a un punto en f(B). Sea у, = Кк) para х, 
Є В. Сото В es compacto, existe una subsucesión convergente, digamos, х, > х, 
соп х Є B. Entonces, por el teorema 4.1.41, f(x) > Р(х), luego /(х) es una 
subsucesión convergente de y, Mi 


4.3.1 Teorema Sean М, N y P espacios métricos y supongamos que f: A C M >N 
y supong q 

yg: BCN P son transformaciones continuas tales que f(A) C B. Entonces g of:AC 

M > P es continua. 


Demostración Sea U С P un conjunto abierto. Entonces (g of Y' (U) =f-(g”(U)). 
Ahora, 80) = U' N B para algún conjunto abierto U' y F(U' N B)=f-(U”), pues 
f(A) С В. Como fes continua, f-(U”) = U" N A рага U” abierto. Así, g ° fes continua, 
por el teorema 4.1.4. W 


Las demás condiciones del teorema 4.1.4 se podrían usar también para demostrar el 
teorema 4.3.1. En vez de demostrar el teorema 4.3.2, nos restringiremos a demostrar su 


“corolariorElcasogeneralressimilar;la única complejidadestárerrla"notación! 


4.3.3 Corolario SeanA С М y х, ЄА un punto de acumulación de A. 


і. Sean f: A > V y g: A=> У continuas en ху entonces la suima }+ а тА Э У es 
continua en хо. 


ii Seanf:A>R y g:A> Y continuas en xy; entonces el producto f- g : A V es 
continuo en хо. 


iii. Seanf: AR y g: 4 > Y continuas en Xy con f(x) # 0; entonces f es distinta 
de cero en una vecindad U de хо y el cociente g/f: U > У es continuo en Xy. 


Demostración 


і, Sea х, Є А у supongamos que ғ > 0 está dado. Elegimos б, > 0 tal que d(x, ху) < б, 
implica d(£00), f(x) < 2/2 y $, > 0 tal que d(x, xp) < бу implica (а(х), 8(5)) < 
e/2. Sca б el mínimo de ô, 6,. Por lo tanto, si d(x, xp) < 5, la desigualdad triangu- 
lar implica que Е 


П + 0009 — О + о = ПРО Гоо) +600) — еб) 
х ПАО) -faoll + ||) — 200) 
<2/2+:/2= =. 
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Sea xy Є А y supongamos que £ > 0. Elijamos ô, tal que d(x, xp) < 5, impli- 
que |А) FG] < 2/2060) + D y O < |£(x,)] + 1 Gpor qué es posi- 
ble esto?), Además, cojamos 5, tal que d(x, ху) < 5, implique 00-20] < 
є/[2( |70) + 1)]. Entonces, si д = mín (5), 5,), d(x, ху) < Simplica (por la des- 
igualdad triangular) 


11800 -Bl = 11400200 — Г) (хо) + Fe (хо) — /(хо)я(хо)|| 
< olle — бо) + 140) — /(хо)| 1600011 


(puesto que law) = [411 para v € Y y a Є R). Continuando con esta línea de 
razonamiento obtenemos 


Ufot De, Пебәе E, : EN 


жо) -Baol o * rn ® 


Por la demostración de ii, basta considerar el caso 1/f, pues g/f = g - (1/f). Para 
mostrar que 1/fes continua, dado х, Є A, elegimos д tal que |- FG) < 
(оо) рага |e- xal < 6,. Esto es posible debido a la continuidad de f. De 
aquí se sigue que |£(x)| > AFAD. Ahora, dado є > 0, elijamos 5, tal que 
lx xoll < 6, implique 


Й 


2 
[Ро — оо) < fa. 
Tomando ô = mín (ô, 8), le- xoll < implica 


„Б. 1 
Sa) /0) 


So) – Ро) 


1400 = fo) 
Ta ЈО) т 


MEJA 


Esto muestra que 1/f(x) es continua еп хо. W 


4.4.1 Teorema del máximo-mínimo ` Sean (М, d) un espacio métrico, A C M y 
F:A=R una función continua. Sea К С A un conjunto compacto. Entonces f está aco- 
tada en К; es decir, В = { f(x) [х Є К} CR es un conjunto acotado. Además, existen 
puntos xy, x, Є K tales que f(x5) = inf(B) y f(x) = sup(B). Decimos que sup(B) es el 
máximo (absoluto) de fen K e inf(B) el mínimo (absoluto) de fen K. 


Demostración Еп primer lugar, B está acotado superiormente, ya que B=f(K) es 
compacto por el teorema 4.2.2, y, por tanto, es cerrado y acotado, por la definición de 
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compacidad. En segundo lugar, queremos obtener x, tal que x, Є Ку f(x,) = sup(B). 
Ahora bien, como В es cerrado, sup(B) E В = f(K) (véase el ejercicio 8, capítulo 2). 
Entonces, sup(B) = f(x,) para algún x, Є К. El caso de inf(B) es similar. п 


Nota. También podemos demostrar el caso de inf(B) aplicando la demostración 
anterior (para el caso del supremo) a -f y observando que el máximo de -f es el 


mínimo de f cambiado de signo. 


4.5.1 Teorema de los valores intermedios Sean M un espacio métrico, A С 
М, y f: A >R continua. Supongamos que К С А es conexo y que x,y Є К. Para cada 
número с ER tal que f(x) < с < f(y), existe un punto z Є K tal que f(z) = с. 


Demostración Supongamos que no existe talz. Sean U=]-0, [= (tER|1<c) 
y V=]c, %[. Es evidente que U y V son conjuntos abiertos. Como fes continua, tendre- 
mos que f-(U) = U, N К para algún conjunto abierto (7, y, análogamente, f-(V) = У, 

=N K: Por la definición de U y V; tenemos que Us TY Мр N K= 9 y por la hipótesis de que” 
{z E€ К]/(@) = с} =Ø, tenemos que U, U V, D K. Además, U, N K 49, pues x € U, y 
V, N К 49 pues у E V, Por lo tanto, K no es conexo, una contradicción. Ш 


4.6.2 Teorema de la continuidad uniforme Sean f: A — N continua y KC 
А un conjunto compacto. Entonces f es uniformemente continua еп К. А 


Demostración Dados € >0'y x € К, sea 5, tal que d(x, у) < б, implique р(/(х), 
Ру?) < &/2. Los conjuntos D(x, 6,/2) recubren K y son abiertos. Por lo tanto, existe un 
subrecubrimiento finito, digamos, Оху, 8,,/2), . . . , Р(х, бу, /2). Sea б el mínimo de 
6,/2, ...,8,,/2. Si а(х, у) < 6, entonces existe x; tal que d(x, х) < 5, /2 (puesto que los 
discos recubren К) y, por lo tanto, d(x, y) < d(x, х) + d(x, у) < 5,. Así, por la elección 
de б, 


PEOS < PEO, AD + PLAN IO) < є/2+є/2 =є. W 


4.7.5 Teorema Supongamos que f y g son derivables en xy y que k ER. Entonces 
kg, f+8, fe y $/8 (si g8G10) 40) son derivables en xy y 


i (КРУ (хо) = КОГ'(хо)) regla de la multiplicación por una constante 


ii (f +8) (0) = Оо) + @'(хо) regla para la suma 
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iii. (78) (хо) =f002 (хо) + 7 (хо)е(хо) regla del producto 
iv. (2) (хо) = E шоо) regla del cociente 


Demostración El resultado en cada caso se sigue de las propiedades de los lími- 
tes. Por ejemplo, para demostrar i, 


(Y (20) = ит LL HO tí y 102-160) 
х=» X—X0 ЕСД xx 
=k иш 0 700) == =”). 
х= 


Los lectores deberían probar por sí mismos los demás apartados, consultando un texto 
de cálculo en caso necesario. W 


4.7.6 Regla de la cadena — Sifes derivable en хуу g es derivable en f(x), enton- 
ces g ° f es derivable en x, y 


(е o fY (хо) = в'С/(хо)) Р (хо). 


Demostración Sean y = f(x) y z = g(y). El argumento usual, a saber, 


de im Аё = im ( 227 
de aoar ах—0 \ Ay Ax 


= (пъ &) (im Y) EY 
ay—0 Ay / \лх—0 Ax dy dx 


tiene el defecto de que Ay podría anularse aunque Ax no lo haga. 

Aquí presentamos un argumento más cuidadoso que evita estos problemas con los 
denominadores, La definición de derivabilidad de una función k(u) en u se puede escri- 
bir como sigue: dado є > 0, existe б> 0 tal que |Au] < б implica 


и + Au) — Ки) — К'(и)Аи| < є|Аш|. 


Dado e > 0, debemos encontrar б > 0 tal que 


le f(x Ах) — gd) — вО) f Ar] < € Ax a) 
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si [Ax] < 8. Aquí hemos escrito x en vez de х para simplificar la notación. Si sumamos 
y restamos 2 (£(x))Af, el miembro izquierdo de (1) se lee 


[Ag — ¿(LONAS + g DAS — LON FAM 
< Jag - ¿SONAS + |в'С/ОО) АГ -f aA (2) 


donde 
Ag = (f(x + Ax) – 80) = (ГО) + ДР) — (700) 


Af = f(x + Ах) — fx). 


Сото f tiene la propiedad de Lipschitz en x (véanse los comentarios posteriores а 4.7.2). 
ЈА < М|Ах| si [Ax] < брага algún c > 0. Como g es derivable en f(x), dado €, > 0, exis- 
te б, > 0 tal que si |A f| < д, entonces [Ag - ¿(FDA <e, АЯ. 

Así pues, hemos de elegir 5 tal que ЈАД < б,; es decir, 5 < 8,/M. Entonces, el 
miembro derecho de (2) está acotado superiormente por 


АЙЕ е О ООЛА/ ООА = ss MIA + МАР 7 0А] © 


donde N = |g'(£(x))|. Dado £, > 0, elijamos 5, tal que ЈАР /'(х)Ах] < [Ах si |Ал]< 
$. Entonces, el miembro izquierdo de (3) está acotado superiormente por 


(21M +єзМ/)|Ах|, (4) 


r 
Ahora está claro cómo debemos elegir las cosas: dado ғ > 0, sean e, = /2М, є, =&/2М 
у ô, 8, las deltas correspondientes. Sea 5 = mín(9,/M, &). Entonces (4) muestra la va- 
lidez de (1). Ш 

4.7.8 Teorema Supongamos que f es derivable en xy, 

i Si f es creciente en хо, entonces (хо) > 0. 

ii Sifes decreciente en xy, entonces (хо) < 0. 

iii. 51] (ху) > 0, entonces f es estrictamente creciente еп хо. 


iv. 51700) <0, entonces f es estrictamente decreciente en Xp. 


Demostración iy iise siguen de iv y iii (¿por qué?), y así lo ilustramos dando la de- 
mostración de iii. Así pues, supongamos que f'(x,) > 0. Por definición, 


иш LO 460) _ 


х=» Х—Х0 


Fo). 


А 
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Sea e =f (xp). Existe una vecindad N de xy tal que para todo x E N tal que x Xx, se tiene 


En 400) = 00 _ жу < f'o), 
o, de forma equivalente, 
o < 07090 a >). 


Así, 
До) — Гоо) 


X— Xo 


es positivo para x € N, x A хо, de modo que si x > ху, entonces x — xy > 0 y, por lo tanto, 
FO) - оо) > 0 (es decir, f(x) >f(X0)); y six < xp, entonces x~ xy <0 y, por lo tanto, f(x) — 
F(x) < 0 (es decir, f(x) < /(х)). В 


4.7.14 Proposición Supongamos дие fes continua еп [a, b] y derivable en Ja, Ы. 


1. Si f'(x) > 0 para todo x Є la, Ы, entonces f es creciente en [а, b]. 

ii. Si f'(x) = 0 para todo x € Ja, Ы, entonces f es decreciente en [a, bl 

йі. Si f'(x) > 0 para todo x € Ja, b[, entonces f es estrictamente creciente en [a, b). 
iv. Sifí(x)<0 para todo x Є la, b[, entonces fes estrictamente decreciente en [a, Б). 


у. Si (0) = 0 para todo x Є Ja, Ы, entonces f(x) = k (k es una constante) para todo 
x € [a, b}. 


Demostración En cada caso, el resultado se sigue del teorema del valor medio. Ya 
hemos demostrado i en el texto; la demostración de los demás casos es similar. W 


4.7.15 Teorema de la función inversa Supongamos quef: ]a, Ы >R y que, 
o bien f'(x) > 0 para todo x E la, Ы, o bien f(x) < O para todo x € Ja, bl. Entonces f: la, 
bI К es una biyección sobre su recorrido, f” es derivable en su dominio y (f-t) 0) = 


М), donde f(x) = у. 


Demostración Сото fes monótona por la proposición anterior, f-! existe; por 4.2.1 
y 4.5.3, su dominio es un intervalo. Primero probaremos que f~! es continua. Suponga- 
mos que f'(x) > 0, de modo que f es estrictamente creciente (se puede hacer una demos- 
tración similar si fes estrictamente decreciente). Si U C ]а, b[ es un conjunto abierto, 
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sea y E (0), de modo que y = f(x) para algún x € U y existe ип intervalo abier-to ]x,, 
х © Utal que x € lx, х1. Ahora, Дх) < f(x) y 0х, 50) C 1б), fal, pues fes 
estrictamente creciente. Para cualquier с tal que f(x) < с < f(x,), existe z Є Jx, x2[ que 
satisface f(z) = с, por el teorema de los valores intermedios. Así, f(x, 1) = 1f(xp), 
FAM CAU) e y = Ја) Є Jf(x), 05). Hemos probado que (f'U) = F(U) es 
abierto, por lo tanto, el teorema 4.1.4 implica que f~ es continua. 
Ahora escribamos y = f(x) e yo =f (xo), de modo que x = 70у) y xy = (уо). Como 
У! es continua, lím, x= хо. Entonces, 


DEO) _ иш 0229 
у— уо уг» f(x) — /(хо) 
_ 1 1 
ARTO) y 


x= х 


UY (уо) = lím 
y—Y 


4.7.16 Proposición Supongamos que f es continua en [a, b], que es derivable dos 
veces en ]a, Ы, y que x, € Ja, Ы. 


і Si Ро) =0 y f”) > 0, entonces x, es un mínimo local estricto de f. 


ii.  Sifí(xp)=0y f(x, < 0, entonces x, es un máximo local estricto de f. 


Demostración 


і. Si f"(xp) > 0, entonces f'(x} es creciente en xo por lo que existe ё> 0 tal que / (х) < 
Osix-Ó<x<xp y (х) > 051 ху< х < axt д, Así, por 4.7.14, f > F) si xy 
ÖL X< x y fO) > (ху) six <x<x+Ó, 


ii La demostración es similar. Ж 
4:8.4 Teorema 


i Sif:[a b] >R está acotada y es continua en todos los puntos de (а, b] excepto 
en un número finito de ellos, entonces es integrable en [a, b}. 


ii. Cualquier función creciente o decreciente en [a, Б] es integrable en [a, b]. 
Primero demostraremos lo siguiente: 


Desigualdad entre las integrales superior е inferior Para una función aco- 
tadaf: [a, b) >R, [у [f 


м кажа it -® ar. 
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Demostración Si P y P' son particiones de [a, b] tales que P C P’, entonces P'es 
un refinamiento de Р, Para obtener nuestra desigualdad, primero demostraremos el si- 
guiente resultado: 


Lema  SiP'es un refinamiento de Р. entonces L(f, [a, b], Р) > ЦУ, la, b}, P) y UG, 
[a, b], Р) = UC, la, b), Р). 


Demostración Sean P,=P y P,=PU (a,), donde a, € PXP, y sea P;= P, U {aih 
donde а, Є P/P;_,, de modo que, para algún t, P = PC P, СР, С... P = P'y Pia 
tiene un punto más que P;. Si P;= (хо, Xis: < ©, Xp} CON X; < jar Y Xy. <а, < Xy, ENTONCES 


ЦОЈ, [a, b], Pi) = mi {x1 — хо) + maxa — Ху) +: + ту (р Хро) 
+ туб — Ху-\) 


+ Mea Arel — Xk) +++ + Ml = Ха) 


ЦОУ, (а, Б], Ру) = mi% — хо) + Mal? — Ху) +++ + Mp1 1 2) 

+ (ана — хе) + Б ањ) 

+ и О ХЕ) +++ Mn — An 1) 
donde т, = inf {f |x E 1.1, ХД. h = inf (О) | x € [х,а] y L= inf fo |x € 
[4,. 1, х,]). Las dos sumas son idénticas, excepto por que en la segunda suma, m4x;—X;- 1) 
se reemplaza por /(а,,,— х1) + Lx, — 4, 1). Como m, = inf (f(x) lx Є rd т, 
es una cota inferior de (f(x) |x Є [xn aal) у (О) |x Є [8,, 1, х]}. Así pues, m, = h 
y ms Ll, y 

Паһ = Xg1) + DA ањ) 2 тань — х-л) + т — ан) 
= MÁX — х1). 

luego, L(f, [а, Б], Р.) 2 LG, la, b], Р). Como esta desigualdad es válida para = 0, 


1,...,f- l, tenemos que L(f, [a, b], P) > LG, [a, b], P). La demostración de este 
resultado para el caso de las sumas superiores es similar. Ж 


Para una partición Р dada de [a, b], tenemos que М, 2 m, de modo que L f, la, Б], 
P) = U(f. [a, b], P). Ahora, sean P,, P, dos particiones de [a, b]. Entonces, por el lema, 


ЦУ, [a,b], Р) < ЦУ, [a,b], Pi U P2) < UQ, [a,b], Ру U P2) = U(f, [a, b], Pa). 


Así pues, una suma superior de cualquier partición es una cota superior para 


(Ц [a, b], Р) |Р es una partición de [a, b]). 
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Por lo tanto, para cualquier partición P, ME U(f, [a, b), Р). Así, fr es una cota infe- 
rior de { UÇ, [a, b), P | Р es una partición de [a, b]) y, por lo tanto, 


Los fs в 


Demostración де 4.8.4 р f2 Ш, la, b), Р) para cualquier partición P de fa, b} y 


b 
f / < U(f. (а, Б), Р). 


Por lo tanto, para probar que f f= [Л basta demostrar que para cada € > 0 existe una 
partición Р de [а, b] tal que U(f, [a, b], P) — ЦА [a, b], Р) < €. 


i. Supongàmos que f es continua en [a, b] excepto en а,,а„...,а„ Como f está 
acotada, existen números k, k, tales que К < f(x) < k, para todo x € [a, b]. 
Cojamos una partición Р, tal que cada subintervalo que. incluya.algún.a, tenga 
longitud menor o igual que £/2m(k, – Ку). Como fes continua en la unión U de los 
demás subintervalos de P,, fes uniformemente continua en U. Por lo tanto, existe 
$ tal que x,, 1 € Uy |x - x) <ô implican |/(х)- fx) <e/2(b- a). Refinamos 
P,, en caso necesario, de modo que cada subintervalo de la partición refinada P 
que no contenga ningún a, tenga longitud menor que б. Ahora bien, 


UQ, [a,b], P) ~ L(f, [a,b], P) = Y (M; — туду — 2-0, 


1 


donde Р está formada рога = x9 < x, <->» х, = b, М; = sup (/(х) | хЄ[х_.хД]}у 
ту=1пї Yo lx Є [хь 4/1). Para cada j, M; < k, y т, > Кү, pues К, y k, son las 
cotas superior e inferior de f(x) en [a, Б]. Estimemos primero la parte de la suma 
con los subintervalos que contienen las discontinuidades y después el resto de la 
suma. 


у) M-m- у) aka) 


j aneta j «зн» 
Gaj р Ej p ду! 
IE er 
агер _ y: хр] 
Е Е 
s (ka DS 5, 
(ka Y 74073 
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puesto que а lo sumo existen т subintervalos que incluyen algún punto de dis- 
continuidad. Para los [х;, х] donde f es continua, f alcanza un valor máximo М, 
y un valor mínimo my; como el intervalo tiene longitud menor que 5 y está conte- 
nido еп U, М,— m; < £/2(b – а). Luego 


E 
У (Mj ~ mM ху) < 6-0 , y @;— хуа) 


je {эшш a 
аР р J-V] 
E E 
< 5 «(b-a)=f, 
2-a 753 


puesto que la longitud total de los subintervalos no puede exceder la longitud de 
[a, b]. Así pues, 


UU, [a,b], P) — L, la, b], P) = XOM; — mO – хул) 


j=l 


= y (М; — ту) — xj-1) 
aa! 
+ УТ M-ma-%-) 


jon йө. 
а 500 


Por lo tanto, f es integrable en [а, b]. 


Si f es creciente en [a, b], entonces m,=f(x,_,) y M; = f(x). Así, 


LU, [a,b], P) = Y FG) xi-1) 


i=l 


UL, [a,b], P) = У FG — хс). 


isl 
Elijamos una partición P tal que todos los subintervalos tengan longitud (Р — а)/п. 
Entonces 


n 


U(.la,b], P) – Lig, [a,b], P) = 24 (Erw - Eren) 


n 


= 2460) ~ Ро) 


= 60) -flay 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 4 


Tomemos л > (b - aX f(b) – Fla))/e. Entonces 


(b ~ AE) — /(а)) 
U(f, [a, b), Р) – ЦУ, la, b]. P) < ————————— шс 
(У, [a,b]. P) — ЦУ, [a, b], P) ФСФ) HAN 
у, por lo tanto, f es integrable en [a, b]. La demostración para el caso de una 
función decreciente es similar. Ш 


4.8.5 Proposición 


i. Si f es integrable en (a, Б] yk ER, entonces kf es integrable en [a, b] y [к= 
кру 
й  Sifyg son integrables en [a, b], entonces f+ g es integrable en [a, b] y Í Y +8)= 
b а 
Í f+ fe 


iii. Sify g son integrables en [a, b] y f(x) < g(x) para todo x Є (а, b], entonces 


[F= fa 


iv. Si f es integrable en [a, b] y en [b, с], entonces f es integrable en [a, с] y | f= 


Demostración 


i Para una partición P de [a, b], sean mkf) = inf (kf(x) |х Є [х,.,, x]} ут()=1пһЁ 
{/@) lx Є [x;_ 1x3). Si k > 0, entonces m(kf)=Xk- mf) y 


LGS, [a,b], Р) = У) тб — х-л) 


= Уто 11) 


i=l 


=D тш — җә) = k- LU, [a,b], Р). 


izl 


Puesto que esto es válido para cualquier partición Р de [a, b], 


СЕКЕТ 
Гик [а 


Análogamente 
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y, por lo tanto, 


b b T b 
е-е ич 
Si k < 0, entonces M(kf)=k - т), de modo que 
UU, [а, b), Р) = Y т о хл) = У kml — xi-1) 
¡al i=} 


= KÝ m: = хл) = k- L(f, [a, b], P). 


Por lo tanto, 


EEIEIE 
KOLACE 


Análogamente, 


y entonces 


Sea mdf + )= inf (+ Da E [х,_,х]}. Como (х) + д(х) = т) + т(&) 


para todo x € [x,_,, x,], obtenemos mf + g8) > m(f) + mg) luego 


LUY +g, la, b]. P) = Y mf + ш xi) 


i=l 
> у отш) + т) а) 
i=l 


= Цу, la, b}, P) + L(g, la, b}, P). 


Por lo tanto,. 


[osoz [+ [e [+ fs 
Liros fr fe fr fs 


De forma similar, 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 4 


Así que 


Го fos foros f oros fr fe 


Por lo tanto, 
b в b b 
furo= [aro [2+ | в 


у, еп сопѕесиепсіа, 
b b b 
Јо+ю= | 7+ [в 
а а а 


Сото /(х) = 80) рага todo х Є [a, Б], m{ f) < m(g) y L( f, la, b], Р) = L(g, la, 


b], P). Así pues, 
Er fis [а= [а 


Dadas las particiones Р,: а= хо < <: <хъ=Б dela b] y Р: Бех <<: 
< х, = с de [b, с], podemos formar una partición P = P, U Р, de [a, с]. Ahora, 


ЦУ, [a,c], Р) = Уто = x-1) = y тщ = хл) + y т = х1) 
= Дудо, с, P) + ЦУ Ла, Pa). т" 
Así, 
(LG, [a, с], Р) [Р es una partición de [a, с]} 


> (Li, la, c], Р) + LG. a,c}, Pa) | Pa 
es una partición de [a, b] y P, es una partición de [b, c]). 


[a [+ [a [+ 
Дх Г fa 


Por lo tanto, 


De forma similar, 
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y entonces 
[+ [= [rs fas fs [з 
[fe fe fa fo н 


4.8.8 Teorema fundamental del cálculo Sea f: la, Б) Э К continua. Enton- 
ces f tiene una primitiva F y 


es decir, 


b > 
r, /х)ах = F(b) — Fla). 
a 
Si G es otra primitiva de f, también tenemos que |} Јо) dx = С(Ьу— С(а). 


Demostración Definamos Е: [a, b] >R como F(x) = Ë Ду) dy. Afirmamos que 
F es una primitiva de f. Sean x Є Ja, b[ y h> O tales que |х, х+ А C la, b[. Por 4.8,5iv, 


то x+h 
знн Ко) JUN жуау- [500)- И 104). 


Dado e > 0, sea h tal que O- РО) < є para todo y Є ]x, x + Al; tal h existe por la 
continuidad de f. Usando este hecho junto con 


Й 
Pasa, 


obtenemos 


x+h 
10) = 


5 (2 2) a 
A h 


a fo) 201 p 


=) (el límite cuando h > 0), 


Ш 
m 


Por іо tanto, 
 Flx+h)— Еб) 
Vin —— 
п—0* һ 


оола замав сезлеуле у Зете зе ымын тле. 
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De forma similar, 
lím HO fem =) (el límite cuando } < 0). 
h=07— 


Por lo tanto, F’ existe y Р(х) = f(x). Por la definición de F, obtenemos 


b 
FO dy = F(b) – Fla). 


a 


Se puede ver fácilmente que la función F es continua en a y b. Ahora, sea G cualquier 
primitiva de f; mostraremos que G = F + constante. Como Gx) = F'(x) = f(x) para 
todo x E Ja, b[, tendremos que (G — Е) (х) = О para todo x E Ja, b[. Por 4.7.12, si una 
función tiene derivada nula en un intervalo, es constante en tse intervalo. Por lo tanto, 
G = F + constante y, en consecuencia, 


b 
/ б» =с®- б@ 


para cualquier primitiva G def Ж 


A 


Ejemplos resueltos del capítulo 4 


Ejemplo 4.1 Seaf: A >R” dada por 


FOV- -fa 


Muéstrese que f es continua sii cada componente f, es continua, i=l,...,m 


Solución Sea f continua. Six, > х еп A, debemos probar que f; (x,) > f;(x) para ca- 
da i, Pero estó es consecuencia del hecho de que f(x) > f(x) y una sucesión en R” (еп 
este caso, f(x,)) converge sii sus sucesiones componentes convergen (véase §2.7). El mis- 
mo razonamiento demuestra cl recíproco Ф 


Ejemplo 4.2 Sea f: АС М >N continua. Si KC А es un conjunto conexo, 
muéstrese que la gráfica de f, ((х, f) | x E K}, es conexa en MXN. 


Solución Considérese la transformación g : K C M —> M x N definida por g(x) = (x, 
fD). Por el ejemplo anterior, g es continua. Pero g(K){(x, f0) |x Є K}, y la imagen 
de un conjunto conexo es conexa, por el teorema 4.2.1. Ф 
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Ejemplo 4.3 Sea f: А >R" continua en х, E A, A abierto y f(x) # 0. Muéstrese 
que fes distinta de cero en alguna vecindad de ху. 


Solución Рабо е > 0, existe una vecindad U de xy tal que |/(ху— f(x) < є para 
todo x € U, por la definición de continuidad. Para nuestros fines, elegimos є = AGN. 
Entonces |70) ~ /(х„)| < Cx) implica que /(х) # 0, pues f(x) = O implicaría la 
contradicción left < |70). Por lo tanto, en la vecindad U determinada por e = 
[7%], fes distinta de cero. Ф 


Ejemplo 4.4 Muéstrese que una aplicación lineal L : R" > R" es continua. 


Solución Моѕгагетоѕ que para esta aplicación lineal L : R" > R” podemos deter- 
minar un número M tal que [Дх] = M [|x| para todo x Є К”. Entonces |x -xl <e/M 
implica que [20)- шх) = [xx] 5 м|х- xoll < £, lo que demuestra que L es 


continua. 
Sea M, = sup{ |Le], ...... [LCe,)]) donde e,, ...... e, es la base canónica de R", Sea 
х= (Xp... X,) y usemos la desigualdad triangular, 


ILII = ае) +--+ ае E La] eD] +- + ре 
< Mila] +++. + р) = Minli]. 


Entonces, podemos tomar M = nM,, de donde obtenemos nuestro resultado. Ф 


Ejemplo 4.5 Una aplicación multilineal L de R" x R" x. - - X R" a R" es una 
transformación tal que para cada 1, і < r < k, cumple 


L(a41,82,...,0, +AD,,... а) = L(01,... Ops... GIRA La 1,07, ¿Dos йа), 
donde a, E R", b, Є R" yà Є R. Muéstrese que una aplicación multilineal es continua. 
Solución Sea e,,..., e, la base canónica de К”, y, para cada x ER", ѕеа х = (х!,..., 


х) = У? хе, Definimos los elementos de R”, Q,,,....,, para los enteros į tales que | < 
бп. j=l... , como 0... =44e,,..., е). Afirmamos que 


т лу 7 
i i 
Цох...) = > >. y OTRE REEE I 


ist 1 


que es el análogo a la expresión de una transformación lineal en términos de una matriz. 


(00, Р) | Pes cualquier partición | = supl LCS, P) | Pes cualquier partición} = 


мере мее verpa A res з 
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En efecto, por la multilinealidad, 


n ni 
Lx; =, (Esto а) = Pi Lent... х). 


hal isl 


El resultado se obtiene al repetir la operación k veces. 

Esta fórmula muestra claramente que L es continua, puesto que las funciones xt a 
ху? son productos de funciones continuas y son, por tanto, continuas, у L es una suma 
de estas funciones. 

Otra solución de este problema, que procede como en el ejemplo resuelto 4.4, con- 
siste en mostrar que existe una constante M >0 tal que |Le, xo] < Mpal e Jel 
de lo cual puede deducirse de forma directa la continuidad. 


А a К 
Ejemplo 4.6 Muéstrese que [рах = 23/3 por medio del teorema fundamental. Ve- `i 
rifíquese esta respuesta directamente, mostrando que para cualquier e > 0 dado existe 3 
una partición Р de [0, a] tal que U(É, Р) – 100, Р) <€ y que | 


а°- 
37 


Solución La función F definida por F (x) = x/3 es una primitiva de f(x) = х2, pues } 
Е (х) = х?. Así, por el teorema fundamental, j 
oj 

a 


J xX dx = F(a) – F0) = —. 
o 3 


Para verificar nuestra respuesta por medio de las sumas superiores e inferiores, separa- 
mos [0, a] en los п subintervalos [0, a/n], [a/n, 2a/n], ...., [(п— Da/n, а]. Si llamamos ' 
Р a esta partición, entonces 


А л Гауга [а a AN [1 
СЗ (=) == (5) (х) = (5) (3) nin + 1)(2я +1) 
(véase el ejercicio 41) y 


р 2 
цо2,Р)= Y" (=) 


k=l 


зів 


230 Capítulo 4 Transformaciones continuas 


Por lo tanto, 


SEIS 


Si elegimos п suficientemente grande, obtendremos U(x?, Ру— 127, Р) <, y así, inf{ Шо, 
P) | Р es cualquier partición) sup[L(x?, Р) | P es cualquier partición) = a%/3. Ф 


Ejemplo 4.7 
a.  Formúlese una definición y algunas propiedades básicas de la integración de 


funciones de valores complejos en un intervalo. 


b.  Evalúese Ѓ еї dx. 


Solución 


a. Cualquier función f: [a, b] > С se puede separar en dos funciones de dos valores rea- 
les, f, у fa tales que f(x) = 5 (х) + (р(х) (es decir, definimos f(x) como la parte 
real de f(x) y f(x) como su parte imaginaria). Entonces, planteamos la definición 
natural 


b b b 
f toaz | nwasi f Рб) ах 


si f, y Jı son integrables en [a, b]. En este caso, fes integrable en [a, b]. Es fácil 
ver que 


i. Р сх) ах = с [лоо dx para cualquier número complejo c y cualquier fun- 
ción integrable f. 


ii. [ w) + #(х)] dx = [ro ах+ Ёоо dx para sendas funciones integrables 
Лу 8; y denotando con una barra superior la conjugación compleja, 


ii f Fo ах= f’ fo dx. 
Con un poco más de esfuerzo, también se puede demostrar que 


iv. | Л 100 dx] = Гоа. 


3. 


5. 


Ejercicios del capítulo 4 


Análogamente podemos definir / (х) = f¡(0) + if (х), y en ese caso se cumplen 
las reglas usuales de las derivadas. Se deja al lector que formule cl teorema fun- 
damental del cálculo en el ejercicio 46. 


А А до. л | 
Сото e" = cos x + i sen x, obtenemos f e" dx= $ (cosx + í sen x) dx = sen x |j + 
i(- cos x)j=0+2i=2i. Ф 


Ejercicios del capítulo 4 


а. Demuéstrese directamente que la función 1/x? es continua en ]0, ©[. 


b. а función constante f: A > R” es una función tal que f(x) = f(y) para to- 
do x, y Є A. Muéstrese que fes continua. 


с. {Ев continua la función f(y) = 1/0 + у? +1)? Justifíquese la respuesta, __ 


a.  Demuéstrese que si f: A > R" es continua y В C A, entonces la restricción 
f| Bes continua. 


b.  Encuéntrese una función g : A >R y un conjunto В С A tales que g | B sea 
continua pero que g no sea continua en ningún punto de A. 


а. Sif: R >R es continua у K С R es conexo, ¿es f"(K) necesariamente 
conexo? 


b.  Muéstrese que si f: R” > R” es continua en todo R” y B С R está acotado, 
entonces f(B) está acotado. 


Analícese por qué es necesario imponer la condición x # xy en la definición de 
lím .,. f(x), considerando lo que podría ocurrir en el caso f: R >R, f(x) = 0 si 


хх 


х#0 y /(0) = 1 y cómo podríamos definir la derivada. 


Muéstrese que f : A > R" es continua en хо sii para todo £ > 0 existe ô > 0 tal que 
|x- xoll < implica IA- F < є. ¿Podemos reemplazar € > 0 о б > Орог 
¿200820? 


a. Ѕеа {c} una sucesión en R. Muéstrese que с, > с sii toda subsucesión de c, 
tiene a su vez una subsucesión que converge a с. 


b.  Secaf:R >R una función acotada. Demuéstrese que f es continua si y sólo 
si la gráfica de f es un subconjunto cerrado de R?. ¿Qué ocurre si f no está 
acotada? 
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10. 


11. 


12. 
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Considérese un conjunto compacto В CR” y sea f: В >R” continua e inyectiva. 
Entonces, demuéstrese que f~! : f(B) > В es continua. Muéstrese, mediante un 
ejemplo, que esto puede fallar si B es conexo, pero no compacto. (Para encontrar 
un contraejemplo, es necesario que m > 1.) 


Definamos las aplicaciones s : R” x R"> R" y m : R x R"> В" como la suma y la 
multiplicación por un escalar, dadas por s(x, у) =x + y y т(А, х) = Ax. Muéstrese 
que estas aplicaciones son continuas. 


Demuéstrese el siguiente “lema del empalme”. Sean f: [a, b[ Е" y g : [b, с] > 
R” continuas, Definamos h : [a, с] > R” como h = fen [a, b[ y h = g en [b, с]. Si 
F(b) = g(b), entonces h es continua. Gencralícese este resultado a conjuntos А, B 
en un espacio métrico. 


Muéstrese que f: A > К", A С R” es continua sii para todo conjunto В С A, 


FAB) N А) С cB). 


a. Paraf: ]а, b[ >R, muéstrese que si fes continua, entonces su gráfica Г es 
conexa por arcos. Proporciónese un argumento intuitivo para el hecho de 
que si la gráfica de f es conexa por arcos, entonces f es continua, (Esto 
último es cierto, pero es un poco más difícil de demostrar.) 


b.  Seaf:A—>R”,A CR”; muéstrese que para n > 2, la conexión de la gráfica 
no implica la continuidad. [Sugerencia: para f: R? > R, hágase una ranura 
en la gráfica.) 


с.  Analíceseb para m =n = 1. [Sugerencia: en R, considérese f(x) = 0 six=0 
y f(x) = sen(1/x) si x > 0.] 


a. Опа aplicación f: А C R" > К" se denomina Lipschitz en A si existe una 
constante L > 0 tal que ||/(х)— РО) = Llix— 1] para todo x, y Є A. Mués- 
trese que una aplicación Lipschitz es uniformemente continua. 


b. Епсиёпігеѕе una función continua acotada f : R >R que no sea uniforme- 
mente continua y, por lo tanto, no sea de Lipschitz. 


с. Ез la suma (producto) de dos funciones Lipschitz también una función 
Lipschitz? 


d. ¿Esla suma (producto) de dos funciones uniformemente continuas también 
una función uniformemente continua? 


e. Sea f definida y con derivada continua en ]а — e, b + el, para algún e > 0. 
Muéstrese que f es una función Lipschitz en [a, b]. 


`13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Ejercicios del capítulo 4 


Sea f una función continua acotada f: R” э R. Demuéstrese que f(U) es abierto 
para todo conjunto abierto U C R" sii para todo conjunto abierto no vacío V ER”, 


into </(у)< 0л 


para todo y Є У. 


a. — Encuéntrese una función f: R? >R tal que 


ESE IA 


existan pero que sean diferentes. 

b.  Encuéntrese una función f: 3? > R tal que los dos límites en a existan y 
sean iguales pero que f no sea continua. [Sugerencia: f(x, y) = Ху/( + у?) 
соп f= Оеп (0, 0).] 


с. Encuéntrese una función f: R? > R que sea continua en cada recta que pase 
por el origen, pero que no sea continua. [Sugerencia: analícese la sugerencia 
de.b..o considérese.la. función. dada en.coordenadas.polares-por. tan(0/4), 0-5 
r<o,0<0<21.] 


Sean Л..... Jy funciones de A C R” en Ж. Sea т, el supremo беў; es decir, my = 
sup( f(A). Sean f= У, f; y m = зир( Д(А)). Muéstrese que m < Y т,. Encuéntrese 
un ejemplo donde falle ta igualdad. 


Considérese una función f: AX B >R", donde A C R, B C R”. Decimos que f es 
parcialmente continua si para cada y, Є A fijo, la aplicación g(x) = f(x, у) ез 
continua, y para cada yọ Є B, A(x) = (х, Yn) es continua. Decimos que f es conti- 
nua en A uniformemente con respecto a B si para cada € > 0 y х, EA, existe б> 
O tal que [х— хо] < ô implica FD- faa] <e para todo y Є В. Muéstrese 
que si fes parcialmente continua y es continua en A uniformemente con respecto 
de B, entonces fes continua. 


Demuéstrese que las aplicaciones multilineales en el espacio euclídeo no son ne- 
cesariamente uniformemente continuas. 


Sean A C М un conjunto conexo y f: A > R una función continua, con f(x) #0 
para todo x Є A. Muéstrese que o bien f(x) > 0 para todo x E A o bien f(x) < 0 pa- 
ratodox Є А. 


Encuéntrese una aplicación continua f: R” > R” y un conjunto cerrado A CR" 
tales que F(A) no sea cerrado. De hecho, considérese el caso en que f: R*>R es 
la proyección sobre el eje x. 


Proporciónese una demostración alternativa del teorema 4.4.1 por medio de la 
compacidad secuencial. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
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¿Cuáles de las siguientes funciones en Ж son uniformemente continuas? 


ғо) = 102 +1). 
Уо) = cos? х 
ғо) = Јо? +2). 


У(Х) = xsenx. 


во тор 


Proporciónese una demostración alternativa del teorema de continuidad unifor- 
me por medio del.teorema de Bolzáno-Weierstráss, de la manera siguiente, En 
primer lugar, muéstrese que si f. no es uniformemente continua, existe e > O y 
existen sucesiones х,, y, tales qué ах, у) < пуа). РО.) > e. Pásese a las 
subsucesiones convergentes y obténgase una contradicción con la continuidad de f. 


Sea X un espacio métrico compacto y /: X > X una isometría; es decir, d( f(x), 
РО) = d(x, y) para todo х,у Є X. Muéstrese que fes una biyección. 


Seaf: ACMN. 


a.  Demuéstrese que fes uniformemente continua en А sii para cada par de su- 
cesiones лу, y, de А tales que d(x. Y+) > 0, tenemos que 4(/(х,), 0) > 0. 


b. Sea funifòrmemente continua y sea x, una sucesión de Cauchy en A. Mués- 
trese que f(x,) es una sucesión de Cauchy. 


с. Sea funiformemente continua y N completo. Muéstrese que ftiene una ex- 
tensión única a una función continua en cl(4). 


Sea f: 10, 1] >R derivable у f'(x) acotada. Muéstrese que lím, 9 Foy ип a fi 
existen. Hágase esto en forma directa y aplicando el ejercicio 24c. Encuéntrese 
un contraejemplo si f'(x} no está acotada. 


Sea }: la, b] > К continua y tal que f'(x) existe en Ja, b[ y que Ит „_/' о) 
exis-te. Бешиейтеге que fes uniformemente continua. 


Encuéntrese la suma de la serie У” (3/4). 
Seaf:]0, 1[ > R uniformemente continua. ¿Debe f estar acotada? * 


Sea f: R -R tal que -fo 5 р Demuéstrese que f es constante, 
[Sugerencia: ¿cuánto vale /(х)?] 


a. Ѕеај: (0, ә[ >R, f(x) = /x. Demuéstrese que f es uniformemente con- 
tinua. 


b.  Seank>0 y f(0) = (х – х) Лор x para 0 < x < I y AO =0, f0) = l-k. 
Muéstrese que f: 10, 1] >R es continua. ¿Es f uniformemente continua? 


“Ejercicios del capítulo 4 
31. 
32. 


33. 


34. 


35. 
36. 


AAA 


38. 


39, 


40. 


41. 


Sea f(x) = 4-1 para хӯ 1. ¿Cómo podríamos definir /(1) para que f sea continua 
enx=1? 


| S гу). 


Sea A С R” un conjunto abierto, xy € A, n> 0y В, = (х Є К" | | 
Supongamos que В, С A. Demuéstrese que existe r > r tal que B, С A. 


Un conjunto А C R" es relativamente compacto si cl(A) es compacto. Demués- 
trese que A es relativamente compacto sii toda sucesión en А tiene una subsucesión 
que converge a un punto en R". 


Supóngase que la temperatura en la superficie de la Tierra es una función conti- 
nùa y demuéstrese que en cualquier círculo máximo de ésta existen dos puntos 
antípodas con la misma temperatura. 


Sea f:R = R creciente y acotada superiormente, Demuéstrese que el límite lím g- f(x) 
existe. 


Muéstrese que ((x sen(1/x)) |х >0} U ({0} € [-1, 1]) еп R? es conexo pero no 
conexo por arcos. 


-Demuéstrese el ТА teorema delos valores intermiedios para derivadas: 5/7 


es derivable en todo punto de [a, b] y si f'(a) y f'(b) tienen signos contrarios, 
entonces existe un punto xy Є Ja, b[ tal que f'(x) = 0. i 


Una función de valores reales definida еп Ja, b[ es convexa si cumple la siguiente 
desigualdad para x, y en Ja, b[ y para t en [0, 1]: 


fax+ (1 ду < фо) + (1 — DE). 


Si f tiene segunda derivada continua y f” > 0, muéstrese que f es convexa. 


Supóngase que f es continua en [a, b], f(a) = f(b) =0 y ху (х) + ахо) +2/(х) 2 
Орагах € Ja, bl. Demuéstrese que f(x) < О para x en (a, Б]. 


Calcúlese 


Demuéstrese que 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
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т(л + DOQn+1) 


Me 
Es 6 


k=1 


Estas fórmulas se utilizaron en el ejemplo resuelto 4.6, 


х 


Para x > 0, defínase L(x) = { (1/Ddt. Demuéstrese lo siguiente, usando esta defi- 
nición: 


a. Les creciente en x. 
b. Доу) = L(x) + L(y). 
e L'w=l/x. 

d. © L(1)=0. 

е. 


Las propiedades с y d determinan L de manera única. ¿Qué es L? 
Sea f: R > Е continua y definamos F(x) = k Ғо)ау. Demuéstrese que F (х) = 
2xf (x°). Proporciónese un teorema más general. 


Sea f: [0, 1] >R integrable Riemann y supóngase que para cada a, b tales que 0 < 
а< 6 5 1 existe с, a<b<c tal que f(c) = 0. Demuéstrese que [= 0. ¿Debe 
anularse f? ¿Qué ocurre si fes continua? З 


Demuéstrese el siguiente segundo teorema del valor medio. Sean f y g funciones 
definidas en [a, b}, соп g continua, f 2 0 y f integrable. Entonces existe un punto 
xy E la, Ы tal que 


b b 
|. Saga) dx = (хо) | Јо) dx, 


a. Рага las funciones de valores complejos definidas en un intervalo, demués- 
trese el teorema fundamental del cálculo. 


Й л 
b.  Evalúese Í e* dx usando a. 


Capítulos 
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d mee; 1 
P uniforme. Соп al йїп de tratar eficazmente situaciones y£ ejemplos cono concretos e haremos 
O To ld E E ` de, A ri 
criterios s específicos para la convergencia Uniforme эн éstos ¿stos probablemente el 
1 , e. 7 вир". id 
más Át seä 1с criterio М de Weierstrass para series! Otro Criterio e eselde © Cauchy, que se 


ys 


улака?" iag e ит. CCA AA Жн ГҮЛ "АП АИ 
e.con. fines teóricos También incluiremos] 1050 Criterios má partiz 


tos” o “vectores” son funcione: ышт cia e una sucesión corr poñde' ala 
convergencia uniforme de estas ncionc Demostraremos que este espacio es complez, 
to, en el sentido de que las suce ¡ones de Cauchy convergen. Una segunda propiedad 
básica de este espacio, el teorema de Arzel coli; establecerá la compacidad йе cier- 
tos subconjuntos. Otro resultado importante, el teorema de Stone-Weierstrass, permiti 
rá aproximar las funciones continuas por. polinomios o por funciones de otras clases 
adecuadas. En relación con una técnica iterativa básica llamada el principio de la ap 
cación contractiva, daremos algunas as aplicaciones a las ecuaciones diferenciales с inte, 
grales y algunos proble: de la teoría de control. 


$5.1 Convergencias uniforme y puntual 
Hay varias formas distintas de concebir la convergencia de una sucesión de funciones, 


de las cuales la más natural sería la convergencia puntual. Con esta idea, sólo exigimos 
que рага cada punto x del dominio, la sucesión de valores f,(x) converja. 
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5.1.1 Definición Sean N un espacio métrico, A un conjunto yf: A > N, k = 
1, 2, . . . . Esta sucesión de funciones f, converge puntualmente (o simplemente) a una 
Junción f: A > N si para cada x € A, fx) > ](х) (la convergencia como una sucesión 
en N). Con frecuencia escribimos f, > f (puntualmente) si f, converge puntualmente a f. 


Aunque este tipo de convergencia es útil para ciertos fines, hay otros casos en que 
no lo es. Si uno calcula numéricamente f aproximándola mediante las funciones f}, по 
está claro que la convergencia puntual sea el concepto adecuado; he aquí algo que 
puede fallar: aun cuando las funciones f; sean continuas, f no tiene por qué serlo. Por 
ejemplo, consideremos la figura 5.1-1, en la cual 


_J0, x>1/k, 
мә={ —kx+í, O<x<1/k 


| (1,0) 


FIGURA 5.1-1 Convergencia puntual 


En este caso, la sucesión f(x) converge para cada x en el intervalo (0, 1]. La sucesión 
ЈК) convergea0six > Oyal six=0, Así, la función límite queda definida por f(x) = 
Osix>0 y f(0) = 1. Esta función no es continua, aunque cada f, lo sea. 

¿Qué está fallando? Si nos fijamos en cualquier valor de x, entonces, para k sufi- 
cientemente grande, los valores f(x) son cercanos a f(x); sin embargo, el valor nece- 
sario de k para cualquier grado particular de precisión depende mucho de x. Para x 
cercano a 0, se necesitarán valores grandes de К para que f(x) esté cerca de f(x) у 
siempre habrá puntos х más cercanos a 0 para los cuales f(x) no esté cerca de Дх). 
Para remediar esta situación, vamos a introducir un concepto más fuerte de conver- 
gencia. Exigiremos no sólo que los valores de f, estén cerca de los de f, sino que, 
además, lo estén uniformemente; es decir, independientemente de x. 
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5.1.2 Definición Sea f, : A > N una sucesión de funciones con la propiedad de 
que para cada e > © existe un entero L tal que k > Limplica que PILLO, Р)) <€ para 
todo x © A. Aquí, р es la métrica en М. Bajo estas condiciones, decimos que la sucesión 
f, converge uniformemente а f en A, y escribimos f > f( uniformemente). 


En esta definición, el punto importante es que la elección de N puede depender de 
€ pero no de x; debemos poder elegir N de modo que el mismo valor de N sirva para 
todo el conjunto A. Así, el concepto de convergencia uniforme depende сп gran medida 
del conjunto A considerado como dominio. La convergencia puede ser uniforme en un 
dominio, pero podría no serlo en un conjunto más grande. En el último ejemplo, la 
convergencia de las funciones f, al límite f es uniforme en cualquier'intervalo [a, 1], con 
0<a<1. Dadoe > 0, sólo debemos elegir N entero tal que 1/N < a. Si k = N, entonces 
fx) = 0 = f(x) para cada хеп [a, 1]. Así, fe > f uniformemente еп [a, 1]. Sin embargo, 
si a es muy próximo a 0, entonces se necesitan valores correspondientes de N cada vez 
mayores. Si £ < 1/2, entonces es imposible elegir un valor de k tal que a-fo < 
є para todo x en [0, 1] al mismo tiempo. Así, aunque las funciones А. convergen a f 
puntualmente en [0, 1], no lo hacen uniformemente. 

Hay una buena. forma geométrica de visualizar la convergencia uniforme, La con- 
dición р((х), Rx) < = para todo x significa que f.(x) siempre está más cerca de f(x) que _ 


“ia distancia £. Esto puede describirse más fácilmente en términos de las gráficas de 


las funciones. La gráfica de f, debe estar dentro de un “tubo de anchura £” alrededor de la 
gráfica de f, si k > N. Véase la figura 5.1-2. 


FIGURA 5.1-2 Proximidad uniforme para f: A C R >R 


Es probable que otro ejemplo aclare este concepto. Considérese la sucesión de fun- 
ciones f, : R э R definidas por 


_) 0, x<k, 
swf? х>К 
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(k=1,2,3,...). Entonces f, 0 (puntualmente), pues para cada x ER, £(x)= О cuando 
k es grande (К > x). Sin embargo, f, no converge a cero uniformemente, ya que indepen- 
dientemente de lo grande que sea k, existen puntos x para los que Д(х) — 0 no es pequeño. 

Obsérvese que si f(x) > f (uniformemente), entonces f, > f (puntualmente). Esto 
se debe a que para cada x Є A y € > 0, tenemos un entero L tal que p(K, (0), Д(х)) < £ si 
k > L, es decir, }(х) > Д(х). 

Se pueden hacer definiciones similares para una serie de funciones. En este caso, 
elegiremos N = У, un espacio vectorial normado y definiremos g, : A > V, con el fin de 
que la suma tenga sentido. 


5.1.3 Definición Decimos que la serie У 24 converge a g puntualmente, y es- 
cribimos рея = g (puntualmente), si la sucesión 5, У de sumas parciales con- 
verge puntualmente а g. Además, decimos que Y, 5 = 8 (uniformemente) о que У" в, 
converge а g uniformemente si s, > g (uniformemente). Para una sucesión f, (о serie 
У 8), decimos que f, (o y 21) converge uniformemente si existe una función a la que 
converge uniformemente. 


La primera propicdad básica de la convergencia uniforme es que preserva la conti- 
nuidad, como muestra el siguiente resultado. 


5.1.4 Proposición SeanA С М, donde M es un espacio métrico, y f, : A => N una 
sucesión de funciones continuas tales que ў. > f (uniformemente en А). Entonces fes 
continua en A. 


Así, la convergencia uniforme es una condición lo bastante fuerte como para garan- 
tizar que la función límite de una sucesión de funciones continuas sea continua. En 
vista de los ejemplos anteriores, esto debería parecer razonable. 


5.1.5 Corolario Silas funciones 84: A > V son continuas у Уа = 8 (uniforme- 
mente), entonces g es continua. 


Éste se sigue de aplicar la proposición a la sucesión de las sumas parciales. El 


resultado se puede enunciar también como la validez del intercambio de límites y 
sumatorias: 


ос оо 
lím у в) = У lím ga) 
т д1 790 


5.1.6 Ejemplo Seanf,:R >R dadas por (х) = (sen х)/п. Muéstrese que f,>0 
uniformemente cuando п > ®. 
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Solución Debemos probar que |/,(х)– 0] = |.) se hace pequeño independiente- 
mente de x cuando п > х. Pero |£,(x)] = [sen х/т < 1/n, que, efectivamente, se hace 
pequeño independientemente de x cuando п = %. 


5.1.7. Ejemplo Muéstrese que la serie de sen x, 


converge uniformemente en el intervalo [0, r) para todo r > 0. 


Solución Debemos probar que la sucesión de sumas parciales 


К ү2к+1 


Е 
и у ЕТ +1) 


-~ ————— converge-uniformemente-Para-ello, estimaremos la diferencia- ~ — ——- 


Isn(x) -sen x| = 


_1% 
уйе, 1) (2k+1)! 


kant] 


ү. со э. 
2! |=) 21 


El miembro derecho es independiente de x y tiende а 0 cuando п tiende a co, pues es la 
cola de una serie convergente. Así pues, la convergencia de esta serie cs uniforme. 
Obsérvese que la continuidad de sen x se sigue de este hecho, resultado que ya conocía- 
mos anteriormente. $ 


5.1.8 Ejemplo Sean f(x) =x",0 5 x < 1. ¿Converge f, uniformemente? ¿Qué 
ocurre 510 £x<1? 


Solución Determinemos primero el límite puntual. Tenemos que /,(0) = 0 para todo 
my М) э 0ѕіх<1, pero f,(1) = 1 para todo л. Así que f, converge puntualmente a 


0 xl 
x)= 
Р) = ү у 
No puede converger uniformemente, ya que este límite no es continuo (figura 5.1-3). Si 
0 < х < 1, entonces f, converge puntualmente а cero y 0 es una función continua. Sin 
embargo, la convergencia tampoco es uniforme, ya que dado cualquier n, x" > 1/2 six 
éstá suficientemente cerca de 1 (ya que lím,.,, х" = 1). + 
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FIGURA 5.1-3 La sucesión f (x) = л" 


5.1.9 Ejemplo Considérese la serie geométrica У охь. 


а. Muéstrese que esta serie converge puntualmente а la función g(x) = 141 — x) 
para x en el intervalo abierto ]— 1, 1[. 
b. 510 <а<1, muéstrese que la convergencia es uniforme en el intervalo [-a, a]. 
с. Muéstrese que la convergencia no es uniforme еп ] — 1, 1. 
Solución 
a. Las sumas parciales están dadas por 
a l= x"! 
sat) = hat > 
к=0 
como se puede verificar al multiplicar (1 – х)(1 +x +2 +-+ ++ x". Así, ls.) а(х) = 
А"). Para x fija en el intervalo abierto ]-1, Ц, el denominador 1-х, 
está fijo, mientras que el numerador, |х|"*', tiende а O cuando л tiende a œ. Más 
precisamente, podemos calcular que |]! /|1 — | < e, siempre que п > (ell —x/ 
log(x)) — 1. 
b. Бі етог |д|"'/|1- < € es menor para — |x] que para |х|, y 


а (amd (arar 

dxXl=x) > (l = x} 
(¿por qué?). Como esta derivada es positiva, vemos que el error en [- a, a] es 
mayor en el extremo derecho, x = a. Si seleccionamos N lo bastante grande como 
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para que sirva рага ese punto, también servirá en todo [-a, a] y se cumplirá la 
definición de convergencia uniforme en [ ~ а, a]. 


с. Six> 1/2, entonces el error, [x"*/(1 — х"), será mayor que 2/x*i| Así, para cada 
válor particular de п, podemos hacer que el error sea mayor que cualquier £ dado 
entre 0 y 2 eligiendo x еп el intervalo abierto ]1/2, 1[ y mayor que (e/o, 
Así, la convergencia no es uniforme en todo ]—1, 1{. $ 


5.1.10 Ejemplo Sean f(x) =x"/(1 + x") para x en el intervalo [0, 2]. Muéstrese 
que la sucesión de funciones fı, fy f+ ... . converge puntualmente en el intervalo [0, 2] 
pero que la convergencia no es uniforme. 


Solución Е! denominador 1 + х" es mayor o igual que 1 para cada x del dominio, por 
lo que |f] < х". Si 0 < x< 1, esto tiende a O cuando п > œ. Por lo tanto, lím,» f(x) = 
0si0<x<l.Six=1, entonces (х) = = 2 para cada n Six (> І, entonces х" —› о 


1. Así pues, f, tiende le puntualmente « en (0, 2]a ala función fo dada por A =0 рага 105. 


x< 1,/@) = 1/2 y fx) = 1 рага 1 < х £ 2.Сайа una de las funciones f, es continua еп 
[0, 2]. Si la convergencia fuera uniforme, entonces la función límite sería continua. 
Como f tiene una discontinuidad en x = 1, la convergencia no puede ser uniforme. 

Hemos dibujado las primeras funciones en la figura 5.1-4, junto con la función 
límite discontinua. Ф 


FIGURA 5.1-4 Esta sucesión f, converge puntualmente pero no uniformemente 
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Ejercicios de $5.1 


L Sea р(х) = (х 1/1, 0 = x < 1. ¿Converge f, uniformemente? 
2. беа f(x)=x-x",0 < x < 1. ¿Converge f, uniformemente? 


3. Ѕеап f,: R — R uniformemente continuas tales que f, converge uniformemente а 
У. ¿Piensa el lector que f debe ser uniformemente continua? Analícese. 


4. беа £(0)=x",0 < x < 0.999. ¿Converge f, uniformemente? 


5. беа 
© pnl? 


З ты 0<=х=1. 


nel 


Analícese cómo podría demostrarse que f es continua. 


$5.2 Criterio М de Weierstrass 


Una razón por la que hay pocos ejemplos de series infinitas en la sección anterior es que, 
por lo general, es difícil estudiar la convergencia uniforme directamente, a menos 
que se disponga de una fórmula conveniente para las sumas parciales, como es el caso 
de la serie geométrica. En esta sección vamos a introducir algunos criterios convenien- 
tes para la convergencia uniforme de una serie de funciones. El primero es una caracte- 
rización de aquellas series de funciones que son uniformemente convergentes expresa- 
da en términos de las funciones de la serie, sin hacer referencia explícita a la función 
límite a la cual converge la serie. La idea básica es usar la condición de Cauchy para la 
convergencia de la sucesión de sumas parciales. Recuérdese que toda sucesión conver- 
gente satisface la condición de Cauchy. Éstas son las sucesiones que, en cierto sentido, 
“deben” converger. Si el espacio en que están los puntos es completo, entonces el límite 
realmente existe y la sucesión converge, f 


5.2.1 Criterio de Cauchy Sea N un espacio métrico con métrica p y sea А 
un conjunto. Supóngase que N es completo y que f,: A > N es una sucesión de funcio- 
nes. Entonces f converge uniformemente en A sii para cadas > 0 existe N tal quel, k> 
N implica 


рО), Ла) < = 


para todo x € A. 


pm A CA 
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Рага una serie, la condición de Cauchy adquiere la siguiente forma, al aplicarla a la 
sucesión de sumas parciales. La serie У gy converge uniformemente еп А sii para а 
cada є > 0 existe N tal que k 2 N implica 7 


Пед) ++ gep] < E 


рага cada x Є А y para todo entero p > 0. Como hicimos en $5.1 para series, supon- 
dremos que g, toma valores en un espacio vectorial normado Y Para usar 5.2.1, necesi- 
tamos que Vsca completo. Por supuesto, V= Ё" e incluso V= R son los casos más 
frecuentes. 

Por medio de la condición de Cauchy podemos obtener la siguiente técnica im- 
portante para determinar la convergencia uniforme de una serie. 


5.2.2 Criterio M de Weierstrass Supongamos que Ves un espacio vectorial 
normado completo y que g, : А > У son funciones tales que existen constantes M, que 
cumplen [е (х) = М, para cada xEA у У ‚М, converge. Entonces È 18% converge 
--"—— uniformemente (y absolutamente): Teo ATT + 


pe 


No siempre es posible usar cl criterio M, pero es muy eficaz en la mayoría de los 
casos. Si se quieren criterios más elaborados, véanse los de Dirichlet y Abel en $5.9. 

En el criterio M, las constantes M, proporcionan una cota de la “tasa de convergen- 
cia”, y la clave está en que tal cota no depende de x. Más exactamente, la cola de la serie 
Èo 180 que representa el error, está acotada por la cola de È- ‚М. que tiende а cero 
independientemente de x. 


5.2.3 Ejemplo  Muéstrese que la serie У” в (х) = Y, (sen nx)? /n? converge 
uniformemente еп R. 


Solución Sean M, = 1/7, Entonces |g,(x)| = М„ ya que |sen nx| < 1. También 
sabemos que У, (1/7?) converge, pues es una serie de Riemann con p = 2 > 1. Por lo 
tanto, por el teorema 5.2.2, la serie converge uniformemente. Ф 


со yy? 
5.2.4 Ejemplo  Demuéstrese que f(x) = y (=) es continua еп К. 


п=0 


Solución En este caso no podemos elegir M, рага el n-ésimo término, porque x 
no está acotada. No esperamos, por lo tanto, que se cumpla la convergencia uniforme 
en todo R, pero sí que podemos demostrar la convergencia uniforme en cada intervalo 
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[-a, a], tomando М, = (a*/n!)?, que es una cota superior para el n-ésimo término en [-a, а]. 
El criterio del cociente muestra que У М, converge, pues 


Мы _ п! еее 
M, Ми +1)! а" Antl 


converge a cero, que es menor que 1. Por lo tanto, tenemos convergencia uniforme en 
[-a, a] y, por 5.1.5, podemos deducir la continuidad de f en [-a, а]. Como a es arbitra- 
rio, obtenemos la continuidad en todo R. Ф 


5.2.5 Ejemplo Supongamos que una sucesión f(x), 0 < х < 1, converge unifor- 
memente у que f, es derivable. ¿Debe f; (x) converger uniformemente? 


Solución La respuesta es no. Por lo general, el control sobre las derivadas pro- 
porciona el control sobre las funciones, por medio del teorema del valor medio, pero 
no viceversa. Por ejemplo, sea f,(x) = [sen(n*x)]/n. Entonces, f, > 0 uniformemente, 
pero fr (х) = и соѕ(п?х) no converge ni siquiera puntualmente (por ejemplo, sea x = 0). 
He aquí otro ejemplo de este fenómeno. Seag,(x)=x"""/(n + 1) en [0, 1]. Como [8,00] < 
1/(п + 1), g, >0 uniformemente, pero g’, (х) = х" no converge uniformemente, como 
ya demostramos. Ф 


5.2.6 Ejemplo Supongamos que ау, ау, a», ... es una sucesión acotada de núme- 
ros reales. Muéstrese que la serie 


converge a una función continua, 


Solución — Fijemos un punto ху. Necesitamos demostrar la convergencia a una fun- 
ción límite f(xp) y la continuidad de fen x. Sea А = {x | |x| = 2]xp]). Entonces x, E A. 
Las sumas parciales son polinomios y ciertamente son continuas en el conjunto A. Si 
probásemos que la serie converge uniformemente en A, la suma sería continua en el 
conjunto A y ciertamente lo sería en хо. Como xy es un punto arbitrario, esto completará 
la demostración. La convergencia uniforme en А se puede establecer por medio del 
criterio M de Weierstrass. Si B es una cota superior рага los números [о], podemos 
tomar М, = B - 2] xp|*/k!. Como р(х) = (a,/k!)x*, tenemos que le: (x)| € М, para todo x 
en A. El criterio del cociente muestra que)”, M, converge, pues Mp, /M, = 2 xo)/(k + 
Т), que tiende a 0 cuando К tiende a oo. El criterio de Weierstrass se aplica, pues, y 
prueba que nuestra serie converge uniformemente en А, como queríamos. Ф 
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Ejercicios de $5.2 


1.  Analícese la convergencia y la convergencia uniforme de 


a fA(l)=3"/(1+1),120,1=1,2,.... 


b Ло) етп, xeR,n=1,2, 


.  Analícese la convergencia uniforme de У” о x"/n?,0 Sx <1. 


х"[п? es continua en [0, 1]. 


n=l 


2 

3.  Demuéstrese que f(x) = J. 
4.  Analícese la convergencia uniforme de D'7_,1/(+? + п2). 
5 


. Si La a, es absolutamente convergente, demuéstrese que Уу? а, sen nx es uni- 
formemente convergente. 


—.————$5.3 Integración y derivación de series — –-- - —---- 


Hemos visto en las dos secciones anteriores que a menudo las series infinitas represen- 
tan funciones continuas. Si queremos saber cómo se pueden usar en el estudio del cálculo, 
necesitamos conocer cómo se comportan bajo la derivación y la irtegración. Si una 
sucesión de funciones fi, fa, Б... . converge a una función límite f. ¿bajo qué condiciones 
la sucesión fl, fi, fi - - . converge a f’ o las integrales ff. f fa f fa, . . . convergen a f f? 
La idea de convergencia uniforme proporciona una herramienta que con frecuencia 
resulta útil. El resultado relativo a integrales es casi directo. 


5.3.1 Teorema Supongamos que fı ff... son funciones integrables en un 
intervalo cerrado y acotado [a, b] que convergen uniformemente a una función límite f 
en [a, b]. Entonces f es integrable en [a, b] y 


b b 
жа f лов f Род) ах. 


La idea es que, para n grande, los valores f(x) están cerca de f(x) de manera unifor- 
me. Así pues, cualquier suma de Riemann de f estará próxima a la correspondiente 
suma de Riemann de f,. La longitud finita del intervalo es importante en este paso. 
Como f, es integrable, sus sumas de Riemann se aproximan entre sí cuando el tamaño 
de las particiones es lo bastante pequeño y, por tanto, los de f también se aproximan 
entre sí. En particular, las sumas inferior y superior de f se acercan entre sí. Con los 
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detalles adecuados, esto demuestra que f es integrable. La afirmación de que el límite de 
las integrales es igual a la integral del límite se sigue entonces de la siguiente observación: 


b b 
/ rwa- | ғо) dx 


Si elegimos n lo bastante grande como para que |/, (x)= РО) < £ para todo x E [a, b], 
el miembro derecho es menor que (b—a)e y se obtiene, como resultado, nuestra afirma- 
ción sobre los límites, De nuevo, la longitud finita del intervalo es importante. Los 
detalles de la demostración aparecen al final del capítulo, 

Si aplicamos este resultado a las sumas parciales de una serie infinita de funciones 
integrables que convergen uniformemente en un intervalo cerrado y acotado [a, b], 
obtendremos que podemos intercambiar el orden de la integración y la suma. 


b 
= / lfa) — Ро) | dx. 


5.3.2 Corolario Supongamos que las funciones g, : [a, b] >R son integrables 
Riemann y que У converge uniformemente en [a, Б). Entonces podemos inter- 
cambiar el orden de la integración y la suma: 


|, (E so) 5 2 (f swar) 


El corolario es consecuencia del teorema 5.3.1, aplicado a la sucesión de las sumas 
parciales. 

Intuitivamente, el teorema debería ser claro, pues si f, está muy cerca de f, enton- 
ces su integral (el área debajo de la curva) debe estar cerca de la de f. Pero hay que tener 
cuidado. De hecho, ¡este resultado puede ser falso si f, sólo converge puntualmente! 
(Véase el ejemplo 5.3.5.) 


Nota. Existe un teorema de más amplia validez que el 5.3.1, llamado el teorema de 
la convergencia dominada de Lebesgue. Una versión de este resultado (debida aAscoli)' 
dice que si f, converge puntualmente a f y si las f, están uniformemente acotadas (es 
decir, ЈА) = М рага todo k = 1, 2,... y todo x Є (4, b]), entonces Іа conclusión del 
teorema 5.3.1 sigue siendo válida. En la mayor раме de este libro nos conformaremos 
con la forma más elemental de este resultado que aparece en el teorema 5.3.1. 


¿Podemos tomarnos la misma libertad con las derivadas? Con frecuencia, la res- 
puesta a la pregunta de la derivación término a término de una sucesión o serie unifor- 
memente convergente es no, como vimos en el ejemplo 5.2.5, Este resultado es un buen 


El resultado se debe aArzelá y no aAscoli. La referencia es: Luxemberg, W.A.J., “Arzela's Dominated 
Convergence Theorem for the Riemann Integral”, Amer. Math. Monthly 78, 970-979, 1971. (N. del RT) 
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ejemplo del tipo de cuidado que a menudo es necesario para transformar una afirmación 
intuitivamente plausible en un hecho real. Así pues, necesitamos más hipótesis además de 
la convergencia uniforme. En el teorema siguiente damos unas condiciones suficientes. 


5.3.3 Teorema Sea f; : a, Ы э В una sucesión de funciones derivables en el Al 
intervalo abierto Ja, b[ que convergen puntualmente a f: ја, Ы >R. Supongamos que A 
las derivadas f, son continuas y que convergen uniformemente a una función g. Enton- 2 1 
ces f es derivable y f' = g. К 


5.3.4 Corolario Si las funciones g, son derivables, las g; son continuas, У" 8x f 
converge puntualmente y У 8; converge uniformemente, entonces 


оо 1 со 4 
(E ) = Y gr. | 
k=l kal Н 


“Como es habitual, el corolario es consecuencia de la la aplicación del teorema a la 
sucesión de las sumas parciales. . 4 


5.3.5 Ejemplo Proporciónese un ejemplo de una sucesión f, : 10, 1] > R que 
converja a cero puntualmente, pero para la cual $ у, dx no converja а cero. 


Solución Sea f, la función con la gráfica de la figura 5.3-1. Entonces, f, es tal que $ 
hh dx=1 para todo k = 1, 2, 3, . . . . Además, para cada x, f(x) > 0 cuando k > © 3 
(Claramente si x = О, y si x > 0, entonces fa) = Оеп el momento en que k > 1/x). Así i 
pues, f,—> 0 puntualmente, pero р f dx=1paratodok. Ф 


5.3.6 Ejemplo — Sean g,(x) =nx'/(1 +n), -1 Sx 3 1,n= 1,2,3,.... Analícense 
las conclusiones del teorema 5.3.3 en este caso. 


Solución Cuandon crece, las cantidades f,(x) tienden puntualmente, pero no unifor- 
memente, a la función f(x) definida en [-1, 1] рог Дх) = 1 six + 0 y f(0) = 0. La función 
límite no es ni siquiera continua, mucho menos derivable, en x = 0. Algo debe fallar con 
las derivadas, las cuales están dadas por у(х) = 2пх/(1 + nx}. Éstas convergen puntual- 
mente a 0 en [-1, 1], pero no uniformemente: рага п > 1 obtenemos f,(1/n) > 1/2. Este 
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x= МК x=1 


FIGURA5.3-1 Esta sucesión converge puntualmente, pero la sucesión correspondiente 
de integrales no converge 


ejemplo muestra que una hipótesis como la convergencia uniforme de las derivadas es 
importante en el teorema 5.3.3; la convergencia puntual no es suficiente. Ф 


5.3.7 Ejemplo  Verifíquese que Le dt=e*—1, usando ех = Y'7x"/n! y el coro- 
lario 5.3.2. * 


Solución Porel criterio M de Weierstrass, ех = Ух" /п! converge uniformemente 
en cualquier intervalo finito. Así, por el corolario 5.3.2 aplicado al intervalo [0, х), 


бу № 


5.3.8 Ејетріо 

а.  Súmese la serie У x”/n, |х| < 1. 
Б.  Súmese 1- 1/2+1/3- 1/4+-:. 
Solución 


a. Sabemos que Ух" = 161 — х), pues es una serie geométrica. La convergencia 
es uniforme еп [—1 + є, 1 — є] para todo e > 0, por el criterio M. Así, podemos 
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integrar término a término de 0а x: 


со n+l 


х 
п+1 


п=0 


оо 
. х" 
= — log(l — x); es decir, > т2- log(l — х). 
n=1 


Esto es válido puntualmente para todo x еп ] ~ 1, 1[, pues є es arbitrario. 


b. En realidad, es válido también eri x= — 1. Para verlo, recordemos que 
N l- x^ 1 х®*\ 
Les- ETT TS 
paar =x -xX - х 
Entonces, 


n+l N+1 


N w N y ‚ү 
"4х = = — 100(1 - х) – 
[а Эре og(l — x) f 125“ 


у, рог lo tanto, 
px qn 
Y 


Si hacemos x= — 1, usando 1/(1 — t) £ t para — 1<:1<0, obtenemos 


N mt 


У`———+1ов(1—х) 
= тЇ 


л=0 


5.3.9 Ejemplo 


а.  Desartóllese f(x) = 1/(1 + х2) como una serie geométrica. 


b.  Intégrese la serie en a para demostrar 


ataca E, lx] < L. 
3 5 7 
с Justifíquese la fórmula de Euler: 
т_|_!,1_1,.. 
4 3 5 7 
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Solución 


a. — Desarrollamos 1/(1 + х2) como una serie geométrica: 
A 9 +A lead +... 
1+? 1-(Ex2) 
21-02% 5+, 
Іо que es válido si |-x?| < 1, es decir, si lx] < 1. La convergencia es uniforme еп 
[11 + e, 1 ~£] para todo € > 0, por el criterio M. 
b.  Integramos de Q a x para obtener 


[ dl, 2,2 o 
o a з 5 7 р 


1+2 


pero sabemos que Іа integral de 1/(1 + 1?) es tan” 7, por lo que 


апі хх La o ага |х| < 1 
oa Р с 
с. 51 һасеглоѕ х= 1 y usamos el hecho de que (ат! 1 = 7/4, obtenemos Іа fórmula de 
Euler: ý 
ЗЕЕ 
435 7 j 


pero esto no está justificado del todo, pues la serie de tan”! x es válida solamente 
para |x| < 1 (es, sin embargo, plausible, ya que 1- 4+4- 4+: que es una serie 
alternante, converge). Para justificar la fórmula de Euler, podemos utilizar la for- 
ma finita del desarrollo de una serie geométrica: 


1 ©, 4 n n+l pu 
rr ЕДЕ + ("я +(—1) TA 
Si integramos de O а 1, obtenemos 
т И, 1 1 iy б 21+ 
= = =l-3+3-"“ -1 — dt. 
e a Уу утта 


El proceso estará completo si podemos probar que el último término tiende a cero 
cuando n —> œ. Pero 


і nel 1 1 
os f zdrs | 2" д = = 0 cuando n — оо. 4 
о 1+7 o 2n +3 


“Ejercicios de $5.3 


5.3.10 Ejemplo Supongamos que ay, а, а, а... es una sucesión acotada de. 
números reales, Muéstrese que la serie 
Z a 
k k 
к" 
0 


converge en R a una función derivable f(x) y que 


со 

, ані k 

Ро) = 7% . 
k=0 ` 


Solución Ya vimos en el ejemplo 5.2.6 que la serie У" (а, /k!)x* converge en R а 
una función continua f(x), considerando las funciones g,(x) = (a,¿/k!)x* en intervalos 
de longitud finita. Pero g(x) = (ka, /kDx*" = (a, /(К— 1)!)x*-!, luego 


> б) = > к ук 
г pan (К - 1) k! 


_ —~— El. argumento.empleado.en el ejemplo-5.2.6-se puede-aplicar de-nuevo-para demostrar: ~ 


que esta serie converge uniformemente en cualquier intervalo de longitud finita a una 
función g(x). Podemos aplicar el corolario 5.3.4 para demostrar que fes derivable y que 


Ро) = 60). Ф 


Ејегсісіоѕ де $5.3 


1.  Analícese la validez del teorema 5.3.1 рага la sucesión f, dada por 


nx 


Tin 0<x<l. 


Љо) = 


2.  Muéstrese que Ја sucesión (f,) dada por (х) = п3х"(1 – х) converge puntualmen- 
te a f= О en [0, 1) y utilícese entonces el teorema 5.3.1 para demostrar que la 
convergencia no es uniforme. 


3.  Analícese la validez de los teoremas 5.3.1 y 5.3.3 para f (х) = Упх"(% —х)еп 
[0, 1]. [Sugerencia: encuéntrese el máximo de f,(x).] 


x 
4.  Verifíquese que А sen z dt = 1 — cos х, usando 


оо +1 
senx= Nr х” 
0 


(2п + DU 
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5.  Verifíquese que sen’ x = cos x, empleando series, 


6.  Exprésese la suma de la serie У x"/n? como una integral. ¿Qué ocurre six= – 1? 


$5.4 Las funciones elementales 


Algunas de las más importantes funciones del análisis matemático se conocen con fre- 
cuencia como “funciones elementales”. Entre ellas están: 


1. Las funciones exponenciales, como e*, 2* y 10". 
2. Los logaritmos correspondientes. 


3. Las funciones potenciales, como х2, x! y, más misteriosamente, x”, además de 
las funciones estrechamente relacionadas, como los polinomios y las funciones 
racionales. 


4. Las funciones trigonométricas, como sen x y cos х. 


El cálculo de estas funciones se desarrolla, por lo general, en un primer curso de cálcu- 
lo y no es necesario que lo repitamos aquí (de hecho, hemos supuesto que el lector ya 
sabe algo de ellas). Sin embargo, vamos a señalar algunos de los puntos donde pueden 
aparecer dificultades y a mostrar la forma en que las ideas de las últimas secciones se 
pueden aplicar en este contexto. 


Funciones exponenciales y logarítmicas 


Los estudiantes se encuentran con la exponenciación muy rápidamente en su experien- 
cia matemática, cuando aprenden a abreviar el producto repetido de п copias de un 
número Б сото b". Se ve entonces que estos exponentes enteros satisfacen la propie- 
dad fundamental 


Pe. pe pS Гана 


La extensión de esta propiedad lleva rápidamente a la útil definición de la ехропепсіасібп 
con exponentes enteros negativos y también con exponentes racionales: 


b= 5 y ЬР/4 = Ybr =(Yby. 
No hay problema en estos resultados, al menos cuando b es positivo, excepto por la 
posible duda de la existencia de raíces g-ésimas de números reales positivos b. Ya 
resolvimos ese problema en е! capítulo 1, con el estudio de la completitud de R; pode- 
mos definir la raíz g-ésima de b como el supremo del conjunto de números reales cuya 
potencia q-ésima es menor que b. 
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Surge otro problema sutil cuando consideramos los exponentes irracionales. ¿Cuál 
debería ser el significado de 27? Quisiéramos tener una función de x que se comportase 
bien, denotada 2*, tal que 27%” = (92) si х es un número racional p/q. Una forma de 
atacar este problema es observar que Q es denso en R, de modo que cualquier número 
real, сото л, se puede aproximar mediante números racionales. Podríamos seleccionar 
una sucesión гу, 25, г,... еп Q tal que r, > л cuando n > ©. Sabemos el significado 
que queremos para 2", 2”, 2”, . . . y queremos que 2* sea una función continua de x, por 
lo que deberíamos tener 27 = lím, na 2”. Ésta es una buena idea y una forma bastante 
razonable de proceder para obtener una aproximación numérica de 2”. Presenta las 
siguientes dificultades como base para una definición: 


1. ¿Por qué existe el límite? 


2. ¿Por qué el límite es independiente de la clección de una sucesión de racionales 
que aproximan л? 


3. $81 һасетоѕ lo mismo para х un real arbitrario, ¿cómo establecer la derivabilidad 
y demás aspectos para la función resultante 2"? 


„4. ¿Cómo establecer la “ley de los exponentes” como 2*2? = 2**? 


Estos problemas no son insuperables, pero tampoco triviales. 

La forma más común de atacarlos en un curso de cálculo comienza por el logaritmo, 
en vez de la función exponencial. El logaritmo natural se introduce por medio del teo- 
rema fundamental del cálculo como una primitiva de la función recíproca: 


m= f La para х> 0. 
П 


Esto hace automáticamente que el logaritmo sea una función derivable de x en la semirrecta 
x > 0, con derivada igual a 1/x. Las propiedades fundamentales del logaritmo son una 
consecuencia elemental de esta definición. La función exponencial se introduce luego 
como la inversa del logaritmo. Aunque puede no ser muy intuitivo, este enfoque tiene 
varias ventajas. Los ejercicios del 2 al 7 del final de esta sección guían al lector a través 
de este desarrollo. 

Aquí presentaremos un enfoque que comienza con la función exponencial, más 
conocida, pero definida en términos de una serie infinita. Es probable que el lector esté 
familiarizado con el desarrollo de las funciones elementales mediante una serie de po- 
tencias, conocida como la serie de Taylor o la serie de Maclaurin. En particular, un 
hecho ya conocido es que la función exponencial se puede expresar como 


И оо 1 t2] 1, La 1 4 
e =p TIAS 


para todo x real. 
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Nuestro plan es usar esta serie para definir una función, que, según mostraremos, se 
comporta como lo haría la función exponencial, 


со 
‚э 1 
5.4.1 Definición Para cada número x, sea ехр(х) = y pe 
k0 


De 5.3.10, esta serie converge uniforme y absolutamente en cualquier subconjunto 
acotado de R (o de C) y define una función derivable en todo R. Podemos usar los 
resultados conocidos de las series para mostrar que se cumplen las leyes fundamentales 
de las exponenciales. Esto se sigue de la convergencia absoluta de la serie, pues pode- 
mos reordenar los términos del producto de dos series para agrupar los términos de 
potencias semejantes: 


e e y y 
(+++ +) (mes) 


Хх? + 2ху+ y? + х) + Злу + Злу? + y? + 
2 6 
aty (rr yA 
HPA ТУ. ee, 
2 +76 
Si escribimos esto con precisión mediante la notación del sumatorio y usando la fórmu- 
la del binomio para desarrollar (x + y)", obtenemos la “ley de los exponentes”. 


=1+(1+y+ 


=14+(x+y)+ 


5.4.2 Proposición ехр(х) - ехр(у) = exp(x + y) para todo par de números x e y. 


со со 
А 1, 
Demostración ехр(х)ехр(у) = ( > а) y y? 
m k к” 


Ш 


¿M8 18 IM: IMs 


з 


Ш 


(х + у)" = ехр(х + y). 


Con este punto de partida, se siguen rápidamente muchas consecuencias. 


$5.4 Las funciones elementales 
5.4.3 Proposición ехр(х) es una función derivable еп R tal que 


i ехр(0) = 1. 


ii. 2 (ехр(х)) = ехр(х). 

iii. ехр(х) > 0 para todo хеп К. 

iv. ехр(—х) = 1/ ехр(х). 

у. ехр(х) es estrictamente creciente en todo R. 
vi. ехр(х) = +00 si x — +00, 

vii ехр(х) > 0 si х = —00. 


viii. exp es una biyección de R sobre. В+ = {xe R:x>0). 


La derivabilidad está dada por la proposición 5.3.10. La primera afirmación es 


obvia de la definición de exp(x) mediante una serie. La segunda es una consecuencia. ~ 


sencilla, pues la derivación término a término está permitida por 5.3.10: 
4 d 1/1 La 
gE = ( ++ у? + э” + T“ +) 

3,435, 
=0+1+х+ држ с! +... 
= la la la, 
=1+х+ + + TO +++ = ехр(х). 


De 5.4.2, sabemos que ехр(-х) · ехр(-х) = ехр(—х + х) = ехр(0) = 1. Así que 
ехр(х) = 1/exp(=x). En particular, exp(x) nunca se anula. Сото ехр(0) = 1, debemos 
tener ехр(х) > 0 para tódo x real. En caso contrario, la función continua exp tendría 
una raíz real, por el teorema de los valores intermedios. Como ехр'(х) = exp(=x) > 0 
en todo punto, concluimos que exp(x) es estrictamente creciente en R. Esto implica 
que ехр(ї) > 1 para todo г > 0. Mediante el teorema fundamental del cálculo, pode- 
mos obtener que, para x > 0, 


X xX 
ехр(х) = ехр(0) +/ exp (0 di > 1 +/ ldt=1+x 
о о 


Esto muestra que ехр(х) > +% si х -> +. Сото ехр(—х) = 1/exp(o), también tene- 
mos que exp(x) > 0 si х > —. La combinación de v, vi y vii con el teorema de los 
valores intermedios muestra que exp aplica R de forma biyectiva sobre R*, La conti- 
nuidad y el teorema de los valores intermedios se usan para obtener la suprayectividad. 
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Las proposiciones 5.4.2 y 5.4.3 indican que la función exp actúa como la exponen- 
ciación. Ahora mostraremos que esto es cierto. En primer lugar, definimos el número 
especial e: 

1 


2, 1 1 
esp) =D aleje 
k0 7 ў 


Por medio de los logaritmos, que se presentan en el siguiente apartado у con la regla de 
T Hôpital, se puede mostrar que e = lím, „e(1 + (1/n)". Esto proporciona un vínculo con 
temas como el interés compuesto “continuo”. A partir de cualquiera de estas caracteri- 
zaciones о de otras, se puede calcular el valor de e con el grado de precisión deseado. 
Las primeras cifras decimales son 


ет: 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 ... 


No debe sorprendernos que e sea irracional, pero incluso cumple otra condición. Ni 
siquiera es algebraico. Un número algebraico es un número que es raíz de un polinomio 
con coeficientes racionales. Los números que no son algebraicos son trascendentes. El 
hecho de que e es trascendente fue demostrado por Charles Hermite en 1873. (С.Е. 
Lindemann llegó a la misma conclusión para л en 1882.) 

La función exp(x) actúa igual que lo haría e elevado a la “potencia” x. En primer 
lugar, supóngase que п es un entero positivo. La aplicación de 5.4.2 varias veces da lu- 
вага ехр(п) = ехр(1+1+- 7+1) =ехр(1) :exp(1) · + :ехр(1) = (ехр(1))" = е" (el lector 
debe poder proporcionar la demostración de esto por inducción). Рага los enteros nega- 
tivos, utilizamos 5.4,3iv para concluir que ехр(—п) = 1/ехр(п) = 1/е". Esto es exacta- 
mente lo que estábamos acostumbrados a escribir como e~”. En forma análoga, 


(exp(1/n)" =exp(1/n) - exp(1/n)->-exp(1/m) 
= ехр((1/п) + (1/1) +. + (1/9) = ехр(1) = e. 


Así ехр(1/п) es una raíz n-ésima de e. Estamos acostumbrados a escribir esto como 
exp(1/n) = Ye = е/", Juntamos todos estos hechos y vemos que para los enteros p y q, 
con q # 0, exp(p/g) = (ўе), exactamente lo que estábamos acostumbrados a escribir 
сото ep, 


5.4.4 Proposición ехр(х) es una función derivable en R tal que exp(x) = е" para 
EQ. 


La función exp(x) sirve entonces como una definición bastante razonable para el 
significado de е" рага x real (o, de hecho, para cualquier número complejo). Ahora 
tenemos una buena definición de е", aunque nuestro reto original era 2%, Antes de en- 
frentar este problema, centraremos nuestra atención en los logaritmos. 


М 


55.4 Las funciones elementales 
Logaritmos naturales 


La función exponencial exp(x) = e* ha sido definida de modo que produzca una función 
derivable biyectiva de R en R*. Es estrictamente creciente, con una derivada positiva 
para todo número real x. En particular, la derivada nunca se anula. Por el teorema de la 
función inversa en una variable (4.7.15), existe una función inversa derivable que lleva 
R* de forma biyectiva sobre R, a la que llamamos función logaritmo natural y que 
denotamos In x o log x. El hecho de que sca la inversa de la cxponencial quiere decir que 


log(e) = х рага todo x real 


exp(log х) = х para todo x > 0. 


El cálculo con la regla de la cadena nos produce la derivada: 


d 


d 4 А а 
¿exp dog) = ae es decir, exp(log x) zz (108x) =1. 


Аз 


ж 


d d | 
—(los x) = ci —(log х) = 
хт 08x)=1, es decir, 9:008 х) 


Así, el logaritmo natural es una primitiva de la función recíproca. Como log(1) = 0, el 
teorema fundamental del cálculo implica que 


х1 
ювх= f 74 рага х > 0, 
1 


la fórmula que comúnmente se toma como punto de partida para la teoría en un curso 
de cálculo, como ya hemos mencionado. 


Otras bases 


Una vez con cl logaritmo natural a nuestro alcance, podemos dedicar nuestra atención 
al reto original. ¿Cuánto vale 27? Si nos adelantamos un poco y suponemos que esto 
y el logaritmo natural se comportan como deben, podemos realizar un cálculo que 
nos indicará cuál debe ser la forma correcta de la definición. Quisiéramos que log(2") = 
7z log 2, de modo que 27 = ехр(10р(2")) = exp(x log 2). Como exp y log son funciones 
conocidas, esta última expresión proporciona la base para una definición. Podemos 
intentar definir 2% como ехр(л log 2), o, más en general, 2* como exp(x log 2) рага 
cualquier х. Mostraremos que esto funciona no sólo para 2, sino para cualquier número 
positivo b como base para dar una definición razonable de b”. 
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5.4.5 Definición Sea b> 0. Para cualquier número х, se define 


ехр,(х) = exp(x log Б). 


Aplicamos las propiedades ya conocidas de exp y la regla de la cadena para obtener 
las siguientes propiedades básicas de exp): 


5.4.6 Proposición Sib > 0, entonces ехр(х) es una función derivable en R y 
también: 


i ехр,(х + у) = ехр,(х) ·ехр,(у) para todo par de números x e y. 


i. ехр„(0)=1. 


ii, 2-(ехр,б)) = log(b) - ехр,(х) para todo número real х. 
lx 
iv. ехр,(х) > 0 para todo número real х. 


у.  exp(-x) = 1/ехр,(х). 


51 b= 1, entonces log(b) = 0. Para 0 < b < 1, tenemos que log b < 0, mientras que si 
b > 1, entonces log b > 0. Como exp;(t) > O para todo + y ехр(х) = log(b) - ехр„(х log b), 
esto nos da toda la información necesaria sobre el signo de ехр,(х). 


5.4.7 Proposición 
i Si b = 1, entonces exp,(x) = 1 para todo х ER. 
ii Sib> 1, entonces 


а. ехр,(х) es estrictamente decreciente para todo x ER. 
b. ехр„(х)— +00 si х —э +00. 


с. ехр,(х) > 0 si х ~ —00. 
Ш. 50 < b< 1, entonces 


а.  ехр„(х) es estrictamente creciente para todo x ER. 
b. ехр,(х) 0 si x — +00. 


€. ехр,(х) — +00 si x= 00. 


En los casos ii y iii, la función exp(x) es una biyección de R sobre R*, 


$5.4 Las funciones elementales 


El cálculo que muestra la coincidencia de ехр,(х) con nuestra noción usual de b* 
para x racional es análogo al que hicimos para exp(x). 


5.4.8 Proposición ехр,(х) es una función continua y derivable еп tal que exp (x) = 
i” para todo x Є Q. 


Así, ехр,(х) sirve como una definición razonable de 6" para cualquier número х. 
Por supuesto, como ехр,(х) es una biyección de R sobre Ё“ (al menos para b 4 1), cuya 
derivada nunca se anula, existe una función inversa derivable, 

log,(b") = х para todo x € R, 
que es una biyección de R* sobre R, y 
ехр,(108,(х)) = х para todo x > 0. 

Ahora podemos-escribir las propiedades básicas de las exponenciales y los logarit- 
-mos.:En-primor-lugarusamos la base e- para calcularlog(b") = logtexptrlog'b))"=x logb. 
Así, (b*)= ехр(у log(b*)) = ехр(ух log b) = exp(xy log b) = Б”. Ésta es la última de las 
principales propiedades algebraicas de la exponenciación. 

5.4.9 Proposición Sib>0yxe y están en К, entonces 
i. 50 = 1. 

i > 0 para todo xen R. 

ii Бу = р, 

iv (PY = Б. 


Ahora disponemos también de las propiedades correspondientes de los logaritmos: 


5.4.10 Proposición Sib>0ybXA 1, entonces 


і. 108,01) = 0. 
i 109,(ху) = log,(x) + 109,(у) para todo x e y positivos. 


ili. 102,(х') = г108,(х) parax>0 y tER. 
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Para obtener ii, sean x = b* e y = b' y calculemos 


юв, (ху) = log,(b*b") = log,(b**") = s + t = 1l0g,(b*) + log,(b') 
= log,(x) + log,( y). 


Para obtener ііі, sea x = b* y calculemos 
log,(x') = log,(b*) = log,(b%) = st = t log,(b") = 1log,(x). 
El cálculo de estas funciones se resume en la siguiente proposición. 
5.4.11 Proposición 
; d onor [ох x 
i. ——(е^) =е*; | ехах= ех +С, 
ах 


xX 
ii. 4 (ора) = 1/х; / (1/0 di = 1орх, x > 0. 
ах 1 


iii, Я (у= iF logb; [а= log р + С. 
dx 


и а 
iv. TES = 1/(x10g b). 


Funciones potenciales 


Por una “función potencial” entendemos una función de la forma fix) = х? para una 
constante p. Las únicas funciones potenciales que realmente hemos usado hasta ahora 
en el desarrollo de la teoría son las que tienen p entero, aunque hemos analizado en 
cierta medida las raíces, correspondientes a valores racionales de p. Ahora tenemos una 
buena definición de x” para cualquier p, al menos si x es positivo: 


xP =exp(plog х). 


Sabemos que esto satisface la mayoría de las propiedades correctas de las potencias de 
números positivos: 


х? = Р! 
а?) = х" 
x = |/х? 
x=] six#0. 


- кзн A A ca 
$5.4 Las funciones elementales 


Una propiedad adicional, y? = (хуу, se puede verificar fácilmente: 


(ху)? = exp(p log ху) = expl plog х + log y)) = expl p log x + p log y) | 
= ехр(р1Іов х) - ехр( plog у) = х?у?. 
La regla familiar para las derivadas de las funciones potenciales se obtiene rápida- 
mente de la regla de la cadena: 
Zar) = Z exp(p log) = ехр'(р1овх)· Z ipioga 
=exp(plogx)- р/х = (х?) р/х = рх?!. 


Por supuesto, esto funciona en toda su generalidad si х > 0. Sin embargo, siempre 
podemos hacer 0” = 0 para cada p > 0 y 


хР/ = Y xo 


para todo número real x si p y q son enteros у p es par. 


Funciones trigonométricas 


Es probable que el lector conozca los desarrollos de las funciones trigonométricas seno 
y coseno: 


Е х х! 
епха х эт +, — 
y 
mn ex 6 
TI а 


Cada una de estas series es de la forma Y'¿_,(a;/k!)x*, donde cada uno de los coefi- 
cientes a, es —1, 0 о 1. Así, se ajustan al patrón del ejemplo 5.3.10. Así, si definimos 
las funciones s(x) y c(x) mediante las series 


1 1 1 Z (ny, 
50) =х— зг +A әз Y рг" 


7! (24+ 1)! 
y 
la la lo. _ SED a 
сб) =1- рх + х - 4% жеш Уу ыл, 


cada una de éstas converge uniforme y absolutamente en cualquier conjunto acotado de 
números y representa una función derivable en todoR. La derivación término a término 
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es válida para todo número real x. Si derivamos, obtenemos 
5х) = сх) у с'(х)=—5(х) para todo número real x. 


De esta seric y de las relaciones entre las derivadas, podemos mostrar que s(x) y с(х) 
satisfacen las mismas identidades fundamentales que el seno y el coseno, Por ejemplo, 
sea h(x) = 5(х)* + c(x)?. Entonces А(х) es derivable y h'(x) = 25(х)с(х) – 2с(х)5(х) = 0 
para todo x. Así, h(x) es constante. Сото с(0) = 1 y s(0) = 0, concluimos que A(x) = 1 para 
todo x. Es decir, 


5(х)* + с(х) = 1 para todo número real x. 
También podemos ver de la serie que s(x) es una función impar de x y que c(x) es par: 
5(—х)=—5х) y с(-х) = с(х) para todo х. 


Las fórmulas para el seno y el coseno de una suma también se pueden recuperar me- 
diante la manipulación directa de la serie, casi de la misma forma en que obtuvimos la 
fórmula fundamental para la función exponencial, exp(x + у) = exp(x) - ехр(у). Sin 
embargo, también podemos obtenerlas de forma indirecta, observando un vínculo im- 
portante entre la función exponencial y las funciones trigonométricas. Esta relación 
depende de la convergencia uniforme y absoluta de la serie Da (а, /k!)x* en cualquier 
conjunto acotado de números complejos siempre que los coeficientes complejos estén 
acotados. La demostración sigue el mismo método que para los números reales, al igual 
que las manipulaciones que nos condujeron a la fórmula exp(x + y) = exp(x) - exp(y). Si 
calculamos ехр(іх) para x real, tenemos que 


6 
“| 2 № Р х $ 
(lr gos si Fez) 


= сх) + 1560). 
La ley de los exponentes nos garantiza que el(** = e™e'", de modo que podemos calcular 


elx + y) + їз(х + у) = [с(х) + 500] - [с(у) + 500] 
= [обх)с(у) ~ ssy) + 5(х)с(у) + с(х)з( у)]. 


Si comparamos las partes real e imaginaria, obtenemos 


elx + y) = с(х)с(у) – 5(Х)(у) у 5(х+у)у=з(хХ)с(у) + с(х)5(у). 


$5.4 Las funciones elementales 


Las funciones definidas por la seric son entonces funciones derivables en todo R 
que satisfacen las mismas identidades fundamentales que las funciones trigonométricas. 
Parece casi un hecho probado que deben ser las mismas funciones. De hecho, lo son, 
pero el vínculo no se establece tan directamente como en el caso de la exponencial. 
Nuestro conocimiento previo de la exponencial era esencialmente algebraico: е = 
Ye? La confirmación de que esto era lo mismo que ехр(р/4) era una rápida consecuen- 
cia del manejo algebraico de la seric. Sin embargo, las definiciones usuales del seno y 
el coseno se basan firmemente en la geometría de los ángulos o en la geometría de la 
longitud de arco а lo largo de una circunferencia, Si Ө es la longitud de un arco a lo 
largo de la circunferencia de radio 1 con centro en (0, 0) desde (1, 0) hasta un punto (a, 
В) sobre la circunferencia, entonces œ = cos(0) y В = sen(8). Véase la figura 5.4.1. 


FIGURA 5.4-1 El seno y coseno de Óson &y f 


En un primer curso de cálculo, lo común es que los límites básicos 


, send . cosg—1 
lím — =1 y lím == = 0 
6—0 6 0—0 4 
se deinuestren geométricamente. Las fórmulas para el seno y el coseno de la suma de 
dos ángulos se presuponen y se utilizan con estos dos límites para mostrar que seno y 


coseno son derivables y que . 


60) =cosg у Z cos 0) = —senó. 


Este proceso se puede invertir si usamos Іа fórmula para la longitud de la gráfica de una 
función derivable, 


b 
Longitud = J VITUO dx. 


Р 
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El primer cuadrante de la circunferencia х? + у? = 1 se puede escribir como la gráfica de 
las siguientes funciones en ambas direcciones: 


y=zfw=vl-xŻ y x=80)=y1-y. 


Esto nos lleva a 


a P 
2-#=/ МТЖТ ах y "=f VOF dy 


6= 2 J An 0 / may 
шш у = у. 
2 o vi- о yl-y 
Las funciones inversas 0 = arccos a y Ө = агсѕеп В sor entonces funciones derivables 
dea y Ву el teorema fundamental del cálculo implica que 


de _ 1 y de _ 1 
da" Ма? аё yN-p 

El teorema de la función inversa dice que a у В son funciones derivables de 0 con 
da 


48 
E = о? й ы үсү? 
10 LAS Б. 
Recordando que a? + $? = 1, tenemos 

da dp 

—=-ß y Pria а 
—— cosl = —$еп@ L сеһф = соз 

= жол. 

Los pares de funciones 


x(t) = clt) х) = cos! 
JO = 50) уб) =ѕепг 


satisfacen ambos el sistema de ecuaciones de primer orden 
х0) = у)  yO=x0) 
con el mismo conjunto de condiciones iniciales 
xX0)=1 е y(0)=0. 


Un resultado básico de la teoría de ecuaciones diferenciales que demostraremos en 
$7.5 muestra que la solución de un tal sistema es única. Concluimos que c(1) es lo 
mismo que cos гу que 5(ї) es lo mismo que sen г. 


AE NAAA торренте O E "ЧТ Үрү PTE 07 


Ejercicios de 95.4 267 


No hemos obtenido la misma ganancia del estudio mediante series de las funciones 
trigonométricas que del de la exponencial. Sin embargo, permitiendo que el argumento 
tenga valores complejos, hemos descubierto un vínculo interesante entre ambas: e* = 
cos х + ¿sen х, y en la otra dirección, 


cds ех pe" ех prix 
A nmam senx = — 
2 y 21 


51 х = л, encontramos una admirable ecuación que relaciona cinco de los más impor- 
tantes números en matemáticas: ей + 1 = 0. š 


5.4.12 Ejemplo Verifíquese que f; cos Ө dô = sen x mediante series. 
Solución Sabemos que la serie 

ыр 

cos? = з en 

converge uniformemente en cualquier subconjunto acotado de R. Si elegimos b > |, 


entoiicés tentmios la convergencia uniforme en (6, 6), dé modo que podemos integrar 
término a término entre 0 y x: 


f cosodo= А o 0 pa Ef CO oa ду 
А ar? А о 


Ejercicios de $5.4 
1.  Verifíquese que } sen tdt= 1 – cosx, mediante su desarrollo en serie. 


En los ejercicios del 2 al 7 pedimos al lector que desarrolle algunos aspectos de las 
exponenciales y los logaritmos a partir de la definición del logaritmo natural como 


primitiva de la función recíproca. 


2.  Seafíx)= Г (1/0) dt para x > 0. Muéstrese que fes una función derivable enR*= 
(ER | x>0) tal quef()=0yf'0= 1/x para todo x > 0. 


3.  Muéstrese que sia>0yb>0, зове Ka + f(b) ( festá definida en el 
ejercicio 2). 


268 


6. 


Capítulo 5 Convergencia uniforme 


Muéstrese que 

a. f es estrictamente creciente en R* ( festá definida en el ejercicio 2). 
b. т... оо РО) = +оо. 

е. lím;—o f(x) = —оо. 


Muéstrese que f tiene una función inversa derivable g = f~ que es una biyección 
de R sobre R* y que g'(x) = g(x) para todo x real ( festá definida en el ejercicio 2). 


Muéstrese que g(x + y) = g(x) д(у) para todo real x e y (g está definida en el 
ejercicio 5), 


Sea e = g(1) y muéstrese que g(p/g) = е?# para todo número racional p/q, con p 
yqenZyq $0. 


La “función error” se define como 


erf(x) = zl ет а. 
o 


а. Muéstrese que erf(x) se puede representar mediante una serie de 
potencias 


co 
Das 
4=0 
válida para todo х, y calcule ay, а, а, ау а, уа; 
b.  Utilícese el resultado principal del apartado a para estimar el valor de 


1 1 
== е7 dx, 


мт J- 


(Esta integral da la probabilidad de que una medida tomada al azar de una 
población con distribución normal se separe como mucho una desviación 
estándar de la media 0.) : 


$5.5 El espacio de las funciones continuas 


Fíjese un espacio métrico M, un subconjunto A C M y un espacio vectorial normado N. 
Considérese el conjunto V de todas las funciones f: A > N. Entonces, es fácil ver que 
V es un espacio vectorial. En V, el vector cero es la función que vale O para todo x € А 


ON 
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y la suma y el producto por un escalar se definen como (f + gXx) = fx) + 800) y ADO) = 
MIC) para cada À ER y f, g Є V. Sea 


С= {Є v| fes continua} 


Si existe peligro de confusión, escribimos C(A, N) para indicar que Cdepende de 
nuestra elección de A y N. Entonces C es también un espacio vectorial, pues la suma de 
dos funciones continuas es continua y un múltiplo escalar de una función continua es 
continuo. 

Sea С, el subespacio vectorial de С formado por las funciones acotadas: C,= { f E 
c| f está acotada). Recuérdese que “f está acotada” significa que existe una constante 
M tal que ||/(x)| = M para todo x € A. Si A es compacto, entonces С, = С, рог el 
teorema 4.4.1 aplicado a la función escalar x > |f]. 

Para fE Cp sea || = supt sc] |x € A), el cual existe, pues f está acotada. El 
número ||| es una medida del tamaño de f y se denomina norma de f. Véase la figura 
5.5-1. Obsérvese que || < M sup sii |709] = M para todo x € A. 


FIGURA 5.5-1 La norma de una función selecciona el máximo valor absoluto de 


Ko 


Lo que intentamos hacer aquí es analizar el espacio C, de la misma forma en que 
analizamos R”, Es decir, cada punto de С, (que es una función) tiene una norma, por lo que 
podemos esperar que muchos de los conceptos desarrollados para los vectores de R” sean 
válidos en C,. Tal punto de vista es útil en análisis, y se pueden demostrar algunos resul- 
tados importantes aplicando algunas de nuestras técnicas al espacio C,. Para que este 
programa tenga éxito, la primera tarea es establecer que C, es un espacio normado. 


А 
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Nota. Aunque tenemos una norma, no tenemos un producto interno asociado con 
ella tal que |]? = (}, f}. Otros espacios de funciones, que estudiamos en el análisis de 
Fourier (capítulo 10) sí tienen un producto interno. 


Si N es solamente un espacio métrico, aún seguimos teniendo una métrica en C, a 
saber, 


АСР, 8) = sup{ Pga), 200) | x € A). 


La mayor parte de lo que sigue es válido en este contexto. Cuando sea necesaria una 
estructura de espacio vectorial en № lo estableceremos de forma explícita. 


5.5.1 Teorema 


i. Si (M, d) y (N, p) son espacios métricos, entonces también lo es СА, N), es 
decir аф g) satisface 


а 47,8) >20 y df, g =0sif=g. 
b. 40,8) = dig f). 
с. 407.2) = df, h) + dlh, g). 


ii Si N es un espacio normado, entonces también lo ез СА, №); es decir || sa- 
tisface 


а |120 y IIl =0siif=0. 
b. [07| = lal |. para a € R, f € C». 
с. 17+ = 11/11 + 11811 (desigualdad triangular). 


Éstas son las reglas básicas necesarias para hablar de conjuntos abiertos, conver- 
gencia, etcétera. Por ejemplo, escribimos f, — fen C, sii |f – f| >0. La conexión соп 
la convergencia uniforme es sencilla. 


5.5.2 Teorema (f, >f (uniformemente en А)) S >fenC;). 


Recuérdese que una sucesión f, es una sucesión de Cauchy 51 para cada є > 0 existe 
N tal que k,! > N implica |f, — | < €. Recuérdese que un espacio es completo si toda 
sucesión de Cauchy converge. Otro nombre para un espacio normado completo es el de 
espacio de Banach. La completitud es una propiedad técnica importante para un espa- 
cio, ya que con frecuencia podremos demostrar que una sucesión satisface el criterio de 
Cauchy y de ahí querríamos deducir que converge a algún elemento del espacio. 
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5.5.3 Teorema SiN es un espacio métrico completo, entonces СА, N) es un espa- 
cio métrico completo. Si N es un espacio de Banach, también lo es СҚА, М). 


Este resultado no es más que una transcripción de dos resultados básicos: 


1. Опа sucesión de funciones uniformemente de Cauchy en un espacio completo 
converge uniformemente a algo. 


2. Un límite uniforme de funciones continuas es continuo. 


El espacio C, es sólo uno de muchos espacios de funciones de gran importancia 
para el análisis. Aunque C, y R” son espacios normados completos, son un poco dife- 
rentes en otros aspectos. Por ejemplo, como ya hemos mencionado, C, no tiene un 
producto interno que produzca la norma |.| (véanse los ejercicios 12 у 30 al final del 
capítulo 1). Otra diferencia es que C, no tiene dimensión finita, En las siguientes sec- 
ciones veremos algunos problemas específicos a los que se puede aplicar esta teoría. 


5.5.4 Ejemplo  SeaB=(fEC([0, 1], R) | Јо) > 0 para todo x Є [0, 1]}. Muéstre- 
se que B es un conjunto abierto en С([0, 1], R). 


Solución Рог definición, para f € B debemos encontrar € > 0 tal que D(f £) = {g € 
C |I| -ell <£} С B. Como [0, 1] es compacto, f tiene un valor mínimo т en algún punto 
de [0, 1]. Así, f(x) = m > 0 para todo x E (0, 1]. Sea € = т/2. Si ||f — gl] < £, entonces, 
para cada x, | f(x)—g(0)] < € = т/2. Por lo tanto, g(x) = m/2 > 0 y entonces g € B. 


5.5.5 Ejemplo ¿Cuál es la clausura del conjunto B del ejemplo 5.5.4? 


Solución Afirmamos que la clausura es D = {f E€ C| f(x) > O para todo x € [0, 1]). 
Éste es un conjunto cerrado, pues si f(x) 2 0 y f, > f uniformemente (y por lo tanto 
puntualmente), entonces f(x) > 0 para todo x. Para mostrar que D es la clausura, basta 
mostrar que para f € D existen f, Є В tales que f, > f (¿por qué?). Para ello, defínase 
f.=f+1/n. $ ` 


5.5.6 Ejemplo  Considérese una sucesión f, Є С, tal que 
Y r, es convergente y r, > 0. Demuéstrese que f, converge. 


A 


5 r, donde 
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Solución Por la desigualdad triangular, 


ПА = Ле] ПА — || + [э = Sasal + ll fia = Sarl 


S Fn + Fart +7 + Гл. 


Сото У y, es convergente, esta expresión tiende а O cuando п > œ, puesto que es 
menor 0 igual que s — s,_,, donde s, es la n-ésima suma parcial у s es la suma. Por lo 
tanto, f, es una sucesión de Cauchy, de modo que converge. Ф 


Ejercicios de $5.5 


1. Sea B=(fEC,(R,R) | Дх) > 0 para todo x Є R}. ¿Es B abierto? Si no lo es, ¿qué 
es int(By? 


2. ¿Cuál es la clausura de B en el ejercicio 1? 


3. ¿Hay alguna relación entre el ejemplo 5.5.6 y el criterio М de Weierstrass? Razó- 
nese la respuesta, 


4. Sea 


л = 1 ‚ 05х51. 
п 


1+лх 
Muéstrese que f, > 0 en С([0, 1], К). 


5. Sea f una sucesión convergente en C,(A, R”), Demuéstrese que (7, | k=1,2,...) 
está acotado en СА, К”). ¿Es cerrado? 


$5.6 Teorema de Arzela-Ascoli 


Este teorema es cl análogo al teorema de Heine-Borel relativo a los subconjuntos com- 
pactos de R" y da condiciones para que un conjunto en C, sea compacto. Recuérdese 
que en R” un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado, pero que este 
criterio no necesariamente es válido en otros espacios métricos. En particular, no es 
válido en С,. Lo que hace el teorema de Arzela-Ascoli es acercarse lo más posible a este 
resultado, con la intención de proporcionar condiciones para la compacidad que pue- 
dan verificarse en los ejemplos. Comenzaremos con algo de terminología. 


5.6.1 Definición Sea 8C C(A, М). Decimos que Bes un conjunto equicontinuo 
de funciones si para todo £ > О existe 9>0 tal que x,y EA y d(x, у) < 8 implican х), 
HIS) <e para todofE 8 
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Esta definición es igual a la de convergencia uniforme, excepto que ahora pedimos 
también que ô sea independiente de f, así сото de ху, 

Sea & = { Хх) | f E В) para x fijo. Éste es el conjunto de los valores de todas las 
funciones de 8 en el punto x € A. Decimos que 8 es puntualmente compacto si y sólo 
si В cs compacto en N para cada x € А. 


5.6.2 Teorema de Arzela-Ascoli Sean A C M compacto y В C C(A, N}. En- 
tonces В es compacto si y sólo si B es cerrado, equicontinuo y puntualmente compacto. 


La estrategia de la demostración se basa en la propiedad de Bolzano-Weierstrass. 
El punto principal es mostrar que si cada f, está en 8, entonces la sucesión f, tiene una 
subsucesión uniformemente convergente. Como В es puntualmente compacto, pode- 
mos hacer esto en cada x € A. La idea entonces es usar la equicontinuidad y la compacidad 
de A para que estó sea uniforme. Un inteligente proceso de selección diagonal hace 
esto factible. 

El teorema se utiliza con frecuencia, por ejemplo, como sigue: 


5.6.3 Corolario SeaA С М compacto y N =R". Supóngase que BC C(A, R”) es 
equicontinuo y puntualmente acotado. Entonces toda sucesión en В tiene una sub- 
sucesión uniformemente convergente. 


Aquí se usa el hecho de que cualquier conjunto acotado en R” está dentro de un 
conjunto compacto (una bola, por ejemplo). Un resultado relacionado es el siguiente: 
Si A С Mes compacto y N = К", entonces BC C(A, К”) es compacto sii es acotado, 
cerrado y equicontinuo, Dejaremos la demostración de esto al lector. 


5.6.4 Ejemplo Sean f,: [0, 1] >R continuas y tales que |}. (х) = 100 para todo 
п y todo x en [0, 1]; además, las derivadas f, existen y están uniformemente acotadas en 
JO, 1[. Demuéstrese que f, tiene una subsucesión convergente. 


Solución Verificamos que el conjunto ( f,) es equicontinuo y acotado. La hipótesis 
es que f(x) | = М para una constante M. Por el teorema del valor medio, 


^0) = АО 5 Mix - yl, 


y entonces, dado £, podemos elegir б = є/М independiente de x, y y п. Así, (f,) es 
equicontinuo. Está acotado, pues |/,| = ир. [A] = 100. $ 
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5.6.5 Ejemplo ¿Es cierto el resultado del ejemplo 5.6.4 si omitimos la condición 
de que |f,(x)| esté acotada? 


Solución No, ya que si f(x) = n, entonces f, = 0, pero es claro que no existe una 
subsucesión convergente. Ф 
Para explotar la compacidad y combinar el teorema de Arzela-Ascoli con los resul- 


tados de funciones continuas del capítulo 4, necesitamos disponer de funciones conti- 
nuas en C El siguiente ejemplo proporciona un punto de partida. 


5.6.6 Ejemplo $еа1:С([0, 1]), R) >R dada por Kf) =f Хбох) dx. Demuéstrese 
que l es continua. 


Solución Debemos mostrar que f, > fen С implica que K(f) > Kf). Pero esto es 
consecuencia del teorema 5.3.1. Ф 


Ejercicios de $5.6 


1.  Muéstrese que en el ejemplo 5.6,4, se puede reemplazar la hipótesis de que f, está 
acotada por la de que f,(0) = 0 para obtener la misma conclusión. 


2. En 5.6.3, ¿es la sucesión completa necesariamente convergente? 


3. а.  Muéstrese que el siguiente conjunto es abierto: 
1 
{7 сою, па [овез | 
о 
b.  Muéstrese que С, es cerrado en el espacio de todas las funciones acotadas 


en un conjunto А. 


4. Sea В: С([0, 19), ,R) un conjunto cerrado, acotado y equicontinuo. Sea 1: 8 >R 
dada por Д) = 7, f(x) dx. Muéstrese que existe f} Є 8 para la cual el valor de / es 
máximo. 


$5.7 Principio de la aplicación contractiva y sus aplicaciones 


5. Sean f: [а, Б} >R funciones continuas, uniformemente acotadas. Sea 


Е„(х) = / fdt, a<x<b. 


Demuéstrese que F, tiene una subsucesión uniformemente convergente. 


$5.7 Principio de la aplicación contractiva y sus 
aplicaciones 


Esta sección trata una importante técnica iterativa en el análisis, llamada el principio 
de la aplicación contractiva. Demuestra resultados de existencia y unicidad, además de 
dar un procedimiento iterativo específico para localizar la solución, Comenzamos con 
el método general. 


5.7.1 Principio de la aplicación contractiva Sea М un espacio métrico 
completo y Ф.:.М.—э M.una transformación dada..Supóngase que.existe una constante kio ш ze 
0 < k< 1 tal que 4(Ф(х), Ф(у)) < kd(x, y) para todo х, y Є M. Entonces existe un único 
punto fijo de Ф; es decir un punto х. Є M tal que P(x.) = x.. De hecho, si хо es cual- 


quier punto еп M y definimos xy = Ф(ху),ху= Ф(х),....х = D(x,), ..., entonces 
йт Xn = Xs. 
п— со 


Intuitivamente, Ф está acortando distancias, de modo que si Ф se itera, los puntos 
se acumulan, y se acumulan en torno a x.; véase la figura 5.7-1. 


Nota. Existen otros famosos teoremas de punto fijo que tienen una esencia más 
topológica. Por ejemplo, el teorema del punto fijo de Brouwer (en un caso especial) 
dice que cualquier función continua f : D > D, donde D = {x ER" П < 1) es el 
disco unidad, tiene un punto fijo. Es cierto que tales funciones no tienen por qué ser 
contracciones. Sin = 1, esto se demuestra mediante el teorema de valores intermedios 
(véanse 4.5.5 y el ejercicio 3 de $4.5). En este resultado pueden aparecer muchos 
puntos fijos. Р ` 

Un resultado relacionado con esto ез que cualquier campo vectorial en la superfi- 
cie de una esfera tiene un cero en alguna parte, o “en cualquier instante, existe un 
punto sobre la superficie de la Tierra donde el viento no está soplando”. 

Nuestro teorema de la aplicación contractiva es más analítico, pero también tiene 
interpretaciones cotidianas: “Tómese un mapa de la ciudad en la que se encuentre y 
colóquese en una mesa horizontal. Entonces existe un punto en el mapa correspon- 
diente al punto de la mesa directamente debajo del mapa.” 
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FIGURA 5.7-1 Una contracción acorta las distancias entre puntos 


Como primera aplicación, estudiaremos la existencia de soluciones de ecuaciones 
diferenciales. Damos un contexto específico, aunque la técnica es bastante general. La 
generalizaremos en 57.5. 

Consideremos una función continua f(t, х) definida en una vecindad de (to, хо) E 
R?. Supongamos que se cumple la siguiente condición de Lipschitz: 


о, ху) = fx] < Klx — x| 


para todo (+, ху) y (7, x+) en una vecindad de (to, хо). Si Fes derivable en x y (д//дх)(!, х) 
es continua, entonces la condición se cumple automáticamente (por el teorema del va- 
lor medio). 


5.7.2 Teorema Bajo las hipótesis anteriores, existe б > 0 tal que la ecuación 
dx 
T =/@,х), 0) = xo a) 


tiene una única solución C'x = (f), tal que p(tp) = ху, para todo b- Ó<t<ty+Ó, es 


decir, 91) = ғ, Ф(0)). 


La técnica de la demostración se basa en la siguiente observación. Resolver (1) es 
equivalente a encontrar una función continua ф en Jr — б, to + Ó[ tal que 


t 
pli) = xo + / Sp) ds. (2) 
to 
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La ecuación (2) es una ecuación de punto fijo para la aplicación 
t 
D: ym хо Гледа 
lo 
que lleva funciones en (un subconjunto adecuado de) С a С. La idea es aplicar el prin- 
cipio de la aplicación contractiva a Ф. 


Tenemos, como consecuencia del método usado en el teorema de la aplicación 
contractiva, un método iterativo específico para resolver (1): 


t 
Pri =fr); esdecir, Pai (t) = X0 + f fs pal(s))ds у фо = хо. 
lo 


Entonces, ф, converge a la solución deseada (si |f — to] es suficientemente pequeño). 
La segunda aplicación es a las ecuaciones integrales. Comencemos con las llama- 
das ecuaciones de Fredholm, que tienen la forma 


b 
ғо) = af Kx, у) f(y) dy + фб) (3) 


donde Ky ø són fiimtiónes dadas y ез uma cónstánte дайа, Supóngase qué Ку p son 


continuas у que para todo x,y tales que a < x < b, < y < b, tenemos 


IKa, у) = М. (4) 


5.7.3 Proposición SiAM|b-d|< 1, entonces la ecuación de Fredholm (3) tiene 
una única solución. 


La idea esencial de la demostración es muy sencilla. Sea Ф : С([а, b], R) > Cía, 
b], R) definida por 


b 
(ФО) =А J Kay) [Ody + p0). 


La aplicación ® es una contracción, pues 


b 
^ Г, KIO) -HOD Ф| «А — ајмал. у) 


Af), Ф(5)) = зир 


y Mb—a| M < 1, por hipótesis. Así, (3) tiene una única solución, por el teorema de la 
aplicación contractiva. 
Las ecuaciones integrales de Volterra son de la forma 


FOA f K(x y) Фу +0). (5) 
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5.7.4 Proposición Supongamos que К es continua en [a, b] х [a, b]; entonces la 
ecuación integral de Volterra tiene una única solución f(x) para cualquier А. 


La idea cs igual a la anterior, pero ahora tenemos una contracción para ФУ = Ф о 
Ф о-· ,о Ф solamente рага N grande; esto compensa el hecho de que no hayamos 
supuesto que À es pequeño. 


5.7.5 Ejemplo  Encuéntrese un ejemplo de un espacio métrico completo X y una 
aplicación Ф : X > X tal que P(x), DG) = d(x, y) pero que Ф no tenga un único 
punto fijo. 


Solución ЅеаХ = К con la distancia usual d(x, y) =|х— y]. Sea P(x) =x + 1. Es claro 
que no existe x tal que x = x + 1. Pero [Ф(х) - Ф(у)| = x-y. $ 


Este ejemplo muestra que en el teorema de la aplicación contractiva es esencial 


tener k < |; k= 1 по sirve. 


5.7.6 Ejemplo Muéstrese que el método de aproximaciones sucesivas aplicado a 
la ecuación diferencial f'(x) = f(x) con f(0) = 1 conduce a la fórmula usual de ех. 


Solución La ecuación es equivalente afo=1 +S Ду) dy. Comenzamos con la 
función cero 0. Puesto que D(g) = 1 +, 20 dy, oblénemos 


DO) = 1; 
OH) = (00) =1+ | фея 
PO) = + Га +ydy=1 eE; 
р 2 2 3 
PPO) = 1f (1+5) dy= жж +; 
ФО оа 


(п - DU 


Es claro que esta sucesión converge ae", Фф 


озүнө з + 
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5.7.7 Ejemplo Encuéntrese una función f tal que f(x) = xf(x) para x cercano a 0 
у RO) = 


Solución Tomamos como punto de partida la función más sencilla posible que sa- 
tisfaga la condición inicial, f(x) = 3, e iteramos el operador de Volterra 


(Тро) =3+ [ уа 
en búsqueda de una función f tal дие Tf = f. Пегатоѕ рага producir la siguiente sucesión: 
№0) =3 
ло) = тъ) =3+ | зй=з+ у? 


* 3 
pc =) =3+ | (3+3) di=3+ ta” 


= = É 
nosamw=st |! 65 өш Ja 
з, 


ош“ A 


Si continuamos este proceso, vemos que 


ee 3 3 


3» 6 n 
50) =3+ аят КЩ + Gg 


22 TOE To” SÈ би or ХЕ 


O) 


Éstas son las sumas parciales de la serie infinita 
21 pay 
f0=3) 5 (5) , 
G Xx 2 


que reconocemos como una serie con un radio infinito de convergencia convergente a 
la suma 


о) = Зе, 


El cálculo-dífecto de la derivada, mediante la regla de la cadena, confirma que ésta es 
una solución a nuestro problema (por supuesto, también podríamos encontrarla me- 
diante separación de variables). Ф 


=3 +- 92 + + Заб н Ан о 
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5.7.8 Ejemplo  Considérese la ecuación integral 


Хо) =а+ f fe? dy. 
0 


Determínense directamente los intervalos [0, ғ] en los que se obtiene una contracción. 


Solución En este caso, P (Ax) =а S /О)хе”? dy, por lo que la constante para Ф es 


х x 
k= sup J |[X(x, Уау = sup 1 xe™™” dy 
хЄ[0,) 70 хЄ[0,] 40 


= sup (1 — е7) = ler < 1. 
xE[0.r] 


Así, obtenemos una única solución en cualquier intervalo [0, r]. Ф 


5.7.9 Ejemplo Consideremos un “ciclo de retroalimentación” que se denota es- 
quemáticamente como sigue: 


En este caso, z e, с son funciones de г E [a, b]. Elegimos M = C([a, b], К) у 
suponemos que Ё: М — M es una contracción. Las ecuaciones básicas son € =r- c; es 
decir, € + F(£) = г. Demuéstrese la existencia y unicidad de una solución e de este 
sistema, dado r. 


Nota. Este sistema se puede imaginar como sigue. Una señal (como un impulso 
eléctrico) r entra al sistema y se une con una señal de retorno с para producir £ = r — 
с. Una “саја negra” F modifica e para formar F(£); después, la señal с retroalimenta 
la señal de entrada r. 


Solución Obsérvese que para dos soluciones £; y £,, 


Er + Fle) = єз + Fea) 
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y por lo tanto, 
F(e1) — Fle2) = єз — £1, de modo que d(£1,€2) = d(F(e1), Fte2)). A 
Como F es una contracción, tenemos una contradicción, a menos que e, = є. Por lo 


tanto, si existe una solución e, ésta es única, 
Ahora demostramos la existencia de una solución dada una “entrada” r. Sea 


Gre) = г — Fle). 


Queremos que A 
И 

є = Ge). k 

3 

Afirmamos que G, es una contracción. De hecho, Е 
A 

4(С,(є), бєз) = dir — Fle), r — Fez) = 4(Р(є\), Fle2) < Ка(є\,єз). 

Н "| 

У 

— .Comok.<.1,G, tiene un. punto fijos, la única solución del ciclo de-retroalimentación.. ~ .-- · --- #6 
E 

ЕЧ 


5.7.10 Ejemplo: un problema de control  Considérese el sistema dx/dt = 
Хо) +p, x(0) =xp, donde f: [0,1] >R y p ER, con f fija. Supongamos que la solución 
para р = 0 es X(t), y que y sea cercana a X(1). ¿Podemos elegir р de modo que la 
trayectoria x(t) cumpla x(0) = xq, x(1) = y? Es decir, ¿podemos controlar la solución 
para que termine en y con una elección adecuada de р? Véase la figura 5.7-2. Plantée- 
se este problema como un problema de punto fijo. 


сл dada 


FIGURA 5.7-2 Intento de dirigir una trayectoria hacia el punto y 
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Solución — Mostraremos que esto es posible. Рага p = 0, tenemos 


ха) = хо -f JUAS) ds 
о 


y en consecuencia, 


1 
лз | sanas. 
o 


Queremos p tal que y = ху + Í Д(х)) ds + p, donde x(s), que depende de p, satisface 
dx/dt=f+ p. Así, 


1 
р=у-%- f fat) as, 
° (6) 


x(t) = хо + f Fs) ds + р. 
0 


Sea P: R x C([0, 11) э R x C([O, 13) dada por ® : (р, x) > miembro derecho de (6). 


Si Ф es una contracción, el punto fijo de Ф será la solución del problema de control. · Ф 


Ejercicios de $5.7 


¿Para qué valores de æ es Ф(х) = ax una contracción en R? 


Encuéntrese un desarrollo en serie en el intervalo (0, +) para la solución de la 
ecuación (1) si K(x, у) =x y a=1. 


¿Para qué intervalos [0, r], r £ 1 es f: [0, г] >[0, г], x x? una contracción? 


Muéstrese que el sistema de ecuaciones 


1 1 2 
х= д qa +3 
1 1 
Eat со + улз 1 
1 1 
з=-у + уз — 3042 


tiene una única solución, usando el principio de la aplicación contractiva. [Suge- 
rencia: se puede elegir una norma adecuada en R*, о bien hacer una estimación 
mediante la desigualdad de Schwarz.] 


o 6 асре 


$5.8 Teorema de Stone- Weierstrass 


5. Сопу асе dy/dx = 3xy, у(0) = 1 en una ecuación integral y plantéese un esque- 
ma iterativo para resol verla, 


6.  Plantéese un esquema iterativo para resolver dx/dt = 1x? + x, x(0) = 1. Tómese 
8 < 1/5. 


7. Сопзїйёгезе dx/dt=x",x(0)= 1 y resuélvase de forma explícita para ver que беп 
5.7.2 cs finita. 


8. Sea M un espacio métrico compacto y Ф:М — M tal que d(D(x), Ф(у)) < а(х, y) 
para todo x, y E M, x £ y. 


a.  Muéstrese que Ф tiene un único punto fijo. [Sugerencia: minimícese (Фа), х).] 


b.  Muéstrese que a es falso si M no es compacto (encuéntrese un contra- 
ejemplo). 


$5.8 Teorema de Stone-Weierstrass 


En el estudio de las funciones continuas y la convergencia uniforme, tres de los resultados 
más básicos son el teorema_de Arzela-Ascoli,-el. principio de.la.aplicación contractiva --. 
discutido en $5.7 y el teorema de Stone-Weierstrass, que analizaremos ahora. 

El propósito del teorema de Stone-Weierstrass es mostrar que cualquier función 
continua se puede aproximar de manera uniforme mediante una función que tenga pro- 
piedades más manejables, como un polinomio. Tales técnicas de aproximación polinó- 
mica son importantes tanto teóricamente coino en el aspecto numérico. 

Comenzáremos dando el resultado para el caso particular del intervalo unidad. Éste 
fue demostrado por primera vez por Weierstrass, pero aquí presentaremos una versión 
de Sergei Bernstein (1880-1968).2 


5.8.1 Teorema 5еап/: [0, 1] >R continua ye > 0. Entonces existe un polinomio 
р(х) tal que |p- f| <£. De hecho, la sucesión de polinomios de Bernstein 


ро) = Y o (5) ха = yo 
k=0 


converge uniformemente a f sin > œ, donde 


() п! 
kJ) in — Ol 


denota el coeficiente binómico. 


2 Bernstein fue un matemático ruso muy influyente en el análisis y la teoría de la probabilidad. La 
demostración está en su trabajo Démonstration du ihéoreme de Weierstrass, fondée sur le calcul des 
probabilités. Commun. Soc. Math. Kharkov (2), 13 (1912-13), 1-2. 
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El primer enunciado del teorema es una consecuencia del segundo; este último se 
puede entender fácilmente si uno sabe algo de teoría de probabilidad, lo cual se asume 
sólo en lo que respecta al párrafo que sigue en nuestra exposición. Huelga decir que el 
conocimiento de Bernstein de la teoría de probabilidad le ayudó, sin duda, a compren- 
der y demostrar este teorema. 

Imaginemos una “moneda” con probabilidad x de caer con la cara hacia arriba y, 
en consecuencia, con probabilidad 1 - x de caer con la cruz hacia arriba. En п lanza- 
mientos, la probabilidad de obtener exactamente k caras es 


() xtd = ~. 


Supóngase que en un juego “de cara y cruz”, se pagan f(k/n) monedas cuando se obtie- 
nen exactamente k caras al tirar la moneda п veces. La cantidad promedio (después de 
jugar mucho tiempo) que se paga al jugar n veces es 


(9) (E) apo, 


k=0 


En este caso, f(k/n) es f para la fracción de tiradas que salen cara. Ahora imaginemos 
que л es muy grande. Entonces esperamos que al jugar п veces, k/n esté muy cercano a 
х, que es la probabilidad de que salgan k caras (igual a la fracción de tiempo en que 
salen las k caras), de modo que nuestro pago promedio será muy cercano a f(x). Por lo 
tanto, si п es grande, esperamos que p,(x) sea cercano a f(x). Ésta es la razón intuitiva 
de la validez de este resultado. La demostración real es un poco complicada, como 
podría esperarse de la complejidad del juego. 

Aun para una función f sencilla como f(x) = ух, no es trivial encontrar un polinomio 
que la aproxime. 

Podemos volver a enunciar el teorema como sigue. Sea P el conjunto de todos los 
polinomios р:[0, 1] >R. Entonces, la primera afirmación establece que P es denso en 
C([0, П, К); es decir, que cl(P) = С([0, 1], R). 

En 1937, Marshall Stone descubrió una generalización muy útil de este teorema, 
permitiendo cl uso de conjuntos más generales que [0, 1] y reemplazando P por una 
familia general de funciones que satisfacen ciertas propiedades. La demostración hace 
uso del caso particular ya demostrado. El teorema es útil en muchas ramas del análisis 
(por ejemplo, lo usaremos en nuestro estudio del análisis de Fourier). 


5.8.2 Teorema de Stone-Weierstrass Sean M un espacio métrico, A C M un 
conjunto compacto y 8 C C(A, R), con las siguientes condiciones: 


i Bes un álgebra; si f,g Є В ya ER, entoncesf+ ЄВР gEByafEB 


ii. La función constante x > 1 está en В 


нек етта A E AC AI a ren 


в үтенече Y CRA ere: 
$5.8 Teorema de Stone- Weierstrass 


iii. separa puntos: es decir para x,y E A, x £ y existe f E Btal que Kx) # ДУ). 


Entonces Bes denso en C(A, R); es decir, СКВ) = C(A, R). 


5.8.3 Ejemplo Sea р, una sucesión uniformemente convergente de polinomios 
en [0, 1] y f= 10а, Pr ¿Debe f ser derivable? 


Solución No; por 5.8.1, cualquier función continua es límite de polinomios y exis- 
ten muchas funciones continuas que no son derivables, como, por ejemplo 


_[ 0, 0<x<172, 
= {1 1/2<х 1. Ф 


5.8.4 Ejemplo  Demuéstrese (a) directamente de 5.8.1 y (b) a partir de 5.8.2, que 
los polinomios en [a, b) son densos en Cía, b], R). 


Solución 


а. Рог5.8.1, 51 f: [0,1] > К es continua y £ > 0, entonces existe un polinomio p tal 
que [/— р] < e. Sea g : [0, 5] э Е continua. Hacemos un cambio de escala y 
definimos 


fœ) = 0 - а)+а), 0O<x<l, 
de modo que f: [0, 1] > R. Sea 


ао) =р (= 


2—4). а<х=Ь, 


de modo que q: [a, b] э R. Así, q también es un polinomio. Afirmamos que l|g — [| < 


є. De hecho, 
a _ х-а\ fx4 
во aol | (555) -a (555) 


y entonces [lg — 4 < £, pues 


|f -pl <£. Así, los polinomios en [а, b] son densos. 


b.  Enelteorema5.8.2, sean A = [a, b] y 5 = (q E С([а, 2], R) | q es un polinomio). En- 
tonces Z satisface і y ii. También satisface iii, ya que si х # y, podemos hacer 


РХ) =1 


de modo que f(x) # f). Así, Bes denso, рог el teorema 5.8.2. Ф 
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Ejercicios de $5.8 


Muéstrese que existe un polinomio р(х) tal que |р(х) - sen x| < 1/100 para 0 < 
х ж 2л. 


Supóngase que p, es una sucesión de polinomios que convergen uniformemente 
a fen [0, 1] y que fno es un polinomio. Demuéstrese que los grados de p, no 
están acotados. [Sugerencia: un polinomio p de grado N queda determinado de 
forma única mediante sus valores en № + 1 puntos Xp, . . ., ху por medio de la 
fórmula de interpolación de Lagrange 


de pl) 
р(х) = > тау 


donde т(х) = (х — хо)(х — x1) ++ (х — хм)/(х — xi).] 
Demuéstrese que el conjunto de los polinomios en С([а, b], R) no es abierto. 


¿Puede un subconjunto de un espacio métrico ser abierto y denso a la vez? 


Considérese el conjunto de todos los polinomios р(х, y) de dos variables x, y Є 
[0, 1] x [0, 1]. Demuéstrese que este conjunto es denso en С([0, 1] х [0, 1], R). 


Considérese el conjunto de todas las funciones en [0, 1] de la forma 
щх) = y aje, donde aj, bj € R. 
= 


¿Es este conjunto denso en С([0, 1], R)? 


SiT=((x, y) ER? |x? + у? = 1), entonces una funciónf: TR se puede imaginar 
сото una función periódica de R en К de periodo 2%, identificando previamente 
un número 0 con el punto (cos Ө, sen Ө) en T 


0 — (cos 9, send) L д). 


Análogamente, cualquier función periódica de periodo 2л en R se puede conce- 
bir como una función en 7. Una suma finita de senos y cosenos de la forma 


N 
Е + 2 a cos(kê) + bisentkO) 


se denomina polinomio trigonométrico (N es arbitrario pero finito). 

Muéstrese que si fes una función periódica de R en R de periodo 2л y £ > 0, 
entonces existe un polinomio trigonométrico q tal que |400) -O| <€ para todo 
9 en R (el número de términos N puede depender de f y de £). 
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$5.9 Criterios de Abel y Dirichlet 


El criterio M de Weierstrass falla en ciertos casos еп los que queremos determinar si 
tenemos convergencia uniforme; para esos casos, los matemáticos han diseñado otros 
criterios, El primer criterio que mostraremos en esta sección fue creado por el matemá- 
tico noruego Niels Abel, mientras que el segundo se atribuye a P.G. Dirichlet, alemán 
de origen francés; ambos trabajaron durante la primera mitad del siglo хіх. Estos crite- 
rios son útiles en muchos ejemplos y son de particular utilidad para el estudio de las 
series de potencias y de las series de Fourier, Son importantes cuando tenemos conver- 
gencia uniforme pero no absoluta. 


5.9.1 Criterio de Abel Sean A CR" y q,: A > Е una sucesión decreciente de 
funciones; es decir QM, (x) < Q, (х) para cada x E A. Supóngase que existe una cons- 
tante M tal que фх) | < M para todo x Є A y todo п. Si УЛО) converge uniforme- 
mente en A, entonces también lo hace Ут Фф, OR. 


Obtenemós algunos criteriós útiles рага läs series Ordinarias si tomamos el caso 
particular en que €, y f, son funciones constantes. También existe un criterio similar 
cuando €, son crecientes, el cual se puede deducir aplicando el criterio de Abel a —p,. 

Un criterio relacionado con éste cs el de Dirichlet. 


5.9.2 Criterio de Dirichlet Sea s,(x) = Y, f(x) para una sucesión f, : A С 
R” > К. Supóngase que existe M constante tal que [5,60] < M para todo x E A y todon. 
Sea g, : A C R” К tal que g, > 0 uniformemente, 8, > Оу 8,41 (x) = 8,(x). Entonces 


У /,(х)в„(х) converge uniformemente en А. 


Por ejemplo, considérese la serie alternante Y (-1)"g,(0), donde g, 2 0, g,(x) > 0 
uniformemente y #„ < 2,. Seaf, (0) = 1)". Entonces |8,09] < 1, de modo que Y (-1)" 
g(x) converge uniformemente. Obsérvese que, como un caso particular del teorema 5.9.2, 
una serie alternante cuyos términos decrecen a cero es convergente. 

Obsérvensc las analogías y las diferencias entre estos teoremas. Las condiciones 
sobre q, en el criterio de Abel no implican que ф, converja uniformemente. Además, по 
pedimos que Ф, > 0. Las demostraciones de estos teoremas utilizan una relación Hama- 
da fórmula de sumación parcial de Abel. 


5.9.3 Ejemplo Muéstrese que У (sen nx)/n converge uniformemente en [6, 27 — 
8], donde 0 < 5 < 2л. 
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Solución — Aplicamos el criterio de Dirichlet con f(x) = sen nx y g(x) = 1/n. La 
única hipótesis que no es obvia es A EM. Para mostrarla, necesitamos una 
técnica especial; usaremos la identidad trigonométrica 


sor) е (3) 84 


y sumamos de / = 1 al = n. Obtenemos una suma telescópica, de modo que 


LA - у <2 
cos | хх} – cos {n+ 5х) £ 2. 


2sen (>) (sen x+---+ sennx) 


Así, 


senx +-+- + sen nx| < 


ѕеп х 


lo que da una cota para Уу (л), la cual sirve mientras sen(x/2) se mantenga lejos de 
cero. Por ejemplo, en [5, 2x —-$] obtenemos dicha cota. Obsérvese que los argumentos 
necesarios en este caso son más finos que el criterio М. Ф 


5.9.4 Ejemplo Muéstrese que EY 


mo hn 


ет" converge uniformemente еп [0, oo[. 


Solución Esta vez aplicamos el criterio de Abel. Sea ф(х) = e”. Para x > 0, p, es 
decreciente y |е”*| = 1 (¿por qué?). Ya sabemos que la serie alternante У)" 
converge y entonces, por el criterio de Abel, la serie converge uniformemente. Ф 


5.9.5 Ejemplo Sea f(x) ¿0 е“, Muéstrese que f es continua en [0, oo[. 
n 


п=1 


Solución La solución es inmediata del ejemplo anterior y del hecho де que cl límite 
uniforme de funciones continuas es continuo. Ф 


amm метэа үзене A A pa 


aos 10 Series de potencias y sumabilidad Cesaro y Abel 


Ejercicios de §5.9 


Verifíquese la convergencia о convergencia uniforme de las siguientes series: 


2 yn 
1. Ne”, Osx<l 
1 i \ 
00, ууп 
Эр». Da O<x<l 
1 
со 
ED 
< < 
3. a О=лх<0оо 
Ú sennx а 
а Y e, 0О<ё<х<т—6. 
n 
1 
оо 


$5.10 Series de potencias y sumabilidad 
Cesaro y Abel 


En esta sección estudiaremos algunos temas adicionales y opcionales de la teoría de 
series infinitas. Comenzaremos con las series de potencias. 


5.10.1 Definición Una serie de potencias es una serie de la forma 


оо 

К 
У ах — хо) 
k=0 


donde los coeficientes a, son números reales (o complejos) fijos. Sea 


1 
lím sup Yla; ==: 
a 


Res el radio de convergencia de la serie de potencias y el conjunto {x | |x- ху =R} es 
el círculo de convergencia (x puede ser real o complejo). 


Obsérvese que 0 < R < +оо; R puede ser O o +œ. La razón de la terminología en la 
definición 5.10.1 se aclara en el siguiente resultado. 
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5.10.2 Teorema Уа (х – хо)“ converge absolutamente рага |х — ху] < R, con- 
verge uniformemente раға |х – х,| < R', donde К' < R y diverge зі |х – х) > R (el 
teorema no proporciona información si |x- х = R). 


Está claro que estas propiedades de convergencia definen А de forma única. 


5.10.3 Corolario La suma de una serie de potencias es una función С° dentro 
de su círculo de convergencia. Se puede derivar término a término; la serie derivada 
tiene el mismo radio de convergencia. 


La demostración usa los resultados de $5.3 acerca de la derivación término a térmi- 
no de las series. Si lim, „= la,/ anl existe, entonces el radio de convergencia es 


R= lím 


п—оо 


аі 


Esto se ve del teorema 5.10.2 junto соп el criterio del cociente. Pedimos al lector que lo 
demuestre. 
A continuación, analizamos el concepto de sumabilidad Cesaro. 


5.10.4 Definición Sean S, = Ут a, y 0,= Су, уњ entonces, а, es la media 
aritmética de las primeras n sumas parciales de la serie. La serie Ута es sumable 
Cesaro de orden 1 о sumable (C, 1) a A si Ит, 0, = A. En este caso, escribimos 


Ya sA (C,1). 


k=l 


La idea es encontrar una forma de dar significado a series que en otro caso serían 
divergentes. Por ejemplo, 


1 
расо: 


En este caso, las sumas parciales son 5, = 1, 0, 1, 0,..., у sus promedios son 


Así, 07, = п/2п, О, = (п + 19/(2n + 1) y entonces ím, „a С, = 1/2. Obsérvese la 
fórmula general 


Sin embargo, podemos introducir un método айп más poderoso de sumación al 
promediar las о„ al igual que el método (С, 1) se basó en los promedios de las 5,. Es decir, 
definimos la suma (С, 2) de la serie dada como lím, „e O, +0, +++ +0,)/n, si el límite existe, 

El lector puede ver ahora con facilidad cómo se definiría la sumabilidad (C, r) para 
valores arbitrarios ғ = 1, 2, . . . , con lo que se obtendrían sucesivamente métodos más 
poderosos de sumación. A continuación presentamos algunas propiedades básicas de la 
sumabilidad (С, 1). 


i Si ña 4 =A (С,1) у Eg be =B (С, 1), entonces 


Y (aa; + Phi) = aA + BB (C, 1). 
k=1 


й. 515720 а =A (С, 1), entonces 


co 
У аы =A ~a (С,1) (decapitación). 
k=l 


< Nar=A(C,D) (regularidad). 


kzl 
(Esta propiedad es crucial; cualquier método respetable de sumación debe poseerla.) 


Demostración 


iii. Tenemos que 5, > А. Entonces, dado B < A, existe 7 tal аиел > n implica $, > B. 
Entonces, 


п = no 


В. 


1 
о, = 105) + t Sn + Snl + +) > „бтз Sp) + 


Por lo tanto, lím inf,» 0, > B: Сото В <A era arbitrario, lím іп, „о, > А. Un 
argumento similar muestra que lím sup, _,. 0, < A. Así, 


AS lím inf 0, < lím sup о, < A. 
n= п—со 


De modo que ambos límites son iguales, y por lo tanto Ит„_„ 0, = А. 
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A continuación analizamos otro método de sumación llamado sumación de Abel 
(aunque en realidad fue ideado por Euler). 


5.10.5 Definición " „а es sumable a А en el sentido de Abel si lím,- 
: 20 
У оах = А. Escribimos У „а, = A (Abel). 


Por ejemplo, de nuevo tenemos que 


ES (Abel) 


pues f(x) =1-x+xX -> -= 1/(1 + x) para lx] < 1 y esto tiende a 1/2 cuando x > 1. 

Obsérvese que (al menos en este ejemplo) el método de Abel da el mismo resultado 
que el método (C, 1). En realidad, esto siempre ocurre, como veremos en el teorema 
5.10.7. Primero demostraremos que la sumabilidad de Abel es regular. 


5.10.6 Teorema (Abel) Si У” а = А, entonces У" ayx* converge para |х| < 
1 уйт, Уух = А. 


Así, si una serie de potencias converge en un intervalo cerrado, su suma es conti- 
nua, incluso en los extremos. 
En realidad, el método de Abel es más poderoso que el método (С, 1). 


5.10.7 Teorema У” а = А (С, 1) implica Ў" а = А (Abel). 


Es interesante buscar condiciones bajo las cuales una serie sumable Cesaro (о 
sumable Abel, etcétera) en realidad es convergente en el sentido usual. Daremos ahora 
un resultado de С.Н. Hardy. 


5.10.8 Teorema 5; Y a, =A(C, 1) y a, = О(1/п) (es decir, si |а. 5 С/п рага С 
constante), entonces Y a, converge (a A) en el sentido usual. 


Nota. Los teoremas como el anterior se conocen como “tauberianos”, en honor de 
A. Tauber, quien demostró un teorema que relaciona la sumabilidad de Abel con la 


convergencia ordinaria. 


$5.10 Series de potencias y sumabilidad Cesaro y Abel 


5.10.9 Ejemplo  Determínese el radio de convergencia de X, х^ y de У" O 
Solución Ер estos casos podemos usar la fórmula 


R= lím 


лсо 


ап+1 


El primer ejemplo da como resultado R = 1, y el segundo da 


! 
R= lím (=>) = lím(n+1)=00 


п—00 n! ADO 


Así, Di.) Yt converge a 1/(1 - x) si [< 1 y Ў ох" converge a e" para (одох. $ 


5.10.10 Ejemplo Muéstrese que у, (-1)*К no es sumable (С, 1). 


Solución En este caso, 


ал: —1,+2,-3,+4,-5,+6,... 

Sy: —-1,+1,-2,+2,-3,+3,... 

Tn : -1,0,-2,0,-3,0,... 

оз =0, 0-1 = —п/(2п— 1) > —1/2. 


Así, Ийт\„_,„ о, no existe. Sin embargo, la suma (С, 2) es —1/4 (el estudiante debe 
verificar esta afirmación). Ф 


5.10.11 Ejemplo  Muéstrese que Y... (-D*k=-1/4 (Abel). En este caso, 


2I TS ы и е» мра 


air dr 


Esto tiende a —1/4 cuando х > 17, de modo que 


1 
КЕ = 
> (=k = 3 (Abel). 


kal 


DP EEA РО: 
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Ejercicios de $5.10 


1.  Calcúlese el radio de convergencia de 
yi со 
Z de ких“, 


2.  Muéstrese que 


1 о со 
5 = as Y 1), =1<x<1l 
0-27 2 £=0 


derivando una serie adecuada. 


3. — Muéstrese que 
F=1+0-1+1+0=1+1+0- 1400 (С, 1). 


(Obsérvese que la inserción de ceros puede alterar la suma Cesaro.) 


4,  Muéstrese que 


sl 
3 
(Abel). 
5.  Muéstrese que 
Босма 
34577073 


obteniendo un desarrollo en serie para el arco tangente y usando el teorema de Abel. 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 5 


5.1.4 Proposición SeanA С М, donde M es un espacio métrico, y f,: A >N una 
sucesión de funciones continuas tales que f, > f (uniformemente en A). Entonces f es 
continua en A. 


Demostración Сото f, > f uniformemente, dado є > 0 podemos encontrar un 
entero N tal que k > N implique p( f(x), f00)) < &/3 para todo x € A. Consideremos 
un punto particular xy € A. Como fy es continua, existe ô> 0 tal que d(x, ху) < б,х EA => 
PSA), 50) < £/3. Entonces, para а(х, xo) < 8, PFO), FA) = PIO), А) + 
LOAD» Мх) + Ср), FAN) < E/3 + €/3 + €/3 = €. Como x es arbitrario, f es 
continua en cada punto de A; por lo tanto, es continua. W 


pama ea өөү зит эту пум е А pramen mraeg томата нее чаек 
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5.2.1 Criterio de Cauchy Sea № un espacio métrico con métrica р y sea А un 
conjunto. Supóngase que N es completo y que f : A — N es una sucesión de funciones. 
Entonces ў, converge uniformemente en A sii para cada є > 0 existe N tal que l, k > N 
implica p( f0, }(х)) < £ para todo x € А. 


Demostración Si f, > f uniformemente, entonces dado e > 0, podemos determi- 
nar un entero N tal que k > N implique p(£(0), Дх)) < &/2 para todo x. Entonces, si k, 
L= N, POFO) S PRIOD +P, S) < 6/2 + 8/2 =є. 

Recíprocamente, si, dado que ғ > 0 podemos encontrar un № tal que k, / 2: N impli- 
que p( f), Д()) < = para todo x, por lo que /(х) es una sucesión de Cauchy en cada 
punto x, y entonces f(x) converge puntualmente a algo, que denotamos fix). Además, 
podemos encontrar N tal que k, I 2 N implique p(£(0, /()) < 2/2 para todo x. Como 
Дх) > f(x) en cada punto x, podemos determinar рага cada x un N, tal que [> N, 
implique (р(х), f(x) <e/2. Sea! > máx[N, N,). Entonces k > N implica p( f(x), 
FO) E PE, AC) + СЛО), FA) < є/2 + 6/2 = є. Como esto es cierto para cada 
punto x, hemos encontrado N tal que k 2 N implique p( f(x}, f(x)) < e para todo x. Por 
lo tanto, f, > f (uniformemente). ГЫ 


5.2.2 Criterio M de Weierstrass Supongamos que Ves un espacio vectorial 
normado completo y que g, : A —> Y son funciones tales que existen constantes M, que 
cumplen |е, (x)| = M, para cada x Є A y$; „M, converge. Entonces Dg, converge 
uniformemente (y absolutamente). 


Demostración Como È „М, converge, para todo є > 0 existe N tal que kz N 
implique |М, +. + Mpp] < = para todo p = 1, 2, .. . . Para k 2 N, la desigualdad 
triangular implica 


Цав +++ + нр) Пеко +>>> + Пеньо E Mi +>-> + Мар < € 


para todo x Є A. Así, рог el criterio de Cauchy para series, $8 converge unifor- 
memente. п 


5.3.1 Teorema Supongamos que р, fa fy .. . son funciones integrables en un 
intervalo cerrado y acotado [a, b] que convergen uniformemente a una función límite f 
en [а, Б). Entonces f es integrable en [a, b] y 


b b 
„Ит f fi dx = J ғо) dx. 
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Demostración Supongamos, en primer lugar, que fes integrable. Para demostrar 
la relación del límite, recuérdese que si |g(x)| = M entonces 


b 
f g(x) dx 


Dado que є > 0, sea N tal que k > N implique | f(x) – Дх)| < £/(b — a). Entonces 


b b 
Ј rwa- | лда 


como se pedía. 


La parte difícil es mostrar que fes integrable, Para esto, usamos la definición 4.8.1, 
que es equivalente a 


b Tre 
Ñ Гов | /@)ах. 


Sca є > 0 dada y sea N tal que | f,(x) -f| <esin >= Nya < х 5 Б. En particular, 
esto implica que f está acotada (¿por qué?). Obsérvese que si a es una cota superior de 
f, En [хь ху, 1], entonces a + £ es una cota superior de fen el mismo intervalo. Así, 


< Mb ~ a). 


b-a 


5є· =E 


b 
J (хб) $0) dx 


sup{ f(x) |x € Lux) < sup{ fo | x € {хәхь1]} +€ 


y, por lo tanto, 


U, P) 5 Ulfa, P) + єр – а). 


Análogamente, 


Ln P} — elb — a) < Цу, P). 


Al tomar los ínfimos y supremos sobre P, obtenemos 


b b 
J fad < f falx) dx + &Ь – а) 


b в 
/ Жах b-a) < у Hole 
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Así, 


< 2e(b — а); 


ШР] b 
[ toa- f f) dx 


Como esto es válido para гойо > 0, las integrales inferior y superior son iguales, por 
lo que fes integrable. m 


5.3.2 Corolario Supongamos que las funciones g,: [а, b] > R son integrables 
Riemann y que Diag converge uniformemente en [a, b). Entonces podemos inter- 
cambiar el orden de la integración y de la suma: 


p {хе со b 
f (E so) de= Y ( I шю) ; 
а Nk k=1 р 


Demostración Sea У, = У вр entonces f, > f= Уе в, (uniformemente) у, 
рог 5.3.1, 


Бо а р н ama aa 


Ло) ах ә | ғ)ах. Ш 


5.3.3 Teorema 5еа у, : ]а, Ы — R una sucesión de funciones derivables en el 
intervalo abierto ]а, b[ que convergen puntualmente a f: Ja, Ы + R. Supongamos que 
las derivadas ў! son continuas y que convergen uniformemente a una función g. Enton- 
ces fes derivable y f’ = 8. 


Demostración Escribimos f, (x)= (х) + ылга) dt, donde a < xy < b. Esto es 
posible por el teorema fundamental del cálculo. Si k = «o, obtenemos f(x) = f(x) + 
[КО dt, por el teorema 5.3.1. Como g es continua, por 5.1.4, el teorema fundamental 
del cálculo muestra que el lado derecho es una función derivable de x con derivada 
g(x). Por lo tanto, el miembro izquierdo es derivable, y entonces f'(x) = g(x). шп 


5.5.1 Teorema 


і Si(M, d) y (N, p) son espacios métricos, entonces también lo ез СКА, Му, es decir, 
Alf. g) satisface 


df. g=0 y df в) =0siif=g. 
df, g) = dg f) 
c. d(f,8)} < аА, р) + d(h, р). 
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ii, Si N es un espacio normado, entonces también lo es СКА, N); es decir 1 Я I satisface 


а. {Д]>0 y Ifl] =0 sif =0. 
b. [ел = Јо para œ € R, f € C». 
с. llf+ell < 11/11 ПІ (desigualdad triangular). 


Demostración 
1 a y b son verificaciones rutinarias. Para demostrar e, escribimos 
d(f,8) = sup{ PSU) (0) | x € М}. 
Para cada x € М, 
PEB = pP), AO) + pha), g) 
y por la definición de supremo, 
(У, 5) < зир{р(/(), h) + phla), g) | x € М}. 

Entonces, d( f, h) + d(h, g) es una cota superior del conjunto del miembro dere- 

cho, por lo que es mayor o igual que el supremo. Así, d( f, 8) = Af, h) + dlh, g). 
ii. a y b son claros. Para c, 

+ sll зоро + 009 |x € А} = зар + вох € А} 


por la desigualdad triangular. Entonces, ||f]] + gl] es una cota superior рага el 
conjunto del miembro derecho, pues |709] = LA] y leco < el] para todo x € A. 
Así, es mayor o igual que el supremo de este conjunto, Así, [+ | = [71+ |8, 
como se pedía. m 


5.5.2 Teorema (f> f (uniformemente еп A)) © (f> fen Q). 


Demostración Esto no es más que reformular las definiciones. El estudiante debe 
proporcionar los detalles. Ш 


5.5.3 Teorema SiN es un espacio métrico completo, entonces СКА, N) ёз un es- 
pacio métrico completo. Si N es un espacio de Banach, también lo es СКА, М). 
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Demostración Sea f, € G,(A, N) una sucesión de Cauchy. Entonces f, satisface el 
criterio de Cauchy (5.2.1) y, por lo tanto, converge uniformemente a una función f. Por 
5.1.4, fes continua, y si, por ejemplo, e = 1 en la definición de convergencia, vemos 
que f, acotada implica que f está acotada. Así, f E СКА, N). Por lo tanto, СА, N) es 
completo. La segunda afirmación es un caso particular de la primera. · Ш 


5.6.2 Teorema de Arzela-Ascoli Sean A С M compacto y 8 С СҚА, N). En- 
tonces B es compacto si y sólo si B es cerrado, equicontinuo y puntualmente compacto. 


Demostración Para esta demostración, primero probaremos un lema. 


Lema SeaA compacto. Entonces, para cualquier б> 0 existe un conjunto finito Су= 
{Yo -- -+ Ya} tal que cada x Є А está a una distancia menor que Ó de algún y, € Cs. 


————Demostración --La colección de-bolas (D(x; 5) | x € A] -recubren a A5de-modo que 


por compacidad, un número finito (digamos D(y,, 8), . .. ,D(y,, б)) también lo recubren. 
Tómese C= {у,..., у}. 


Pasemos ahora a la demostración del teorema. Sea C = U[C pm |n=1,2,3,...). 
Como cada Cin es finito, C es numerable; digamos que С = (x,, Xp ... .). Sea f, nuestra 
sucesión en Z. Entonces { f,} está contenida en el conjunto puntualmente compacto 8 y 
el teorema de Bolzaño-Weierstrass implica que existe una subsucesión de f,(x,) que es 
convergente. Denotamós esta subsucesión 


Safia) fih 
Análogamente, la sucesion /,(х;), k= 1,2,..., tiene una subsucesión 
fat) fala), nl 


que es convergente. Continuando este proceso, la sucesión f(x), k= 1,2, .... tiene 
una subsucesión ` 


fi) fra), „Ба(з),..., 


que es convergente. Procedemos de esta forma y después hacemos 8, = fı de modo que 
8, Cs la n-ésima función que aparece en la n-ésima subsucesión. 
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En un diagrama, g, se obtiene al elegir la diagonal 


fa Аз: Ла: (primera subsucesión) 
Љ ә fa fon: (segunda subsucesión) 
Lu Роз fin: (tercera subsucesión) 


аг. У 


(n-ésima subsucesión) 


Este truco se denomina “procedimiento diagonal” y es útil en muchas situaciones. 

A partir de esta construcción, vemos que la sucesión g, converge en cada punto de 
С; de hecho, g, es subsucesión de cada sucesión ў, k=1,2,.... 

Ahora demostraremos que la sucesión g, converge en cada punto de A y que la 
convergencia es uniforme, con lo que quedará demostrado el teorema. Para esto, sea 
€ > 0 y sea б como en la definición de equicontinuidad. Sea С, = {yp ..., у} un 
subconjunto finito de С tal que todo punto de А está a una distancia menor que 8 de 
algún punto en С; (véase el lema). Como todas las sucesiones 


(аһбуз)),(ё„һ(уз)),....(8„(у)) 
convergen, existe un entero N tal que si m, n > N, entonces 
Pen у), env) < € para i = 1,2,...,k. 


Para cada х Є A, existe y; Є С, tal que [x- | < б. Por lo tanto, la hipótesis de 
equicontinuidad implica que 


PIENA) Ea (Y) < E 


para todo п = 1, 2,.... Por lo tanto, 


PIE), Bm) E PEE), ent y) + P Eni), 20) 
+ P Rn Yj), Bm) 
< Е+Е+Е = ЗЕ, 


siempre que т, n > N. Esto muestra que 


P(8n18m) < ЗЕ para т,п> №, 


y por lo tanto, el criterio de Cauchy implica la convergencia uniforme de la sucesión g, 
en A. El límite está en А pues 8 es cerrado. Esto demuestra que si £ es equicontinuo y 
puntualmente compacto, entonces 4 es compacto. Dejaremos el recíproco al lector, 
(Véase también el ejercicio 68.) a 
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5.6.3 Corolario  Se«A С М compacto y N =R". Supóngase que BC C(A, Ж") es 
equicontinuo y puntualmente acotado. Entonces toda sucesión en В tiene una sub- 
sucesión uniformemente convergente. 


Demostración El conjunto de valores (Дх) |f € 8) para cada x € A fijo está aco- 
tado en R", por lo que está dentro de un conjunto compacto (su clausura, por ejemplo). 
Así, la demostración anterior se aplica a una sucesión en 5, 

Una alternativa es mostrar que cl($) es equicontinuo y puntualmente compacto, de 
modo que es compacto por 5.6.2. п 


5.7.1 Principio de la aplicación contractiva Sea M un espacio métrico 
completo y Ф: М —> M una transformación dada. Supóngase que existe una constante 
k.0<k<1 tal que 4(Ф(х), (у) < kd(x, y) para todo x, y Є M. Entonces existe un 
único punto fijo de Ф; es decir, un punto х. Є M tal que (х.) = х. De hecho, si xy es 
cualquier punto еп M y definimos ху = Ф(хо), ху = P(x), -s Xn = Ф(х,),..., entonces 


lím х, = х.. 
n= оо 


unicidad. Scan xy E Мухі. х, хз,.. . сото en el teorema. Si ху = xy, entonces Ф(ху) = Хо 
y xp es un punto fijo. En caso contrario, d(x,, xp) no es cero, por lo que comenzamos 
mostrando que los puntos {х,) forman una sucesión de Cauchy en M. Para mostrar esto, 
escribimos 

dixa, x1) = A(D(x1), Po) E kd(x1, хо) 

духу, хә) = dD), Фоп) 5 Коз, а) 5 доа, хо); 


inductivamente, d(x, + 1, х,) < k" d(x, хо). Además, 
(х,ар. Ха) E Оьр, Xp) + (О аар-1. Хар 2) + + neto Ха) 


рог la desigualdad triangular, де modo que 
(лро) E (KPL OP +... К) хо). 


Pero la serie geométrica Dak converge, pues 0 < k < 1, por lo que satisface el criterio 
de Cauchy para series: dado = > 0, existe N tal que 


€ 


A ——— 
4(х\,хо) 


sin 2 N y pes arbitrario. Por lo tanto, d(x, +p, х„) < sin = М con p arbitrario, de modo 
que (x,) es una sucesión de Cauchy. 


-Demostración ~ Primero mostramos Ја existencia de un punto fijo; y despiés Su” * * 
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Por la completitud de M, lím,» х, existe en M. Llamamos a este límite x,; es decir, 


xX. = lím xp. 
n—00 


Ahora mostramos que Ф es (uniformemente) continua. Dado > 0, sea 8= €/k. Entonces 
(х,у) < 6 > 4(Ф(х), Ф(у)) < kd(a, y) < kô = €. 


Consideremos x,,, = Ф(х,); х,у > x=; por la continuidad де Ф, Ф(х,) > Ф(х.). Así, 
x. = Ф(х.), de modo que х, es un punto fijo. 

Por último, demostramos la unicidad del punto fijo x.. Sea y. otro punto fijo; es 
decir, Фу.) = y.. Entonces 


d(x., y.) = d(D(x.), D(y.)) = kd(x,, y +); es decir, (1 — k)Jd(x,, y.) = 0. 


Pero К< 1, por lo que (1—k) > 0, lo que implica d(x., у.) = 0; es decir, х, = у., y entonces 
el punto fijo es único. Ш 


5.7.2 Teorema Bajo las hipótesis del texto, existe б > 0 tal que la ecuación 


d. 
Tf) xo) = а) 


tiene una única solución C! x = Q(t), tal que (y) = хо, para todo tọ- < t < ty + б, es 
decir, Y (гу = К, ф(0)). 


Demostración En primer lugar, elegimos una bola en torno a (д, x,) tal que [Л o] = 
1 y donde se cumpla la condición de Lipschitz. Después elegimos 5 tal que 


і. lt — tol £ ô, lx — xo] < Lö > (0, х) está en la bola elegida, y 
ii. Кб < 1 (donde K es la constante de Lipschitz). 


Sea M = (6: [to — ô, to +ô] — R | y es continua, 


pito) = хо, у [00 — хо] < Lë} 
C Cílto — ô, to + 6)). 


Obsérvese que M es cerrado en C y entonces M es un espacio métrico completo con 
métrica 


абр, фэ) = зир lp) — (0). 


10-651510+5 


Sea Ф: М > Cdada рог 


DH) = хо + J / (5, e(s) ds. 
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Como hemos observado, la ecuación integra! (2) en el texto es equivalente a (1) y ésta 
es equivalente a que ọ sea un punto fijo de Ф. Mostraremos que Ф es una contracción. 

En primer lugar, necesitamos demostrar que Ф aplica М en M. Es decir, si p E M, 
entonces Y(t) = Xo + h f(s, ф(5)) ds Є M. La función y es continua, pues satisface una 
condición de Lipschitz con constante L: Si s < t, entonces 


dd t 
EEEO =f |fG о) ах < Llt — sl. 


ро – Yu] = 


Obsérvese que (ro) = хоу 


< Lit — to] < Lô, 


t 
WO- = | freas 
to 


por lo que de hecho y Є М. A continuación buscamos k, 0 = k< 1, tal que А(Ф(Ф), 
Ф(ф,)) = kd (P, P). Observamos que 


Фр), Ф(з)) = sup 


t 
[е = fs, ф2(5))] 45 


< 6K suply} — Ф208) = Каб, э) 


y бѕе eligió de modo que ôK < 1. Así, tomamos k = К. 
En conclusión, como Ф es una contracción, tiene un único punto fijo, lo que mues- 
tra que nuestra ecuación tiene una única solución. a 


5.7.3 Proposición SidM |b- a| < 1, entonces la ecuación de Fredholm (3) tiene 
una única solución. 


Demostración Dimos toda la demostración en el texto, excepto el hecho de que 
Фр es continua. Para demostrar esto, obsérvese que, como [a, b} х [a, b] es compacto, 
K es uniformemente continua. Por lo tanto, dado € > 0, existe 5> 0 tal que ((x— y)? + (1 
53)? < Simplica |K(x, 1) – KO, 5) | <e. En particular, |x -y| < 8 implica | K(x, ) - Ky. 
2| <e, para todo г € [a, Б]. Así, 


b b 
J Ко, Коа < ef оа < ПАН — a) 


y entonces 


(PL) — (PY < tb — «ЦА 


lo que implica que P(f) es continua. ш 
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5.7.4 Proposición —Supóngase que К es continua en [a, b) x [a, b]; entonces, la 
ecuación integral de Volterra tiene una única solución Rx) para cualquier A. 


Demostración Primero preparamos un útil lema. 

Lema Sean M un espacio métrico completo y D: M > M tal que para algún entero 
positivo М, PY, definida como Ф" = Фо Фо... оф (N veces) es una contracción. 
Entonces Ф tiene un único punto fijo. 

Demostración Sea x, el único punto fijo de Ф". Entonces DY (х.) = x., de modo 
que P+ (x,) = P(x.) o Ф^(Ф(х.)) = D(x). Así, P(x.) también es un punto fijo de P” y, 


por unicidad, Ф” (х.) = х,. Así, Ф tiene un punto fijo. Cualquier punto fijo de Ф también 
es un punto fijo de Ф", y por lo tanto, es Único. VY 


Demostración de 5.7.4 Sea Ф: C([a, b], R) > С([а, b], R) definida por 
Фо) = А / KC, y) fO) dy + е0). 


Сото en 5.7.3, d(f) es continua. Obsérvese que 


ADE), ФО) = зир |Ф(Л)0) – DHO] = AM sup |x — аја, fa) 
=AM]b — аја.) 


Además, 
АФЛ), Фр) = А(ФОФ(Ј)), Ф(@Ф 5 ))) 
< sup af K(x,y)A Mly ~ ald fi fo) dy 
< лм? (sup EE 2 ар Jasso Б). 
Inductivamente, 


a "Mb 
args ЧИР дур 

Рог el criterio del cociente, reo ммр - al'/m converge y, en consecuencia, existe 
un entero N tal que 1M*|b- al" /N!<1, lo que implica que Ф" es una contracción. 
Por el lema, podemos concluir que Ф tiene un único punto fijo. E 


ыле н» ут янлы ул, E DIS Il A торе е5 ота ети прие е телее неч нА че AET 
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5.8.1 Teorema  Seanf: [0,1] >R continua ye >0. Entonces existe un polinomio 
ро) tal que |р- Д < £. De hecho, la sucesión de polinomios de Bernstein 


п 


pato =D () fik/nx*0 ao 


k=0 


converge uniformementea fsi п — œ, donde 


(i _ п! 
k] kin — 10! 


denota el coeficiente binómico. 


Demostración El teorema del binomio afirma que 
ш п 
E л knk 
(с+у)у Y (1) ; 0) 
кд 


А! derivar la ecuación (1) con respecto a x y multiplicarla por x se obtiene la identidad 


Th 


nxx yy! = У k (") ENEE, (2) 


k=0 


Análogamente, al derivar dos veces, 


тщп Dita уут = Y kk- 1) (4) Ayo, (3) 
k=0 


Sea (por simplicidad de notación) 


пбх) = o al ay, 


Así, las ecuaciones (1), (2) y (3) se leen (con y = | — х) como 


п 


ri) = 1, Уто) = nx, JO kk- Dr) = тл о, 


k=0 k=0 k=0 


Esto implica que tenemos la identidad 


Уо — nx (х) = ne y rx) — 2nx У kridx) + y Krea) 
к=0 k=0 kð k=0 


en —2nx nx + [nx + n(n — Dx] 
=пд(1 - х). (4) 
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Ahora elegimos M tal que œl < M en [0, 1]. Como fes uniformemente conti- 
nua, dado £ > 0 existe > 0 tal que |x- x| < Simplica |r -/0) | <E, 
Queremos estimar la expresión 


п 


Y (A б/н) ra) . 


k=0 


I — Pl = 170) -JSk 
k=0 


Para esto, dividimos esta suma en dos partes: una con los puntos tales que | k- nx| < ón 
y otra con los puntos tales que |k- nx] 2 ôn. Si |k- пх|< ôn, entonces |x- (к/п) <ð, 
de modo que |Дх) Кт) |< є y en consecuencia, recordando que r(x) > 0, estos 
términos dan una suma < = Eion) = є. Los términos del segundo tipo tienen una 
suma 


эм у" , 
SM Y по) = г) к пт), 
k=0 


кла] ôn 
pues [a - пхп) 2 1 para estos términos. Por (4), esta suma está acotada рог 


2Мх(1 — х) < M 
пб? Т 252п' 


pues x(1 – х) £ 1/4 (¿por qué?). Así, hemos demostrado que para cada e > 0 existe ô> 
0 tal que 


S- ра <e+ 


M 
2$?п` 


Así, sin = M/26%e, entonces М/2 8?п < є, de modo que |5) =p œ| < 2g; asi, p, >f 
uniformemente. $ 


5.8.2 Teorema de Stone-Weierstrass Sean M un espacio métrico, A C M un 
conjunto compacto y В C C(A, R), con las siguientes condiciones: 


i. 8 es un álgebra; si f g E B ya ER, entoncesf+gEBf-gEBy af EBR 
ii. La función constante x кэ 1 está en B 


Її. 8 separa puntos; es decir, para x, y E A, x Ф y, existe f E 8 tal que f(x) + Ду). 


Entonces В es denso en C(A, R); es decir, c8) = C(A, R). 
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Demostración Utilizaremos la siguiente notación: 


(уо) = máx faga y FAO = mín( f(x), 260). 


(Véase la figura 5.P-1.) Sea 8 la clausura de £ Entonces, por la continuidad de la suma 
y la multiplicación, vemos que 8 también satisface i. Es claro que satisface ii y iii. Así, 


queremos demostrar que 8 = C(A, R). 


fve 
g 
f А И & 


FIGURA 5.P-1 El significado gráfico de fV gyf Ag 


Por el teorema anterior y el ejemplo 5.8.4, podemos encontrar una sucesión de 
polinomios p,(t) tales que 


|| – orto] < 1/n рага - п <7г< и. 
Así, 
HEO- PO < п si sns fw <. 


Esto demuestra que para f E B, |f| €B, pues p, of © B, ya que 5 es un álgebra. 
Ahora tenemos las identidades 


_f+g 17-8 _/+8 17-8 
ESA у IN Y 


(un ejercicio para el lector). Así, si f, g € 8, entonces f V g y A g también están en 3. 
Sean Р Є C(A, R) ух, x,€ A, con x, # x, Elegimos g € Z tal que g(x,) + 2(х,) (lo 
que es posible por la hipótesis iii), y sea fx, xx) = ago +В, donde 


a= [д(ху) — h) B= leeh) — hadga) 
lea) — #02)] lg) — ga) ` 


Elegimos estos números с y 8 de modo que ў, „(х1) = (хт) у Ја) = ВО). 
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Sean e >0 y x € A. Para y E A, existe una vecindad Шу) de y tal que f.(2) > h(2) -E 
si z € U(y); esto se debe simplemente а la continuidad de h. Sea U(y), . . . , (у) un 
subrecubrimiento finito de A, que existe gracias a que A es compacto. Tomemos f, = 
ХМ Vf; Así, como antes, f, € В y у) > №) -e para todo z € A. Además, Хх) = 
h(x). Así, existe una vecindad V(x) tal que FO) < AO) + € si y Є V(x). Sea М(х), ..., 
V(x,) un recubrimiento de A y tomemos f= f ^c ++ Af, De nuevo, fE B. Ahora, f(z) > 
h(z) -€ para todoz € A, puesf,,(u) > (и) -€ para (ойон E A. Dado y E A, y Є V(x) para 
algún х, por lo que fO) < (у) <A) +£. Entonces lao - h| <E€yh EB. Así, 8 = 
C(A, R) E 


Las demostraciones de §5.9 usan la fórmula de sumación parcial de Abel: 
Considérense dos sucesiones a,, â», ...y Б, ba, . . . de números reales y sea $, = 
a+ -::+a,. Entonces 


5 акр = 53р) — y (Фк, — br) = Sabi + Ss, = bre — be). 


k=l k=l k=1 


Demostración Obsérvese que a, = 5, – 5,_,. Entonces 


У а = Уха = я-)ы = y Sebr — Y sibe 
k=l k=1 1 kal 


= 
donde sy = 0, de donde 


п п 


y зра = DO seben = Sabio 


k=l k=l 


por lo que obtenemos el primer resultado. La segunda igualdad se obtiene al poner 


bari = Уьч = р) + у 


k=1 


en la primera igualdad, п 


5.9.1 Criterio de Abel Sean A CR” y ф,: А >R una sucesión decreciente de 
funciones; es decir, Ф. (х) < ф(х) para cada x Є A. Supóngase que existe una cons- 
tante M tal que law] 5 M para todo x € A y todo n. Si Pa da (a) converge uniforme- 
mente en A, entonces también lo hace E Ln (х) /,(х). 
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Demostración Sean 
WP AO у rios Neo 0). 
k=l k=l 
Por la segunda igualdad del lema, tenemos que 
(х) — п) = (Sn) — SP CO + y (sat) — Sr (х) — Pal) 
кеті 


рага п > т, de modo que 


Int) — ња E 160) — 500] нж: 00] 


+ Y Jon) — зебо] Гана) — p, 


а а ао КВНа 


риеѕ 
Pkl S Фк y [екі - el = Pk — Pkl- 


Dado e > 0, sea N tal que n, m > N implica |s,(x) —з„(х)| <£/3M para todo x E А. 
Entonces, para todo x Є А, 


ra) — Fn) < У lort) — pre) 


К=т+1 


) 
) нб) — pan) 
) 


(те О + [one W) 


wI wN шорт ia 


Por lo tanto, el criterio de Cauchy implica que r„(x) converge uniformemente. m 


5.9.2 Criterio de Dirichlet Sea s,(x) = Y; f(x) para una sucesión fa : A С 
R” >R. Supóngase que existe M constante tal que [se] < M para todo x € A y todo 
n. Sea g, : A C R” >R tal que в, > 0 uniformemente, 8, Z O y gaa = 8a). 
Entonces У" 3. (х)8„(х) converge uniformemente en А. 
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Demostración Usaremos la misma notación que en la demostración del criterio 
de Abel, ф, = 2. Sin embargo, para calcular r, — г„, ahora usamos la primera igualdad 
del lema, a saber, 


п 


пбх) — ах) = Se A) = madera) = У A = a, 


k=m+l 


de modo que, como ф, 5 Оуф E Po 


[т 0) 100] E Min (х) — Per) + М У (корх) — Pre (0) 


Кеті 


= MPa) + Pn O) + н 0) — nr (9) = 2MP +1 (x). 


Dado £ > 0, elegimos N tal que m > N implica ф„(х) < £/2M para todo x. Entonces, 
т, n 2 N implica |r,(x) – r,(0)| < €, lo que demuestra la afirmación. ш 


5.10.2 Теогета Vico 1 (x – x0)* converge absolutamente para |x- ху] < R, 
converge uniformemente para |х — xo] = R', donde R' < R y diverge si |x — ху] > R (el 
teorema no proporciona información si |x— xol =R). 


Demostración Recuérdese de 5.10.1 que R- = Ит sup а] cuando k > ©. Sea 
R' < К. Elegimos К” tal que R' < К" < К. Para п suficientemente grande, la definición 
del límite superior implica 


py 
es decir, Jan] £ (>) q 


Por lo tanto, si |x — xp] < R’, tenemos que 


К! 
{а„(х — хо)" | < (7) Д 


Сото R'/R" < 1, tenemos la convergencia uniforme y absoluta de la serie en el disco 
|х— xo] = R’, por el criterio М de Weierstrass. 

Por otro lado, supongamos que la serie Ya, (х ~ хо)" converge. Entonces а(х ~ 
xo)" > 0, de modo que |a,(x-x9"|] < 1 рага n grande. Así, xfja,] = |х – xo] para n 
grande. Рог lo tanto, R~ = Ит sup 4/1a,] < |x хо"; es decir, [xx] £ R. m 


5.10.3 Corolario La suma de una serie de potencias es una función C* dentro 
de su círculo de convergencia. Se puede derivar término a término; la serie derivada 
tiene el mismo radio de convergencia. 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 5 j 


Demostración La scrie que se obtiene al derivar término a término la serie dada 
es Y Ка,(х - х), cuyo radio de convergencia es А’, donde 


1 
Гы lím sup Җ/К|а|. 
Pero УК >1 (¿por qué?), de modo que 


1 1 
к” lím sup Vilas =p S decir, R'=R. 


Así, la serie derivada converge uniformemente dentro de cualquier círculo menor, y 
por lo tanto es la derivada de la suma de la serie original (véase el corolario 5.3.4). Por 
inducción, vemos que la serie original es derivable cualquier número de veces. m 


5.10.6 Teorema (Abel) Si У” „а= А, entoncés Уу qx" converge para |х|<1 
y Mea- У ух" =A. 


Demostración Sicambiamos ау podemos suponer que А = 0, Como a, está acota- 
da (de hecho, а, — 0), la serie Veo converge para |x| < 1, por el teorema 5.10.2. 

Escribamos S, = У а,. Сото S, está acotada cuando п => %, la serie Erao Sex" 
converge igualmente para |x] < 1. Como A = 0, 5, > О cuando n > œ. Escribamos fx) = 
У рахе рага |х| < 1. Entonces 


70) = 5+ У (б — Sida 0) у бах", 


k=l k=l 
Como 5, > 0, dado ғ > 0 podemos determinar љо tal que [s.l < e paran > m. Entonces 


mo. 
D Sat 


k=1 


т 
Y sat 


k=1 


ño 
Y Six! 


k=1 


Ма 0-0 +00) У ex 


к=пу+1 


<(1-x +01 0) ехе – х)! 


<(- х) +E. 


Por lo tanto, lím зир, -- 5] < e. Comoe > 0 ега arbitrario, lím sup, ,,- Дх) = 0. E 


з 
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5.10.7 Teorema Уа = А (C, 1) implica У” „а, = А (Abel). 


Demostración Сото antes, podemos suponer que A = 0. Escribimos $, = Уа, 
Т, = Ут 5. Por hipótesis, Т, = о(л); aquí usamos la notación “о minúscula”, que 
indica que para cada > 0, |о(т)] < єп рага п suficientemente grande. Por lo tanto, 5, = 
Ta Tia = о(п) уа, = S,- 5,1 = о(п). Mediante una comparación con un múltiplo de 
la serie convergente Y kx”, las tres series У, ахї, Y 5х, y Y Tx! convergen si К< 
1. Además, 


Јо) = Уак = 1-0 У 5а) Y Tat. 


Ahora, сото Т, = 0(1), dado € > 0 podemos elegir notal que п > ny implique 17,1 sen. 
En consecuencia, 


а-ә? Y Tat +A 1? 


ksn 


у ex! 


k>m 


SUP Y Tata ед)? 


ksn 


y vemos que lím sup,- Iœ l < e. Así, сото еп el teorema anterior, lím sup, ,- Ax) = 
0. 


5.10.8 Teorema Si Y а„= A(C,1) y a, = O(1/m) (es decir, si |a, | < C/n para С 
constante), entonces Уа, converge (a A) en el sentido usual. 


Demostración Сото en las demostraciones anteriores, podemos suponer que А = 0. 
Escribimos 5, = У, а, T, = Y';.,S;. Entonces, la primera hipótesis se escribe Т, = 
о(л), como en la demostración anterior, 

Queremos demostrar que 5, > 0. En caso contrario, para algún ô> 0, |$] > брагаип 
conjunto infinito de Índices лп. Podemos suponer (invirtiendo todos los signos en caso 
necesario) que 5, > брага infinitos valores de л. Pero si S, > бу r > л, tenemos que 


teei) > 5- Clog. 


S= Shtim tamta 8-0 (E 
n+l 


Esto será mayor o igual que 8/2 si C log(r/n) < 6/2; es decir, r/n < е2 = А. 


Ejemplos resueltos del capítulo 5 


(Obsérvese que A > 1.) Por lo tanto, tenemos 


6 fàn] 
(A п] – п); = SS, 5 Tom - Ta- 


rænt) 


(Aquí [x] indica el mayor entero menor o igual que x.) El miembro derecho de esta 
desigualdad es о(п), pero el izquierdo es del orden (А – 1)ôn/2, una contradicción. Por 
lo tanto, S, debe tender a cero. E 


Ejemplos resueltos del capítulo 5 


Ejemplo 5.1 


а. Si f> f (puntualmente) y 8, > 8 (puntualmente), muéstrese quefit а. Эў+ 8 
___(ритна!теме) рага cualesquiera funciones f, ЗАС КЭ" 


b.  Respóndase la misma pregunta para la convergencia uniforme. 


Solución 


a. Para x € A, debemos mostrar que ( f; + @)(х) > (f + g8Xx). Dado € > 0, elegimos 
N, tal апек > N, implique |f Ск) – f(x] <e/2 y №, tal quek > N, implique lle, (х)— 
g) <&/2. Entonces, sea N = máx(N,, М), de modo que k > N implique (por la 
desigualdad triangular) 


Пол + eD — Y + RDI < Пло -FO + le – #0011 < =. 


b. Se repite el argumento en a, donde cada afirmación es válida para todo x EA. + 


Ejemplo 5.2 Demuéstrese que una sucesión f, : А > R" converge puntualmente 
(uniformemente) sii sus componentes convergen puntualmente (uniformemente). 


Solución La parte del ejemplo correspondiente a la convergencia puntual es conse- 
cuencia del hecho de que una sucesión en R” converge sii sus componentes lo hacen 
(véase el capítulo 2). Sin embargo, escribiremos de nuevo el argumento para ver la 
validez de la convergencia uniforme. 
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Seax=(x,...,x") ER”. Entonces [xi] < |x| < 5 |. De hecho, la primera 
desigualdad es evidente y la segunda es consecuencia de la desigualdad triangular si 
escribimos х = (л!, 0,..., 0) + (0, х, 0,...,0) +... + (0, 0,..., х"). 

Si aplicamos esto а f, = (fl, ...,/"), tenemos 


т 


AW — F 001 < 1400 - ЛО < Y Lito —F 01. 


i=l 


Por lo tanto, si f, converge puntualmente, entonces fi converge puntualmente. 
Recíprocamente, supóngase que f} (x) converge para cada i y x. Elíjase N, tal que k, [> 
М, implique [fico - ЛО) | < €/m. Entonces, si N=máx(N,,...,N,),k, 12 N, implica 
[A-Aa] < e/m ++ -+ e/m = e, de modo que f(x) converge. 
Para la convergencia uniforme, repetimos el argumento, donde cada afirmación es 
válida para todoxE A. 4 


Ejemplo 5.3  Encuéntrese un ejemplo de sucesión f que converja uniformemente 
a cero en [o, %[, donde cada KE dx exista; pero АО) dx = +. ¿Contradice 
esto el teorema 5.3.1? 


Solución Sea 
_[ 1/k si0<x<k, 
Љо) = { 0, 5їх > k. 


Entonces f,> 0 uniformemente, pues | ЖО? < 1/k para todo x. Sin embargo, 


f Ах) ах = К/К =k — 00. 
0 


Esto no contradice el teorema 5.3.1 pues el teorema se refiere a intervalos finitos. Ф 


Ejemplo 5.4 (Teorema de Dini) Sea A CR” compacto у ў, ипа sucesión de 
funciones continuas f, : А > К tales que (a) f(x) 2 0 para x Є A; (b) f, > O pun- 
tualmente; y (с) Ко) = fx) si k = 1. Demuéstrese que fi > 0 uniformemente. 


Solución Este ejemplo requiere un poco de cuidado, pues tratamos de deducir la 
convergencia uniforme a partir de la convergencia puntual más alguna hipótesis adicio- 
nal, y sabemos que el resultado no será cierto sin esa hipótesis adicional (estúdiese la 
figura 5.1-1, donde todas estas hipótesis son válidas, excepto £(0) > 0 cuando k => хо), 
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Dado e > 0, queremos encontrar № tal que лод | <= para todo k > Мух E A. Para 
cada x Є А, encontramos N, tal que [лод | <&/2 sik = N, Escribimos №, para enfatizar 
que este número depende de х, Aquí hemos utilizado la hipótesis (b). Por la continuidad de 
ЖО), existe una vecindad U,, de х tal que | AO- ДО) | <e/2 para y E U,¿. Las 
vecindades О, у, forman un recubrimiento de A; por la compacidad, existe un 
subrecubrimiento finito, digamos, centrado en xy, . . . ‚ху. Sea N = тах(№,,..., Nagh У 
sean x € A yk > N. Entonces x Є U, y para algún /, de modo que |f (x) —fy(x)] <E/2. 
Así, usando (a) y (с), 


OS fix) = /у0) 
= fn) = Ln (20 + fa) — fa, (20) 
<є/2+е/2 =€. 


Por lo tanto, [лоо] < е рага todo k > N y todo x Є А, y así tenemos la convergencia 
uniforme. Ф 


- Ejemplo 5.5-- Considérese la'serie alternante У (—1)" /n; lá cual corivetge (véase čl” 


teorema 5.9.2). No podemos reordenar los términos de la serie, рисѕ puede ocurrir que 
diverja. ¡De hecho, la serie Y'(-1)"/n se puede reordenar para obtener cualquier suma! 
Este hecho fue descubierto por Riemann (véase el ejercicio 17). Para poder reordenar 
una serie, es suficiente tener convergencia absoluta. En primer lugar, definamos una 
reordenación. Sea У а; una serie. Una reordenación es la ѕсгіе У," asg, donde o es 
una permutación de (1, 2, 3, . . .}, o, más precisamente, una Ыуессібпо: {1, 2,3,...} > 
(1,2,3,...). 


Demuéstrese cl siguiente teorema. 


Teorema Sea g, ER” y supóngase que Digi converge absolutamente; es decir, 
o - 5 a ея se 
ачеУ |е converge. Entonces cualquier reordenación de la serie У 18: también 
) Ў qe m=! 
converge absolutamente, y al mismo límite. 


Solución $саў'” gow la serie reordenada. Dado que £ > 0, existe N tal quen = № 
implique 


[gall += Пе < є. 


Elíjase un entero №, tal que о(п) > N si n >N, (podemos hacer esto debido a que sólo 
existe un número finito de enteros лп tales que о(п) < N, pues g es una biyección). Así, 
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sin > №, tenemos que a(n + k) > №, de modo que 


[lowi] + + сор < E. 


Por el criterio de Cauchy, У” gon converge absolutamente. 

Para mostrar que los límites son iguales, dado ғ clegimos №, > N, donde N es como 
antes, tal que si 1 < / < N, entonces Г = о(п) para algún n, 1 < n < N, Esto se debe a 
que tales / son un número finito y g es suprayectiva. Sea №, = máx(N,, №); entonces, 
para т > №, 


m со т No оо 
Y gow - Уа = Y вов) - S gn -= У; £n 
k=1 n=l kal n=l п=Му+1 
m No со 
<||У sew- Den + || Y en 
al na n=No+l 


Por construcción, У gen7 Erig es una suma de algunos términos g, donde [ > N. 
Entonces, los términos de la ecuación anterior son menores que £ +€ = 25. 
е ро сана Y" Е ca а 
Así, la serie У. Zou CONVETEO a Pro En que es la conclusión deseada. El resulta- 
do de este ejemplo está íntimamente ligado con importantes teorernas de reordenaciones 


para series dobles (vease el ejercicio 51). Ф 


Ejercicios del capítulo 5 


1. а. Sea f una sucesión de funciones de A С R” а R”. Supóngase que existen 
constantes 11, tales que ||} (x) – 70| < m, para todo x Є A y tales que m, > 
0. Demuéstrese que f, >f uniformemente. 


Ь. Sim>mERylf(0- 460] < |т„— т para todo x € A, muéstrese que 
f, converge uniformemente. 


2. Оеегтіпепѕе cuáles de las siguientes sucesiones convergen (puntual o unifor- 
memente) cuando А > oo. Verifíquese la continuidad del límite en cada caso. 


a. (ѕспх)/к еп R 

b.  1/(kx+1) en ]O, Ц 

с.  x/(kx+1) en JO, Ц 

d. х/01+ 02) en R 

е. (l, (соѕх)/А2), una sucesión de funciones de R en R? 


МУАА 


A E MN pr pre 
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3.  Determínense cuáles de las siguientes series de números reales DA convergen 
(puntual o uniformemente). Verifíquese la continuidad del límite en cada caso. 


0, xsk 
a; esoo =( ED, x>k 


UE, ls 
Б. esco { тр, | >k. 


с (х) = (=) cos(kx) еп R. 


d. 2х) = х* en JO, Ц. 


4. Sean f,: [1,2] > R dadas рог /(х) =x/(1 +0 
а. Demuéstrese que Eha) es convergente para x € [1, 2]. 


b. ¿Es uniformemente convergente? 
e. ¿Se cumple que р (PRO) ак= У) "рода? 


———=5;——$ирбараве que -f= f" uniformemente; donde /.: ACRI R; у qué g> g 
uniformemente, donde g, : А э R; existe М, constante tal que |х) < M, para 
todo x y existe M, constante tal que | f(x)]] < M, para todo х. Muéstrese que f, g, > 
fg uniformemente. Encuéntrese un contraejemplo si M, o M, no existen. ¿Se ne- 
cesitan М, y М, para la convergencia puntual? 


6.  Demuéstrese que la sucesión f, : А — R” converge puntualmente sii para cada x 
E A, fi) es una sucesión de Cauchy. 


7. Рага las funciones f: А C К" — R, defínase C, como en el texto. Muéstrese que 


1481 = IA lel 


8. ¿Es cierto que la convergencia uniforme de funciones continuas en un conjunto 
compacto a un límite continuo implica la convergencia uniforme en ese conjunto? 


9.  Supóngase que las funciones g, son continuas y que Ув converge uniforme- 
mente en A С К", Si х, ә xy en A, demuéstrese que У” (х) > У (ха) 
cuando К > oo, 


10. Рага las sucesiones y series de los ejercicios 2 y 3, ¿en qué casos podemos inte- 
grar o derivar término a término? 


1. a. {Ребе una contracción en cualquier espacio métrico tener un punto fijo? 
Razónese la respuesta. 


b. Sea f:X  Х, donde X es un espacio métrico completo (como R), una 
función que satisface d( f(x), Ry) < d(x, y) para (одо х,у E X. ¿Debe f tener 
un punto fijo? ¿Qué ocurre si X es compacto? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Una función f: А —> R, donde A CR”, es semicontinua inferiormente si siempre 
que xy € A y À < (Xp), existe una vecindad U de ху tal que À < f(x) para todo x € 
О N A. La semicontinuidad superior se define de forma análoga. 


a. Миєѕігеѕе que fes continua sii es semicontinua inferior y superiormente. 


b. 51 las funciones f, son semicontinuas inferiormente, f, > f puntualmente y 
fi) > £ (2), demuéstrese entonces que fes semicontinua inferiormente. 


с.  Enb,muéstrese quef no tiene por qué ser continua, aunque las funciones fy 
lo sean. 


d. Sea f : [0,1] > R y g(x) = зир, If cs О). Demuéstrese que g es 
semicontinua inferiormente. 


En el teorema 5.3.3. muéstrese que f, > f uniformemente. [Sugerencia: utilícese 
el teorema del valor medio.) 


Sea ў: X — X una contracción en un espacio métrico compacto X. Muéstrese que 
Г СХ) es un único punto, donde f, =f ofo · · of (п veces). ¿Es esto cierto 
siX=R? 


Sea g, ER" y funa subsucesión de g,. Demuéstrese que si У, g, converge abso- 
lutamente, entonces У, ў, también converge absolutamente. Encuéntrese un con- 
traejemplo si DER sólo es convergente. 


Obsérvese que en el ejemplo resuelto 5.5, el mismo argumento se aplica en cual- 
quier espacio normado. Utilícese esta observación y el espacio С, para demostrar 
el siguiente: 


Teorema Sean g,: A С К" > К" acotadas y continuas, y supóngase que Y g, 
converge uniforme y absolutamente. Entonces cualquier reordenación converge 
también uniforme y absolutamente, y al mismo límite. 


Sea DA una serie real convergente, pero no absolutamente. Dado cualquier 
número x, muéstrese que existe una reordenación $b, de esta seric que conver- 
реал. 


Encuéntrese un ejemplo de una sucesión de funciones discontinuas f, que con- 
vergen uniformemente a una función límite f que es continua, 


Demuéstrese que 


define una función continua en todo R. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


cios del capítulo 5 


Constrúyase la función g(x) como g(x) = |x| six € [- 1/2,1/2] y cxtiéndase g de 
modo que sea periódica. Defínase 


2 4—1 
/®=} бг”. 
nal 


a.  Dibújense g y los primeros términos de la suma. 
b. Mediante el criterio M de Weierstrass muéstrese que f es continua. 
с.  Demuéstrese que f no es derivable en ningún punto. 


a.  Demuéstrese que si АС К" es compacto, 8 C C(A, R") es compacto «> 8 es 
cerrado, acotado y equicontinuo. 


b.  SeaD=[f€ C([0, 1],R) |||/]| < 1). Muéstrese que D es cerrado y acotado, 
pero no compacto. [Sugerencia: constrúyase una sucesión en D que no sea 
equicontinua y utilícese a.] 


Sean 8 С C(A, R") y A C R” compacto. Supóngase que рага cadax E А y € > 0, 
ex 


trese que В es equicontinuo. 


Sea f: R — R y supóngase que fo fes continua. ¿Debe f ser continua? 


Un espacio métrico M verifica el segundo axioma de numerabilidad si existe 
una colección numerable U,, Un, . . . de conjuntos abiertos en M tales que cual- 
quier conjunto abierto en M es la unión de elementos de esta colección. Demués- 
trese que tal M tiene un subconjunto numerable C tal que cl(C) = M (decimos 
entonces que M es separable). Recíprocamente, demuéstrese que un espacio 
métrico separable verifica el segundo axioma de numerabilidad. 


Seag : [0, 1] Е continua e inyectiva. Muéstrese que g es o bien creciente o bien 
decreciente. 


Sea k(x, y) una función continua de valores reales sobre el cuadrado U = ((x, y) | 
0<x<1,0< y < 1) y supóngase que ко, »| < l para cada (x, y) € U. Sea A : 
[0, 1] > R continua. Demuéstrese que existe una única función continua de valo- 
res reales f(x) en [0, 1] tal que 


1 
razao | k(x, у) f(y) dy- 
0° 


Sea f: Ja, bf — R uniformemente continua y supóngase que х, > b. Muéstrese 
que lim... f(x,) existe. 


Sea f(x) = x/n. ¿Es f, uniformemente convergente en [0, 396]? ¿Y en R? 


$ > Otal que d(x, xp) < 5 implicadí fG0),.f(x0)) <e.para todo f € 8. Demués-. .. 
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29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
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Analícese la continuidad uniforme de las siguientes funciones: 


уо) =, хє]-1,1[. 
Ро) =х!, хє[0,оо[. 
с. fa)=e™, хє[0,оо[. 
а, уо) = El, 0<x 51,70) =0. 
е. fœ =ѕеп(1 +), -1<х51, 7-0) =0. 


Sea B= {fE C([0, 1], Ж) | fes C'en JO, И, 0) =0у |F| < 1). Muéstrese 
que cl(B) es compacto. 


Sea a, una sucesión convergente de números reales, а, > a. Sea b, = (a +: + 
а,)/п. Muéstrese que también b, > a. 


Sean М у N espacios métricos y f : M — N continua. Supóngase que f(M) está 
formado por dos puntos distintos. Demuéstrese que M no es conexo. 


Seaf, : [0, 1] + R una sucesión de funciones crecientes en [0, 1] y supóngase que 
f, > 0 puntualmente. ¿Debe f, converger uniformemente? ¿Qué ocurre si f, sólo 
converge puntualmente a algún límite f? 


Encuéntrese una sucesión f, : [0, 1] > R de funciones derivables tales que f, >0 
uniformemente, pero tales que /,(1/2) no converja а cero. 


Sea f: К — R continua y biyectiva. Muéstrese que f~’ es continua. (Véase el 
ejercicio 7, capítulo 4. Para una generalización, léase M. Hoffman, “Continuity 
of Inverse Functions”, Mathematics Magazine 48 (1975), págs. 66-73.) 


Sea Дх, у) = х?у/(х* + X°). Analícese el comportamiento de f cerca de (0, 0) con 
respecto de los límites 


а. пуу (00/0. y), 
b. Ит, [йїп ofw, y), 


с. бу отоо, y). 


Supóngase que f: R >R es continua y que f(1) = 7. Supóngase además que f(x) 
es racional рага todo x. Demuéstrese que fes constante. 


Demuéstrese que 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 +- - - converge, y que 1 - 1/2 + 1/3-1/4+--- 
converge, pero no absolutamente. 
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39. Опа función е: [0, 1] > R es simple si podemos dividir (0, 1] en subintervalos 
donde g sea constante, excepto tal vez en los extremos. Sea f: [0, 1] э R conti- 
nua y £ > 0. Demuéstrese que existe una función simple g tal que |7 — gl] < e. 


40. a. Оейпаѕе 8: C([0, 1]. R) > R, f к> fO). Demuéstrese que б es lineal y 
continua. 


b. Sea g:R >R continua. Defínase F: C([0, П, Ж) >R, C([0, 1], R) como 
ЕР =g o f. Demuéstrese que F es continua у demuéstrese también que si g 
es uniformemente continua, entonces F es uniformemente continua. 


41. Muéstrese que existe un polinomio р(х) tal que |p(x)—|x|"| < 1/10 para — 1000 < 
x 5 1000. 


42. Estúdiese la posibilidad de reemplazar la sucesión de polinomios de Bernstein en 
el teorema 5.8.1 por una sucesión de polinomios de interpolación de Lagrange 
(véase el ejercicio 2, $5.8, para su definición y propiedades) para realizar la de- 
mostración de los teoremas en $5.8. 


43. Sea С([—1, 1], К) el conjunto de las funciones pares en C([—1, 1], R). 
тт ат Muéstrese que C es cerrado y no es densó en C. ~ 
b.  Muéstrese que los polinomios pares son densos en C, pero no en С. 


44. Proyectos: Examine la posibilidad de extender el teorema de Stone-Weierstrass a: 


a. Funciones de valores complejos (consérvense las mismas hipótesis sobre 5, 
pero agréguese “fE B implicaf E 8”, donde la barra indica la conjugación 
compleja). 


b. Dominios no compactos (consúltese Simmons, Introduction to Topology 
and Modern Analysis, McGraw-Hilb). 


e.  Utilícese b para estudiar la densidad de las funciones de Hermite en un 
espacio adecuado de funciones continuas (las funciones de Hermite se dé- 
finen y analizan, por ejemplo, en Courant y Hilbert, Methods of Mathematical 
Physics, vol. [, Wiley). 


45, a. Ѕеаў: КСК" ә К" una sucesión de funciones equicontinuas en un conjun- 
to compacto K que convergen puntualmente. Demuéstrese que la conver- 
gencia es uniforme. 


b. Sea 
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46. 


47. 


48. 


49. 


50. 
51. 


Capítulo 5 Convergencia uniforme 


Muéstrese que f, converge puntualmente, pero no uniformemente. ¿Qué se 
puede concluir de a? 


Sea Дт, х) definida y continua ena <= t £ b y x ER”. El propósito de este ejercicio 
es mostrar que el problema dx/dt = f(t, х), x(a) = хо tiene una solución en un 
intervalo г € [a, с] para algún с > a (es única sólo bajo condiciones más fuer- 
tes). Realícense las siguientes operaciones: divídase [a, b] епп partes iguales t = 
as... ,1,=b y defínase una función continua х, inductivamente mediante 


{ ха) = К, х0), Ni < E< lies, 


х„(а) = хо. 


Tómese А (0) = х(г) — f(t, х,(0), de modo que 


х.) = x0 + J /(з,л„(5)) + А„(5) ds. 


Usando el teorema de Arzela-Ascoli encuéntrese una subsucesión convergente 
de х,. Muéstrese que el límite satisface dx/dt = Дт, х) y x(a) = ху. Este método se 
denomina aproximación poligonal. 


Sea f,: A СЕ" >R” una sucesión de funciones equicontinuas. Supóngase que f, 
converge en un subconjunto denso K de A. Demuéstrese que la sucesión converge 
en todo A. ¿Arroja esto alguna luz sobre la demostración del teorema 5.6.2? 


Demuéstrese que la norma de! supremo en С([0, 1], R) no se obtiene de.un pro- 
ducto interno ( , ) como |А = (3, f}. [Sugerencia: muéstrese que falla la identi- 
dad del paralelogramo.] 


Sea 5 un conjunto y sea 8 el conjunto de todas las funciones acotadas de valores 
reales en $; dótese а 8 de la norma del supremo. Demuéstrese que 5 es un espa- 
cio de Banach. 


Sea f:R э un límite uniforme de polinomios. Demuéstresc quefes un polinomio. 


Considérese una serie doble 
со 
y йт donde amn ER, mn=0,1,2,.... 
mn=0 


Decimos que esta serie converge a 5 si para cada є > 0 existe N tal quen, m> N 
implica 


төне э 


“Ejercicios del capítulo 5 


Defínase la convergencia absoluta y demuéstrese que si У? за, es absoluta- 


manah уи 


mente convergente, entonces la suma se puede reordenar como sigue: 


со со со сс оо 
` аһ = У ` Anm =} > “пт 


тл=0 п=0 \n=0 т=0 \л=0 


Interprétese este resultado en términos de la suma de entradas de una matriz con 
un número infinito de filas y columnas. 


52, ¿Podemos derivar la serie 


término a término? 


53. Evalúcnse los siguientes límites: 


b. т, 0 (1 +sen2x)!/% 


54. Verifíquese la convergencia o divergencia de las siguientes serics infinitas: 


со log А 
а. У; Vklogk_ osk 
ап К +2К+3 
«о 
ЕЗ 
> E 
k=l 
co (К) 
с. k=l Оку 
55. Demuéstrese que л/4 = | – 1/3 + 1/5-1/7+---, partiendo de 


(1+) YEN <1. 


k=0 


56. Verifíquese la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series: 


оо 
а. У 10а", а real 
n=] 
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57. 


58. 


59. 


60. 
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оо y 
(—1¥ logk 
D >; klog log k 
k=3 
оо 


У стя Саре 
Ё Гезитте 


Demuéstrese que si 


fa), g(x) son continuas, 0 <х < оо, 

001 = 200, п=1,2,3,...‚ б=х<оо, 

fa) — f(x) uniformemente, 0 < х < А, para cualquier R < œ, y 
de (х) dx < оо, 


е оо po» 


entonces Ит ш fai ах = [у ро) ax. 


Demuéstrense los siguientes criterios de convergencia: 


к Ип+1 1 a 
E iün > 0, <l--- 
a Stun> Un n  nlogn 


, e > 1, entonces Dir, converge. 


Ип+1 > 1 1 
Un n  nlogn 


b. Siu,>0, , entonces Уи, diverge. 


a.  Seap>l соп l/p + 1/9 = 1. Para a, b, г> 0, demuéstrese que 


aPP pas 
ab s — + 
p 
y que ab es el valor mínimo del miembro derecho (una forma de demostrar 
esto es usando el cálculo elemental). 


b. Demuéstrese la desigualdad de Hölder: si a, b, 2 0, p> 1 y 1/p+1/q=1, 


entonces 
n n Мр f n 1/4 
У (4) (Ex) 
1 1 1 


[Sugerencia: imítese la demostración de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 
usando cl apartado a.} 


с. Demućstrese la desigualdad де Minkowski: ўа, b, > 0 y p > 1, entonces 


л р п 1/p m Ur 
(Ea + mi) ж (E 4) + (E к) 
1 1 1 


La serie ES converge si |x| < 1. ¿Para qué números complejos x tales que 
|x| = + converge la serie? 


e 
Ejercicios del capítulo 5 


61. Sea Y ajxt una serie con radio de convergencia R. Muéstrese que Уа(х – by 
converge dentro del disco de centro b y radio А. 


62. Determínese el radio de convergencia de 


а. Nxk/(k+1) 
b. Yx*/logk 


63. (Serie binómica) Consíderese 


Z аба – l) (0 - k+l) ; 
у ерер, 
t0 
Supóngase que æ no es un entero mayor o igual que 0. Muéstrese que el radio de 


convergencia es R = 1 (véase el ejercicio 49, capítulo 2, acerca de la serie 
hipergeométrica, para el comportamiento de la serie en x= 1). nmm - - 


64. ¿Laserie 1 + 1/2 + 1/3 +--- converge (С, 1) o (Abel)? 


65. Sea f(x) continua, 0 < x < œ. Por lo general, definimos 


со R 
| fix)dx= lím / FO) dx, 
o R=+00 


si el límite existe. Por analogía con la sumabilidad (C, 1), defínase un concepto 
de “integrabilidad(C, 1) de0a о” * y demuéstrese que tal método de integrabilidad 
es regular; esto es, que coincide con el usual f" si este último converge. 


66. Definase г, inductivamente como f,=1 y £,,, =4,/(1 + 29), donde £ está fijo, 0 < 
В < 1. Demuéstrese que PRA converge. [Sugerencia: encuéntrese C constante 
tal que t, < C/n'P.] 


67. SeanA=1/2"€[0, 1]|n=1,2,3,...,/=0,1,2,...,2") yf: A=>R una función 
que satisface la siguiente condición: existe una sucesión £, > 0 con У, < o y 


(5) (+) 


Demuéstrese que f tiene una única extensión a una función continua de [0, 1] a R. 


< En paratodon>0, ј= 1,2,...,2". 


{ 
4 
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68. Sean A С К" compacto у 5 C C(A, Ж“) compacto. Demuéstrese que 8 es 
equicontinuo, como sigue: 


a. Demuéstrese que la transformación E: C(A, R") x А > R” definida por 
(А х) > Дх) es continua. 


b.  Utilícese la continuidad uniforme de E restringida a 8 ХА para deducir el 
resultado (este método de demostración se debe a J. Allen). 


69. Sean las funciones f, monótonas crecientes y continuas en [0, 1]. Supóngase que 
FO) = AOS) converge para cada x € [0, 1]. Demuéstrese que F es continua. 


Capítulo 6 
Transformaciones diferenciables 


En este capítulo desarrollamos el concepto de transformación diferenciable de R” en R” 
(o, más en general, de un espacio normado a otro). A partir de este capítulo usaremos 
algo de álgebra lineal. En este momento, convendría que el lector repase el concepto de 
transformación lineal y su representación matricial, pues definiremos la derivada como 
una transformación lineal. La conexión entre la definición general y las derivadas par- 
ciales aparece en $6.2. Después de esto generalizamos los teoremas usuales del cálculo 
del contexto de una variable, estudiados сп 84.7, al caso de varias variables (como el 
teorema que establece que la diferenciabilidad implica la continuidad, la regla de la 
cadena, el teorema del valor medio, el teorema de Taylor, los criterios para_los extre- 
mos, etcétera). ` 


$6.1 Definición de derivada 


Una función de una variable f: Ja, b[ >R es derivable (o diferenciable) en xy € Ja, b[ 
si el límite 
S h) — Оо) . 
Y =1 Гоо + h) — Гоо) 
Гоо) = Ит п 
existe. De forma equivalente, podemos escribir esta fórmula como 
ит Lo +10 Ло) — он _ 


һ—0 h 0, 


es decir, 


lím LD — 400) LO) — хо) _ 


0 х-0 


0 


o, lo que es lo mismo, 
иш 19-460) бо — хо)| _ o. 


х—% lx — хо] 
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El número f (xy) representa la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto 
(o /(ху)), como en la figura 6.1-1. 


Дом) 


z 


PS 
A A 


FIGURA 6.1-1 Та derivada es la pendiente de la recta tangente 


La derivabilidad (o diferenciabilidad) de f : R > R en xp es equivalente a la exis- 
tencia de un número ғ tal que 


lím Ро) Оо) — máx — хо) =: 
x—20 lx — хо] 

La función 7(5) = ms es lineal: Tías + 80) = aT(s) + BT) para todo a, 8, s y £ reales. 

Para generalizar este concepto al caso de las transformaciones f : A CR" > R", damos 

la siguiente definición. 


6.1.1 Definición Una transformación f: A CR" ээ R” es diferenciable en x, E A 
si existe una transformación lineal, denotada Df(x,) : R" > R" y lamada diferencial 
defen xy tal que 


иш ПО —/@о) — Dfa — wll _ @ 


a [lx — xoll 


En esta definición, Df(x)(x — хо) denota el valor de la transformación lineal Оу (хо) 
aplicada al vector x— ху E R", de modo que D(x) — xp) Є R”. Con frecuencia escri- 
biremos D(x) Л en vez de Ру(х,)(/). 

Nos concentraremos en el caso euclídeo, pero debemos observar ahora que si V, W 
son espacios normados y f : A C V > W, entonces Df(x): V > W y la definición anterior 
tiene sentido. 


араан рр AN 


$6.1 Definición de derivada 


Podemos reescribir la definición diciendo que para cada e > 0 existe 9> 0 tal que 
xEAy lx xol < $ implican 


11400 — Лоо) — Df o) — xol] < elx — xoll. 


En 6.1.1, está implícito que x # xp, pero en esta formulación £ — 5, podemos permitir 
que x = ху, pues ambos miembros se reducen а сего. 

Intuitivamente, se supone que x e f(x) + Оу (хо) (х — xp) es la mejor aproximación 
afín a f cerca del punto x, (una transformación afín es una transformación lineal más 
una constante). Véase la figura 6.1-2. En esta figura hemos indicado las ecuaciones de 
los planos tangentes a la gráfica de f. 


y = f(x0) + Df (xo) (х— хо) 


= ffo) + Ооо) (0x0) 


(а) б RAR (b) л RR 


FIGURA 6.1-2 (a) f : R — R; (b) f : R? > R 


Si f es una función de una variable y comparamos las definiciones de Df(x) y 
ау dx = f'(x), vemos que Df(x)(h) = f'(x) -h (el producto de los números f(x) y h ER). 
Así, la transformación lineal Df(x) es simplemente la multiplicación por df/dx, en este 
caso. Si f es diferenciable en cada punto de A, decimos que f es diferenciable en A. 
Esperamos, intuitivamente (como en la figura 6.1-2) que sólo puede haber una mejor 
aproximación lineal, lo cual es cierto si suponemos que А es un conjunto abierto. 


6.1.2 Teorema Sea A un conjunto abierto en R" y supóngase que f: A => R" es 
diferenciable en xy. Entonces Df(x,) queda determinada de forma única por f. 
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6.1.3 Ejemplo Seaf:R >R, /(х) = л. Calcúlense Df(x) y df/dx. 


Solución Por el cálculo de una variable, d/dx= 3x. Así, en este ejemplo, Df(x) 
es la transformación lineal 


h= ѓо) - а = Зол. Ф 


6.1.4 Ejemplo  Muéstrese que, en general, Df no está determinada de forma única. 


Solución Por ejemplo, si A = (xp) es un único punto, cualquier Df(xy) satisface 
la condición, pues x Є A tal que |х ху] < де cumple sólo si x = хо, en cuyo caso la 
expresión | 


ПРО) — Гоо) ~ Ю/(хо)(х — хо)|| 


se anula. La definición se cumple entonces de manera trivial. Ф 


Nota. -Si se examina con detalle la demostración del teorema 6.1.2, veremos que 
Df(x) es única (si existe) еп un rango más amplio de conjuntos que los conjuntos 


abiertos. Por ejemplo, el teorema es válido para intervalos cerrados en R o, en gene- 
ral, para discos cerrados en R”. 


Ejercicios de $6.1 


1.  Calcúlese Df(x) para f : R > Б dada por f(x) = x sen x. 
2.  Demuéstrese que D(f+ g) = Df + De. 


3. беадА = ((х, у) ER? | 0 sx], у= 0}. Demuéstrese que la conclusión del 
teorema 6.1.2 es falsa para este conjunto A. 


4. — Scaf:R"—R" y supóngase que existe M constante tal que рагах ER”, [|/(х)| = 
М |р. Demuéstrese que fes diferenciable en x, = 0 y que Df(x,) = 0. 


5, Sif:R=Res diferenciable у) < lx), ¿debe ocurrir que Df(0) = 0? 


&6.2 Representación matricial 


$6.2 Representación matricial 


Además de la definición de Df(x), hay otra forma de derivar una función f de varias 


variables. Escribimos fen componentes, f(X,-..,)= АО... 4)... s Sa ds 
y calculamos las derivadas parciales 97, /9х, рага ј = 1,...,теі= 1,..., п, donde la 
notación 9f,/3x, indica que calculamos la derivada usual def con respecto de x, mien- 
tras mantenemos las demás variables X,,...,X;_13 Mia go + + + + Х, fijas. 


6.2.1 Definición ау, /дх, está dada por el siguiente límite, cuando éste existe: 


Э оа) = lím 


h—0 


[th э-н. мз) 
һ i 


Еп $6.1 vimos que Df(x) para f: R Res simplemente la transformación lineal 
“multiplicación por df/ dx”. Podemos generalizar este hecho en el siguiente teorema. 


6.2.2 Teorema  Supóngase que A CR" es un conjunto abierto y que f : A >R" es 
diferenciable en A. Entonces las derivadas parciales 9}, /9x, existen y la matriz de la 
transformación lineal Ох) con respecto de las bases canónicas en К" y R" está 
dada por" 


E CON 
0x1 дхә дхҺ 
дх\  ÓX2 Oa 
дк дХ2 дхһ 
donde cada derivada parcial se evalúa en х= (x, ..., x,). Esta matriz es la matriz 


jacobiana de f o matriz derivada. 
Al hacer cálculos específicos, en general podemos calcular fácilmente la matriz 
jacobiana y el teorema 6.2.2 nos da Df. En algunos textos, se llama a Df la derivada о 


derivada total de f. a 


332 Capítulo 6 Transformaciones diferenciables 


Cuando т = 1, fes una función de п variables escalar, Entonces Dftiene la matriz 
a E 
дх\ дх, 
у la diferencial aplicada a un vector e = (а, ...,а,) €S 


Debemos enfatizar que Dfes una transformación lineal еп садах E A y la definición de 
Df(x) es independiente de la base utilizada. Si cambiamos de la base canónica a otra 
base, los elementos de la matriz también se modifican. Si examinamos la definición de 
la matriz de una transformación lineal, se puede ver que las columnas de la matriz con 
respecto а la nueva base serán la diferencial Df(x) aplicada a la nueva base de Е", 
donde el vector imagen se expresa en la nueva base de R”. Por supuesto, la propia 
transformación lineal Df(x) no cambia de base a base. En el caso m = 1, Df(x) es, en 
la base canónica, una matriz 1 X л, como acabamos de mostrar. El vector cuyas compo- 
nentes son iguales a las de Df(x) se denomina gradiente de f y se denota grad fo Vf. 
Así, para cada f: A СК" >R, 


sas- (27 9 2), 


, 
dx * Әх, 


(ТА veces se dice que grad f ез simplemente Df con comas insertadas!) Para dar una 
definición intrínseca del gradiente debemos usar el producto interno. De hecho, Vf(x) 
es el vector tal que para cualquier v Є Е", 


(Uf Go, у) = Оу) v. 


Un caso particular importante ocurre cuando f = L ya es lineal, Por la definición de 
la diferencial, vemos que DL = L, como se esperaba, ya que la mejor aproximación afín 
a una transformación lineal tiene a la propia transformación lineal como parte lineal 
(véase el ejemplo 6.2.4). Así, la matriz jacobiana de L es la propia matriz de L en este 
caso, Otro caso interesante es el de una transformación constante. De hecho, se ve que 
una transformación constante tiene diferencial cero, donde cero es la transformación 
lineal K: R" >R” tal que K(x) = 0 = (0, . . . , 0) para todo x ER”. ` 


6.2.3 Ejemplo Sea f: R? >R? dada por f(x, y) = О?, y, xy). Calcúlese Df. 


ст лч. е чуете ЩЕ." 
86.2 Representación matricial 


Solución Según el teorema6.2.2, Df(x, у) es la transformación lineal cuya matriz es 


әй Әл 

дх ду 2x 0 
df df 2 25, 2 
ах ду | о 

аљ ah аху? 22у 
дх ду 


donde fix, у) =x, Дх, у) = ху, уЛ( у) = ху. Ф 


6.2.4 Ejemplo Sea L: R" = R” una transformación lineal; es decir L(x + у) = 
Цх) + Цу) у Lax) = aL(x). Muéstrese que DL(x) = L. 
Solución _Dados x, y ғ > 0, debemos encontrar б> 0 tal que |x- xo) „< ô implique 

0) — Lo) — 0000): x — х) = ellx — xoll. 
Pero si DL(x) = L, el miembro izquierdo resulta 

Шо) — Шоо) — Lx — хо)||, 

que se anula, pues L(x ~ xp) = L(x) – ху), por la linealidad de L. Por lo tanto, DL(x) = 
L satisface la definición de la derivada (para cualquier 6 > 0). Ф 


6.2.5 Ejemplo Sea f(x, y, г) = (х sen y)/z. Calcúlese grad f. 


Solución grad f=(9f/ 9х, 9f/ ду, 0f/ д2), y 


af _seny df _xcosy af _ xseny 


ax z’ ду z` дг 2 


de modo que 


seny xcosy хѕепу 
grad f(x, y, 2) = (m 2 - ) 


z 2 
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Ejercicios de $6.2 


1. Seaf: R? >R’, f, у, 2) = (y, xe). Calcúlese Df. 

2. Seaf: R? >R, (x, y, z) е", Calcúlense Df y grad f. 

3. Sean L una transformación lineal de R" > R”, g : К" => R” tal que leco = М 
А, y sea f(x) = L(x) + g(x). Demuéstrese que Df(0) = L. 

4. беа/(х, у) = (ху, у/ х). Calcúlese Df. Calcúlese la matriz de Df(x, y) con respecto 
de la base (1, 0), (1, 1) de R°. 


5.  Analícese la posibilidad de definir Df para f una transformación de un espacio 
normado en otro. 


$6.3 Continuidad de las transformaciones diferenciables; 
curvas diferenciables 


En $4.7 se mostró que una función derivable de una variable es continua. Esto es claro 
desde un punto de. vista intuitivo, pues el hecho de tener una recta tangente (o un plano 
tangente) a la gráfica es más fuerte que no tener saltos en la misma. Recordemos la 
demostración: Sea f : ]а, bf — R derivable en x,. Entonces 


ит (00 Го) = lím (Pe) а) 
x—x0 х= х= Xo 


=f'(xo) * lím (к= xo) = (1x0) -0=0 


de modo que lím, Fœ —f(x%0)) = 0, lo que implica que fes continua en ху. El argu- 
mento se generaliza al caso de f: A CR" ~ R”, como en la siguiente proposición, 


r 


6.3.1 Proposición Supóngase que A C К" es abierto y que f: А > R” es diferen- 
ciable еп А. Entonces f es continua. De hecho, para cada xy Є A existe una constante М 
>0 y un 8, > O tales que||x -x| < ô implique I- 0] 5 m|- хо] (esto recibe 
el nombre de propiedad local de Lipschitz). 


Anteriormente hemos analizado el caso de las funciones de valores reales, f: R” >R. El 
caso de una función с: R > R” también es importante; с representa aquí una curva о 


$6.3 Continuidad de las transformaciones diferenciables; curvas diferenciables і 335 


arco еп Е". La diferencial Dc(t) : R > R” está representada por el vector asociado а la 
matriz con una columna 


de, 
dt 


dt 
donde c(t) = (c,(£), . . . , с„(0). Este vector se denota с '(ї) y se Пата el vector tangente Í 
o vector velocidad de la curva. Si observamos que i 


" ‚ са +л)— ct) 

та 

у usamos el hecho de que (c(t + л) – c(1)) / h es una cuerda que aproxima la recta tangente 
a la curva, vemos que c'(1) debe representar exactamente el vector tangente (véase la 
figura 6.3-1). En términos de una partícula en movimiento, (c(t + В) — c(£))/h es una 
aproximación de la velocidad, pues es distancia/tiempo, de modo que c*(£) es la veloci- 
dad. instantánea -m rc m com core er 


c+ h)- e(t) 


X 


` FIGURA 6.3-1 El vector velocidad de una curva 


Estrictamente, siempre deberíamos representar c'(f) como un vector columna, pues 
la matriz de De(t) es una matriz m х 1. Sin embargo, tipográficamente resulta muy 
complicado, de modo que solemos escribir c'(t) como un vector fila. 
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6.3.2 Ejemplo Sea c(t) =(£, т, sen 1). Determínese el vector tangente a c(t) en 
c(0) = (0, 0, 0). 


Solución c'(r) = (2r, 1, cos 0). Si t= 0, c'(0) = (0, 1, 1), que es el vector tangente a 
c(+) en (0, 0, 0). + 


A continuación recordaremos algunas ideas de §4.7 para е1 caso de una variable. 


6.3.3 Ejemplo Demuéstrese que f: R >R dada por x |x| es continua, pero по 
derivable en 0. 


Solución f(x) =x parax 20 y f(x)=-x para x < 0, por lo que fes continua en ]0, ©[ 
y ]—%, 0[. Como lím,_,p f(x) = 0 = f(0), f también es continua en 0, de modo que fes 
continua en todo punto. Por último, fno es derivable en 0, ya que si lo fuera, 


ит V —/®) = lím LL 
x—0 x-0 10 x 


existiría. Pero parax> 0, f(x)/x es + 1 y para x< 0 es —1, por lo que el límite по puede 
existir. Ф 


6.3.4 Ejemplo ¿Debe ser continua la derivada de una función? 


Solución La respuesta es no, pero no es obvio encontrar un ejemplo; uno de ellos 
es la función 


Јо) = 01 six #0, 


Хх) =0 six=0. 


(Véase la figura 6.3-2). 
Para demostrar la derivabilidad en cero, mostraremos que 
Јо) 


аз 0 cuando x — 0. 


Tenemos que |f (x)/x| = |x sen(1/1]<|+ 0 cuando x > 0. Así, f'(0) existe у es igual a 
cero. Por lo tanto, f es derivable en 0. Por las reglas de derivación del cálculo de una 
variable, 


РО) = desen = asl six #0, 
х х 


nginepe олиси шинде ате сн чыш тр сөзүнө. > 


Suplemento de $6.3 


FIGURA 6.3-2 Esta función es derivable, pero la derivada es discontinua en 0 


Cuando х > 0, el primer término tiende a 0 pero el segundo oscila entre +1 y –1, de 
„—.- —modo.que-lím.,.,,f'(x).no existe. Así, f existe pero no es.continua. Фф. 


Suplemento de $6.3 


Karl Weierstrass dio un ejemplo de una función continua f(x) de una variable que no 
tiene derivada en ningún punto (véase el ejercicio 20, capítulo 5). Intuitivamente, esta 
función superpone un número infinito de picos, como los del ejemplo 6.3.3. Uno po- 
dría preguntarse si tales funciones surgen en un contexto “práctico”. Para nuestra sor- 
presa, la respuesta es sí. Un lugar donde las curvas “no derivables en ningún punto” son 
importantes es en el estudio del movimiento browniano, el movimiento errático de 
pequeñas partículas suspendidas en un fluido, como el agua o el aire. El matemático 
estadounidense Norbert Wiener desarrolló un modelo eficaz para el estudio de este movi- 
miento introduciendo una integración sobre un “espacio” de trayectorias. En este méto- 
do, la “mayoría” de las trayectorias continuas son no derivables en ninguna parte y no 
tienen vectores tangentes. | 

Otro contexto en el que aparecen las curvas no derivables en ninguna parte es en el 
estudio de los fractales y los sistemas dinámicos. Por ejemplo, fijemos un número 
complejo с y sea f, : R? == С > С dada por /(2) = z? + с. Sea J= {| FO э ® 
cuando п > œ}, donde f” indica la composición de f, consigo misma n veces у sea = 
a( 77). Para с = 0, está claro que J, es un círculo, pero рага с # 0 (aunque suficiente- 
mente cercano a 0) se sabe que J, es ¡una curva continua pero no derivable en ninguna 
parte! J, es el conjunto de Julia de f., que aparece еп la figura 6.3-3. ` 
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{л e 


(b) 


FIGURA 6.3-3 (а) El conjunto de Julia de f(2) = 2? +21, que es una curva simple 
cerrada pero que no es derivable en ningún punto; (b) el conjunto de 
Julia de f(2) = 2? — 1, que contiene infinitas curvas cerradas 


El conjunto de los valores с tales que J, es arco-conexo se Пата conjunto de 
Mandelbrot, el cual se muestra en la figura 6.3-4 (el conjunto de Mandelbrot es tam- 
bién el conjunto de valores с para los que cero no tiende a infinito bajo la iteración def; 
sin embargo, esto no es evidente). Un profundo teorema de Douady y Hubbard postula 
que el conjunto de Mandelbrot es conexo. Éste es un ejemplo de un conjunto muy 
complicado cuya conexión está lejos de ser evidente; un acercamiento a este conjunto 
mediante el computador muestra lo sutil que es. Para mayor información, bibliografía y 
razones de la importancia práctica de este tema, véase R. Devaney, An Introduction to 
Chaotic Dynamical Systems (Addison-Wesley, Reading, Mass., 1985) y la bibliografía 
incluida en dicho texto. 


Ejercicios de $6.3 


1. Seaf(x)=x? si x es irracional y f(x) = 0 si x es racional. ¿Es fcontinua en 0? ¿Es 
derivable en 0? 


2. ¿Esla condición local de Lipschitz del teorema 6.3.1 suficiente para garantizar la 
diferenciabilidad? 


3. ¿Debe existir la derivada de una función continua en su máximo? 


4. Sea f(x) =x sen(1/x), x+ 0 y /(0) = 0. Investíguese la continuidad y derivabilidad 
de fen 0. 


5.  Encuéntrese el vector tangente a la curva c(1) = (31°, el, t+ r) en el punto corres- 
pondiente a 1=1. 
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A 


FIGURA 6.3-4 El conjunto de Mandelbrot (reimpreso con autorización de B.B. 
Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, W.H. Freeman, Nueva 
York, 1983) 


io 
val 
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$6.4 Condiciones para la diferenciabilidad 


Puesto que la matriz jacobiana proporciona una herramienta de cálculo eficaz, sería útil 
saber si la existencia de las derivadas parciales usuales implica que la diferencial D f 
existe. Esto, por desgracia, no es cierto en general. Por ejemplo, sea f: R? >R dada por 
Fa у) =xsiy=0, f(x, y)=ysix=0 y f(x, у) = 1 en los demás casos. Entonces д//дх y 
д]/ду existen en (0, 0) y son iguales a 1. Sin embargo, f no es continua en (0, 0) (¿por 
qué?), y entonces la diferencial Df no puede ni siquiera existir en (O, 0), Véase la figura 
6.4-1 (véanse los ejemplos y ejercicios para otros ejemplos más exóticos). 


y 
4 
107 =y 
f=1 f=1 
Ах, у) = х 
ч 
f=1 f=1 


FIGURA 6.4-1 Las derivadas parciales de esta función existen en (0, 0), pero la fun- 
ción no es continua en (0, 0) 


Es bastante sencillo comprender tal comportamiento. Las derivadas parciales sólo 
dependen de lo que ocurre en la dirección de los ejes х e y, mientras que la definición de 
Df implica el comportamiento combinado de fen toda una vecindad de un punto dado. 
Sin embargo, podemos afirmar lo siguiente. 


6.4.1 Teorema Sean A CR" un conjunto abierto y f: A C R" > К”, Supóngase 
que f= (f,..., fn). Si cada derivada parcial ð у, /дх, existe y es continua en A, entonces 
Jes diferenciable en A. 


ЕУ 


56.4 Condiciones para la diferenciabilidad 


Las derivadas parciales de una función miden su variación en las direcciones parti- 
culares paralelas a los ejes. Las derivadas direccionales hacen lo mismo en otras direc- 
ciones. 


6.4.2 Definición Sea funa función escalar definida en una vecindad de xy E К^ y 
sea e ER” un vector unitario. Entonces 


d — tí бо + te) — Ро) 
ae + 1)lio alim SE 


es la derivada direccional de f en x, en la dirección e. 


Por esta definición, vemos que la derivada direccional es la variación de fen la 
dirección e, y, para n = 2, da la pendiente de la gráfica de f en esa dirección; véase 
la figura 6.4-2. 


у ло, + te) 


FIGURA 6.4-2 Pendiente de / = (ап Ө = derivaca direccional 


Afirmamos que la derivada direccional en la dirección de e es igual a Df(xo) · e. 
Para ver esto, considérese la definición de Df(xy) con x = ҳо + te: dado є > 0, 


= Охо) -e 


|е + © — fo) < elle 
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sil] es suficientemente pequeño. Así, si fes diferenciable en ху, entonces las derivadas 
direccionales también existen y están dadas por 


lim te) Оо) _ y, оа): e. 
10 1 

En particular, obsérvese que ôf /ðx, es la derivada de fen la dirección del i-ésimo eje de 
coordenadas (соп е = е, = (0, 0,...,0, 1, 0,..., 0). 

Para una función f : К? —› R, las derivadas direccionales Df(xp) - e se pueden usar 
para determinar el plano tangente a la gráfica de f(compárese la figura 6.1-2). Es decir, 
la recta / дада por z = /(х,) + Df(x,) - te es tangente a la gráfica de f, pues, como en la 
figura 6.4-2, Df(xp) - e es la variación de fen la dirección e. Así, el plano tangente a la 


gráfica de f en (xo, f(xp)) se puede describir mediante la ecuación 


2 =f(%0) + (хо): (х — хо) 


(véase la figura 6.4-3). Puesto que no hemos definido el concepto de plano tangente a 
una superficie, adoptaremos esta ecuación como definición del plano tangente. 


2= f (Xo) + Обо) © (x— xo) 


- + An) 


хо= lo Xn,0) 


х 


FIGURA 6.4-3 Е! plano tangente а la gráfica de una función 


6.4.3 Ejemplo Muéstrese que la existencia de todas las derivadas direccionales 
en un punto no implica necesariamente la diferenciabilidad. 


FIGURA 6.4-4 Г.а схіѕіспсіа de las derivadas direccionales no implica la diferenciabi- 
lidad, ni siquiera la continuidad 


Solución Definamos una función f: R? > R como f(x, у) = 1 510 < y < x° y como 


7 Ay ZO En los demás casos. Entonces f se anula а lo largo de los ejes horizontal y ` 


vertical. Cualquier otra línea que pase por el origen permanece en la región donde f=0 
en una corta distancia a ambos lados del origen. Así, f es constante e igual a cero en 
algún intervalo a ambos. lados del origen a lo largo de tal recta. Esto muestra que la 
derivada direccional en el origen en la dirección de esa recta es 0. Todas las derivadas 
direccionales existen y se anulan en el origen, pero la función ni siquiera es continua, 
mucho menos diferenciable, en el origen. Véase la figura 6.4-4. 

Un ejemplo un poco más complicado pero similar es la función f: R’ > R dada por 


АУ ; РЧ 
те si 2 #-у 


/х,уу=0 si X =-y. 
Si e = (е, ез), donde e, # 0, 4 
2 


Perez _ еуез 


O iba ra | 
Re? tter- їе? +e 


1 1 
Fer, ге) = 


cuando г > 0; el caso e, = 0 da como resultado cero. Así, cada derivada direccional 
existe en (0, 0), pero f no es continua en (0, 0), ya que para х? cerca de -y y x, y 
pequeños, fes muy grande (dejamos los detalles al lector). Ф 


Este ejemplo muestra que la existencia de todas las derivadas direccionales no es 
una definición conveniente de diferenciabilidad, ya que ni siquiera implica continui- 


Ex: 
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dad. Ésta es la razón por la que se adopta un concepto más restringido en la defini- 
ción 6.1.1. 


6.4.4 Ejemplo Sea f(x, y) =x? + y. Calcúlese la ecuación del plano tangente a la 
gráfica de fenx=1,y=2. 


Solución En este caso Df(x, y) tiene la matriz 


(EL 


ЕЕ! 4 = (2x, 1), 


y entonces Df(1, 2) = (2, 1). Así, la ecuación del plano tangente es 
x—1 
¿=3+0,0( y-2 ) =3+2(х— 1) +(у- 2); 


es decir, 


2x+y-2=1. Y 


Ejercicios de $6.4 


1. Úsese el teorema 6.4.1 para mostrar que f(x, y) dada por 


fay) = = 6,5) # 0,0) 


f(x,y)=0, (х,у) = (0,0) 
es diferenciable en (0, 0). 


2.  Analícese la diferenciabilidad de 


fay) = =D 
х +у? 


en (0, 0) ві f(0, 0) = 0. 
Encuéntrese el plano tangente a la gráfica de z = x° + у? еп (0, 0). 
4.  Encuéntrese la ecuación del plano tangente a la gráfica dez=x"+y*enx=1,y=3. 


Encuéntrese una función f: R? > R que sea diferenciable en cada punto pero 
cuyas derivadas parciales no sean continuas en (0, 0). 


i $6.5 La regla de la cadena 


$6.5 La regla de la cadena 


Como vimos en $4.7, una de las técnicas de derivación más importantes es la regla de la 
cadena (regla de la “función de una función”). Por ejemplo, para derivar (х? + 3)°, sea 
y = 1x3 + 3; primero derivamos уб, obteniendo 6y*, y después multiplicamos por la deri- 
vada de x? + 3 para obtener la respuesta final 6(x* + 330°. Existe un proceso análogo 
para funciones de varias variables. Por ejemplo, si u, v y f son funciones escalares de 
dos variables, entonces 


2 „9 ш 87 ву 
ар НУ У ди ах * Әу әх 


El siguiente teorema incluye todos los casos anteriores como casos particulares. 


6.5.1 Regla de la cadena Sean A С R" abierto y f: A э R" diferenciable en 
xo E A. Sean В С R" abierto, f(A) С B y g : B > R’ diferenciable en f(xp). Entonces la 
composición g o f es diferenciable en xy y D(g ° fro) = De(f(x0)) e Dfa). 


Obsérvese que el miembro derecho de la última igualdad está bien definido, pues 
Рух): R" > R” y р(х): R” > R y, por lo tanto, su composición como transfor- 
maciones lincales está definida. La regla de la cadena se llama también teorema de la 
composición de funciones, pues nos dice cómo derivar una composición de funciones. 

Como el producto de dos matrices corresponde a la composición de las transforma- 
ciones lineales correspondientes que representan, la regla de la cadena se puede reescribir 
diciendo que la matriz jacobiana de go fen x= (Xis... , X,) es el producto de la matriz 
jacobiana de g evaluada еп f(x) con la matriz jacobiana de f evaluada еп x (en ese 
orden). Así, si h =g ° f e y =f(x), entonces 


ав... deL LR A 
ду дут дх\ дх„ 
р(х) = : : : : 
O AI 
ду душ / \ дд Xn 


donde las ðg,/ðy; se evalúan en у = f(x) y las 0,f,/0x, en x. Si desarrollamos esto, obtene- 
mos, por ejemplo, ` 


dy èe 2h 


дх\ 5—0 ду; dx 
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Esta situación aparece cuando “cambiamos de variable”. Por ejemplo, supongamos que 
Дх, y) es una función escalar y х = r соз @, у = г sen Ө definen las nuevas variables +, 0 
en coordenadas polares. Formamos la función 


h(r,0) =f(rcos6, rsen8). 


Entonces 
gh ар of 
— = Z cosh + 2 
Ir = Эх соѕӣ + ду senó 
Y: 
ðh д 
57 = -ŽL rsong + Lroose. 


El lector debe obtener fórmulas similares para las coordenadas cilíndricas (r, ф, 9), 
donde х = cos Ө sen Q, у = r sen @ sen Q, 2 = г cos ф (analizaremos las coordenadas 
esféricas más adelante, en $9.5). 

Otro ejemplo puede ayudar a aclarar las cosas. Supongamos que tenemos las fun- 
ciones u(x, у), у(х, y), w(x, y) y /(и, v, w) y que formamos la función h(x, y) = (ибх, у), 
у(х, у), w(x, ¥)). La regla de la cadena nos da 


ah ofu дуду af ow 
дах дидх ду дх ду dx 


La idea detrás de la demostración de esta fórmula (como ejemplo ilustrativo) es la 
siguiente. Escribimos 


h(x + Ax, y) — híx, y) _ /(щ(х + Ах, y), у(х + Ах, y), w(x + Ах, y) 
Ах е Ах 
D Fu(x, y), у(х + Ах, y), wax + Ах, у)) 
Ax 
а Хш, y), у(х + Ах, y), w(x + Ax, y) 
Ах 
_ FU у), убх, y), wa + Ах, y) 
Ах 
5 flu, у), vx, y), мх + Ах, y) 
Р z 
шб, y), уб, у), wa, y) 
аа ас 


Usamos f(u + Ди, v, w) – f(u, v, w) = Audf/du y vemos que la expresión anterior es, 
“aproximadamente, 


af Au дуду af Aw 
ди Ах дуАх dwAx' 


86.5 La regla de la cadena 


Así, haciendo Ах -э 0 se obtiene la fórmula. ¿Puede el lector determinar cuáles son los 
detalles del argumento que deben aclararse para que la demostración esté completa? 


6.5.2 Ejemplo  Verifíquese la regla de la cadena para f(u, v, w) = йу + ww? y u = 
ху, у SEN X, м = е", 


Solución Еп este caso, h(x, у) =.f(u(x, y), убх, у), w(x, у)) está dada por 


22 2 
h(x, у) = xv "senx + е^$еп” x, 
y entonces, directamente, 


dh 2 2 
эх” 2xy sen x + x y? cosx + e sena +е* 2senxcosx. 
x 


Por otro lado, la regla de la cadena implica 


af ди--д/-ду- p д/ 9» = 2иу—— + и + 2Wv— + pe 
ди дх дудх ðw dx dx ax дх дх 


2 2,2 x tcen? 
= 2ху senx + xy” cosx + 2eïsen xcosx + е*зеп” х, 


que es el mismo resultado. La fórmula рага ðh/ðy se puede verificar de modo 
análogo. Ф 


6.5.3 Ejemplo Sean f:R>R y Е: Е? Е dadas por F(x, y) =f(xy). Verifíquese que 


ӘР дЕ 
dx “dy 
Solución Рог Іа regla de la cadena, 
El, Fo, 
эу “ТОУ Y Эу =f (ху)х, 


por lo que la afirmación es clara. Ф 


6.5.4 Ejemplo  Supóngase quey : [0, 1] > R" es una parametrización diferenciable 
de una curva en R” y que f es una función diferenciable de R" en R. Sea h(0) = f(y (0). 
Muéstrese que h'() = (VFO (0), y (0) y explíquese cómo esto generaliza la fórmula 
obtenida anteriormente para derivadas direccionales (véase la figura 6.5-1). 
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FIGURA 6.5-1 Una función definida a lo largo de una curva parametrizada 


Solución Сото A(t) = (f° yX), la regla de la cadena implica 


x 0) 
of of дў х) 
п) = |, Eina = 
ш дх| 0x2 Xn è 
х0) 
ôf Y Y, 4 Й 
ETA xlt) + de хуй) + > DETE эх ^п (0). 
Todas las derivadas parciales se evalúan en el punto y (г) = (х1(0), х(0),..., x,(0). Esto 


es exactamente igual al producto escalar del gradiente de fen ese punto con el vector 
velocidad y'(1) en ese punto. La derivada direccional de fen el punto у, en la dirección 
del vector unitario e = (а, a), ..., а,) es el caso particular en que la curva es la línea 
recta y (t) = vo + te, En ese caso, x(t) = y (1) = Vo, + ta, y podemos recuperar la misma 
fórmula anterior: 


(VAO), 7 (0)) = (Vf (vo), €) 


pues y (0) = v y y (1) = e para todos. Ф 


Ejercicios de $6.5 


1.  Desarróllese la regla de la cadena para 


по, у, 2) = ful, у, 2), у(х, у), (y, 0). 


какан алле ааыа а маш ааыа ынаа шана a 
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2.  Verifíquese la regla de la cadena para 


и(х,у,2) = хе у(х, у, г) = (senx)yz 


fu, v)= u? + уѕепи 


соп 


х,у, 2) = /(и(х, у, 2), у(х, y, 2)). 


3. Sea F(x, y) =f(0 + y?). Muéstrese que x(9F/dy) = у(дЕ/дх). 


4. — Desarróllese la regla de la cadena que relaciona las coordenadas rectangulares 
con las coordenadas esféricas en tres dimensiones, 


5. Seanf:R>R yF: R° >R diferenciables tales que F(x, f(x) = О y ӘЕ/ду 40. 


2206 ОЕ Дх). 


Demuéstrese que f(x) =- —— 
que f(x) a Pay 


$6.6 Regla del producto y gradientes 


Otra regla bien conocida del cálculo diferencial es la regla del producto, o regla de 
Leibniz. 


6.6.1 Proposición Sean А С R" abierto y f: A>R"yg: A>R funciones 
diferenciables. Entonces gf es diferenciable, y para x € A, Dg fa) : К" > R" está 
dada por Dg fx) - e = к(х)(Ю/(х)- е) + Deo e)f(x) para todo e ER” (esto tiene 
sentido, pues g(x) ER y Dgo) -e ER). 


A veces abreviamos este resultado diciendo que 


D(gf) = ¿Df + (08), 


pero el significado preciso es como en el enunciado en la proposición. El lector ya está 
familiarizado con la regla del producto por $4.7 y por el cálculo elemental. En términos 
de componentes, la proposición es, de hecho, simplemente la regla del producto usual 


ИСИС 
эл e 8 + Eh 
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Para los cocientes, tenemos un resultado análogo. Si g # 0, entonces 


Б (2) - D- Dor 
8 8 


Para demostrar esta fórmula, basta, por la proposición 6.6.1, demostrarla para el caso 
1/2. Esto se reduce a un problema de cálculo elemental, que ya hemos pedido al lector 
que resolviera en $4.7. 

Otras reglas de derivación se agrupan en la afirmación de que D es lineal; es decir, 
D(f+ g) = Df+ De y D f) = АР para à Є R constante. 

Consideremos la geometría de los gradientes con más detalle. Sea f: A СЕ" >R 
diferenciable. El gradiente es 


grad fo) = (2 of ) { 


Bx? PAn 
Por lo tanto, la derivada direccional en la dirección h es el producto escalar 


DAX) -h = (grad у(х), h) 


= variación de fen el punto x en la dirección h. 


Considérese una “superficie” 5 definida por f(x) = constante. Ahora mostraremos 
que grad f(x) es ortogonal a esta superficie (nuestro argumento se basará en la natura- 
leza precisa de esta superficie, que analizaremos en $7.7). Para demostrar esto, consi- 
dérese una curva c(£) en 5 con vector tangente c'(0), donde с(0) = хь. Afirmamos que 


grad f(xo), с'(0)) = 0. 


Como c(t) Є S, f(c(t)) = constante en г. Derivamos esta expresión usando la regla de la 
cadena para obtener 


Ру(с(0)) с) = 0. 


Насетоѕ г = 0 у usamos que Df(x) - h = (grad f(x), А), para obtener la relación deseada. 
Véase la figura 6.6-1. 
Podemos describir el plano tangente a la superficie 5 definida por f(x) = constante 
en un punto x, en 5 сото (grad f(x), x – xp), pues grad f(xp) es ortogonal a S. 
También es evidente de la ecuación 


{grad f(xo), h) = ||grad fixo] cos 9 
(donde || = 1 y O es el ángulo entre grad f(xp) y A) que él vector f(x) apunta en la 


dirección donde fcambia más rápidamente. Esto no es absurdo, pues.si suponemos que 
Frepresenta la función altura de una montaña, entonces f= constante es un contorno de 


IS 
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х 


FIGURA 6.6-1 El gradiente es ortogonal а los conjuntos de nivel 


aproximación por arco poligonal 
para un problema de optimización 


contornos de nivel 


un arco de máximo ascenso 


FIGURA 6.6-2 La dirección de máximo ascenso es ortogonal a los contornos de nivel 


nivel. Para subir o descender de la montañalo más pronto posible, debemos caminar en 
forma perpendicular a los contornos de nivel (figura 6.6-2). 

Estos hechos pueden ser valiosos en problemas de optimización, donde se tiene una 
„función f(x, .... ,x,) y el problema es maximizar u “optimizar” f mediante algún esquema 
práctico. Un método común es el de tomar un punto de prueba x, y continuar a lo largo 
de una línea recta en la dirección del gradiente de f para alcanzar un nuevo punto en el 
que f sea mayor (al menos si no vamos demasiado lejos), y repetir el procedimiento. 
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6.6.2 Ejemplo  Determínese la normal a la superficie + у? + = 3 еп (1, 1,1). 


Solución En este caso, f(x, y z) =x + y? + 2 tiene gradiente f= (2x, 2y, 22) que vale 
(2, 2, 2) en (1, 1, 1). Al normalizar, un vector normal unitario es (143, у, 


М3). Ф 


6.6.3 Ejemplo  Determínese la dirección de máxima variación de Рх, у, х) = ху 
sen z en (3, 2, 0). 


Solución La dirección pedida es la del vector gradiente, que es (2xy sen z, x? sen z, 
Ху cos 2) о (0, 0, 18) en (3, 2, 0). Al normalizar obtenemos el vector director unitario 
(0,0,D. $ 


6.6.4 Ejemplo ¿Cuál es el plano tangente a la superficie X — у? + xz = 2 еп 
(1,0, 1)? 


Solución En este caso f(1, 0, 1) = (3, 0, 1), de modo que el plano tangente tiene la 
ecuación ((x— 1, y, 2— 1), (3, 0, 1))=0; es decir, 3x+z=4. Ф 


Ejercicios de $6.6 
1. — Demuéstrese que 
d 
Гоо) =Df(x0):h 
d 150 
mediante la regla de la cadena, donde f: R” > R”. 


Determínese un vector normal unitario a la superficiex?—3? + xyz = 1 en (1,0, 1). 


3.  Determínese la ecuación del plano tangente a la superficie x? ~ у? + xyz = 1 en 
(1,0, D. 


4. (Еп qué dirección crece más rápidamente f(x, y) = e"? 
Sean f: R" >R, g : R" =- R. Muéstrese que grad (fg) = f grad g + g grad f. 


6. Миёѕігеве que grad f, como normal al plano tangente, es una descripción más 
general de dicho plano que la descripción dada en $6.4. 


$6.7 El teorema del valor medio 


$6.7 El teorema del valor medio 


Dos teoremas importantes del cálculo son сі teorema del valor medio y el teorema de 
Taylor. Primero, analizaremos el teorema del valor medio. En $4.7 recordamos la de- 
mostración del teorema del valor medio del cálculo elemental, el cual establece que si 
f: [a, b] >R es continua y si fes derivable en Ja, bl, existe un punto c Є Ja, b[ tal que 
КЬ) ~ Ка) = }'(с)(Ф— a), donde f'=df/dx. Por desgracia, para f: A СЕ" = Е", esta 
versión del teorema del valor medio, interpretada ingenuamente, no es cierta. Por ejem- 
plo, considérese f: R — R? dada por f(x) = (+, x°). Intentemos buscar c tal que 0 < с < 
1y f(1)-f(0) = DF (OA — 0), Esto significa que (1, 1) — (0, 0) = (2c, 3с?) у por lo tanto 
2c=1 y 3с = 1. Está claro que no existe с que satisfaga estas ecuaciones. 

La experiencia nos lleva a pensar que alguna restricción produciría un teorema 
válido. De hecho, la versión anterior será válida si fes escalar. Para enunciar el teore- 
ma correcto, primero precisaremos el significado de que “с está entre x е y” para c, x, y € 
R". Decimos que с está en el segmento de recta que une x con y, о está entre x e y, si 
e=(1- Ах + Ay para algún 0 = А < 1, como en la figura 6.7-1. 


a -Vly -xl 


Aly — xll 


FIGURA 6,7-1 ЕІ punto с está en el segmento que une хе y 


6.7.1 Teorema del valor medio 


i Supóngase que f : A C R" — R es diferenciable en un conjunto abierto A. Para 
cualesquiera x, y E A tales que el segmento de recta que une x con y está en A (lo 
que no ocurre necesariamente para todo x, y), existe un punto c en dicho segmen- 
to tal que 


FO) - ғо) = Dfe): (y — x). 


ii.  Supóngase que f: A C R" э R" es diferenciable en el conjunto abierto A. Supóngase 
que el segmento de recta que une x con y está contenido enA y que f= (fa... fa) 
Entonces existen puntos t,,...., с„ en dicho segmento tales que 


FO fO = Dfe- х), i=l... m. 
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Una formulación alternativa del teorema del valor medio está dada en el ejemplo 
resuelto 6.5 al final del capítulo, 


6.7.2 Ejemplo Un conjuntoA CR" es convexo si para cada x, y EA, el segmen- 
to que ипе x con y está contenido en A. Véase la figura 6.7-2. Sea A CR" un conjunto 
abierto convexo y f: A =R” diferenciable. Si Df = Оеп A, muéstrese que fes constan- 
те en A (las generalizaciones de este resultado aparecen en el ejercicio 9 al final del 
capítulo). й 


(а) (b) 


FIGURA 6.7-2 (а) No convexo; (b) convexo 


Solución Six, у Є A, entonces para cada componente f existe un vector c; tal que 
FO — ЖО) = Dc DO — x). 


Como Df =0, D f; = 0 para cada i (¿por qué?), de modo que /,(у) = f;(x). Esto implica 
que f(y) = fŒ), lo que significa que fes constante. Ф 


6.7.3 Ejemplo Supóngase que f: [0, o[ >R es continua, }(0) = 0, fes derivable en 
10, o[ y /' еу no decreciente. Demuéstrese que g(x) = f(x) /х es no decreciente para х> 0. 


Solución Рог $4.7, o directamente del teorema del valor medio, vemos que una 
función л: R > R es no decreciente si h'(x) 2 0, pues x < y implica que 


hy) = ha) = (Су х) > 0. 
Ahora 


во LOL 


me on A A RR reae +a wa 
$6.8 Teorema de Taylor y derivadas de orden superior 


y existe с entre б y x tal que 


Хо) = ео) -AO fea s afa), 


pues 0 < ¢ < x implica que f'(x) > f'(c). Así, xf’ (x) - f'(x) = 0, de modo que g' > 0. lo 
que implica que g es no decreciente. 


Ejercicios de $6.7 


i Si f:R >R es derivable y tal que f'(x) > 0, demuéstrese que fes (estrictamente) 
creciente. 
2.  Demuéstrese la siguiente versión (débil) de la regla de PHôpital: Si f' y g'existen 
en ху, 8'(X9) 50 y fro) = 0 = g(x), entonces lim... [ /(х)/е()] = С) С). 


= ——3.-—-Utilícese el-ejercicio 2 para evaluar е + — 


a.  lím,—olísenx)/x] 
Ь. тое = 1)/х] 


4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son convexos? 
а. ((1,y)€R?*|y>0) 


b. (xEeR"|O< |l < 1) 
с Е\ {0} 


5. —Seanf:ACR">R diferenciable y A convexo у supóngase quellgrad Fl EM 
para x € A. Demuéstrese que -ro < м|к- sl рага х, y Є A. ¿Será esto 
cierto si А no es convexo? 

6. Sea f: К >R derivable. Supóngase que para todo x E К,0 < f' s fœ. 
Muéstrese que g(x) = е" f(x) es decreciente. Si f se anula en algún punto, conclú- 
yase que fès cero. 


$6.8 Teorema de Taylor y derivadas de orden superior 


A continuación analizamos la fórmula de Taylor para funciones f: A CR” > К"; pero 
para ello, primero analizaremos las derivadas de orden superior. Para f: R" => R no hay 
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problema en definir las derivadas parciales de orden superior; simplemente iteramos 
el proceso de derivación parcial 


ef _ д д А 
xð  0x \ аху j’ 


etcétera. Sin embargo, con respecto a la diferencial como transformación lineal, nece- 
sitamos un poco más de cuidado. ` 

La diferencial segunda se obtiene al diferenciar Df, si existe, lo que hacemos del 
modo siguiente. 


` 


6.8.1 Definición Sea LR", R”) el espacio de transformaciones lineales де R" en 
R” (si elegimos una base en R" y otra en R", entonces L(R", К") se puede identificar 
con las matrices m X n y por lo tanto con R””). Ahora, Df: A > ЦЕ", В"); es decir en 
cada х Є A obtenemos una transformación lineal Df(x). Si diferenciamos Df en ху, 
obtenemos una transformación lineal de R" en L(R", К”), por definición de la diferen- 
cial. Escribimos D(D Р(х) = D? f(x) y definimos la transformación В, : R" X R" >R" 
como B, (Xp 5) = IDA IA). 


Esta definición tiene sentido, pues D° f(x) : R" > МК", R") y entonces Р(х) (х) Є 
ЦЕ", R”); por lo tanto, se puede aplicar a х,. La razón por la que hacemos esto es que 
B, evita el uso innecesario del espacio conceptualmente difícil L(R”, LR", R”)). 

“Рог definición, uná aplicación bilineal B: E X F > G, donde E, F G son espacios 
vectoriales, es una aplicación que es lineal en cada variable por separado; por ejemplo, 
en la primera variable esto quiere decir que Bíae, + Ве,, f) = aBle,, f) + ВВ(ез, f), 
donde е, e, Є E, f E F y a, 8 ER. Se puede verificar que la aplicación B,, que hemos 
definido es una aplicación bilineal de R” x В" > R”. 

Dada una aplicación bilineal В: E x F -> R, podemos asociarle una matriz con 
cada elección de bases e}, ...,e,de E y fn - - - , fa de F; es decir, podemos hacer 


ау = В(е, 5). 
51 


n m 
x=) җе e у= yh 
1 j=l 

entonces 


an. Ga Yi 
В(х,у) = Y aja = (1-20) 
Ы ат t Әт Ym 


Obsérvese que la matriz asociada a B depende de la elección de las bases de E y F. 


$6.8 Teorema de Taylor y derivadas de orden superior 


Nota. Para la diferencial segunda, haremos un abuso de notación y seguiremos 


escribiendo D”f(x,) para la aplicación bilineal В, obtenida al diferenciar Df en х, 
como se describió en los párrafos anteriores. 


6.8.2 Teorema Seaf: А CR">R dos veces diferenciable en el conjunto abierto 
A. Entonces la matriz de Ох): R" x R" > R en la base canónica está dada por 


ef af 
дхідхі 0X1 0Xp 
9? f д? f 
дхһдХ\ дхһ Xn 
donde cada derivada parcial está evaluada en el punto х = (Xp . o, Xp). 


Para.las.derivadas де. orden superior,-procedemos.de forma-análoga. Por-ejemplo,- 
D*f da una aplicación trilineal Р? (х) : R" x R” x Е" —› R” para cada x. No asociamos 
una matriz con esta aplicación, sino las derivadas de orden tres etiquetadas con cuatro 
índices: 0*f, /0x,0x,0x, para cada componente f, (tales cantidades están muy relaciona- 
das con los llamados tensores). 

Antes de pasar al teorema de Taylor, daremos una propiedad importante de la se- 
gunda derivada. La matriz del teorema 6.8.2 es, en condiciones muy débiles, simétrica. 


6.8.3 Simetría de las derivadas parciales cruzadas Seaf: A> К" dos 
veces diferenciable en el conjunto abierto A con DPF continua (es decir, con las funcio- 
nes 0?f /0x,0x, continuas). Entonces D*f es simétrica; es decir, 


DF хә) = DF), д). 


o, en términos de las componentes, 


h азу 
ðX AX; Ў dx; xi 


Usando esto, se sigue que todas las derivadas de orden superior son simétricas 
también en condiciones análogas. 


358 Capítulo 6 Transformaciones diferenciables 


La simetría de las segundas derivadas representa una propiedad fundamental que 
no aparece en el cálculo de una variable. Verifiquemos la simetría en un ejemplo espe- 
cífico. Sea f(x, у, z) = е5 sen x + х2у* cos? z, de modo que f : К? > R. Entonces 

дў 
д. 


2 =e” cosx + ye? senx + 2xy* cos? г, 
х 


z = xe” senx + 4x%y* cos? z, 
у 


ЗИ = хе? cosx + езеп x + луе?ѕепх + 8xy? cos? z = E 
дудх дхду` 
El teorema 6.8.3 no es intuitivamente obvio. Sin embargo, se puede obtener cierta 
intuición a partir de la idea principal de la demostración. Para las funciones f(x, y), 
consideramos la cantidad 


S=f+h y +k) -f+ h, y) -fy + k) роу), 


que es la diferencia de las diferencias en la figura 6.8-1. El hecho algebraico de que $ 
se puede escribir como la diferencia de las diferencias de dos formas (horizontal y 
después vertical, o viceversa) es la razón de la igualdad de las derivadas parciales cru- 
zadas. 


(x,y +k) (x+h, y +k) 


(x, y) (+A, y) 


E nanm 


FIGURA 6.8-1 5 еѕ una diferencia de diferencias 


6.8.4 Definición Una función esde clase С' si las primeras r derivadas existen y 
son continuas (de forma equivalente, esto significa que todas las derivadas parciales 


мень. тамсану же усана а рс 


56.8 Teorema de Taylor. y derivadas de orden superior 


hasta de orden r existen y son continuas). Una función es suave o de clase С° si es de 
clase C" para todos los enteros positivos к 


El uso iterado de la regla de la cadena se puede usar para demostrar que la compo- 
sición de funciones C” también es C”. 


6.8.5 Teorema de Taylor 50/7: А ээ de clase С' para A C R" un conjunto 
abierto. Sean x, y € A y supóngase que el segmento de recta que une x con y está 
contenido en A. Entonces, existe un punto c en ese segmento tal que 


ri 


cal 
Ку) - Ро) = PON IDA DADO —х,...,у-х) 


donde ®Ю* {(х\(у — x, . . . , у ~ х) denota D'f(x) como una aplicación k-lineal aplicada а 
la k-upla (y – x, . . . , y —x). En coordenadas, 


са k 
DW-a Y) (Б) o On 


һә. = 


Haciendo у = х + h, podemos escribir la fórmula de Taylor como 


{ех +) Еола DIF) (A... h) +R (х, h) 


=> 
donde R,_,(x, h) es el resto. Además, 


Ro 16%, h) 


ИТЛЕ —0 cuando, в 0. 


En Іа demostración del teorema se dan otras formas de expresar el término del 
resto. Este teorema es una generalización del teorema del valor medio (en el caso r= 1) 
y del teorema de Taylor para el cálculo en una variable. 


Nota. Las dos últimas afirmaciones del teorema de Taylor sólo requieren que f 


sea С'-!, como se verá al analizar la demostración. 
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La idea básica de la demostración del teorema de Taylor es usar el teorema funda- 
mental del cálculo ($4.8) para escribir 


1 
sarm=s9= | 4 ду ыуй 
o dt 


y después integrar por partes varias veces para generar una serje. 
El teorema de Taylor nos lleva a construir la serie de Taylor alrededor de xp, 


3 1 
$ gP oG — xo.. px — до). 
0 7 


Esta serie no tiene por qué converger a f(x), incluso si fes С". Si converge a fen una 
vecindad de xy, decimos que f es analítica en sentido real en ху. Así, una función f es 
analítica en el sentido real si el término del resto (1/1) О (с)(х х, ..., Xp) 0 
cuando г > oo. Por ejemplo, si е", sen x y cos x se definen de manera más tradicional y 
no mediante el enfoque de series de potencias que hemos usado en $5.4, entonces se 
puede utilizar este método para establecer sus desarrollos en serie de potencias. 


6.8.6 Ejemplo  Justifíquese y verifíquese después la igualdad de las derivadas 
parciales cruzadas para f(x, y) = yx (cos у?). 


Solución Como fes С°, el teorema 6.8.3 garantiza la igualdad de las derivadas 
g g 
parciales cruzadas. Para verlo explícitamente, calculamos lo siguiente: 


д д? 

Y =2xycos y”, = 2xcosy” — 4x1 sen y”; 

дх Ё 2 дудх É 

а а? 

а? =x созу? — 2у22ѕепу?, ЕНА = 2xcos y” — 4у?лзепу?. Ф 
dy dxóy 5 : К 


6.8.7 Ejemplo  SifesC* en R y para cada intervalo [a, b] existe M constante tal 
que ШШ = М"рагатойо n y x€ (а, Б), muéstrese que fes analítica en cada x, y que 


оо Mi, 
$0) = Уу, 
п=0 


п 


Solución Elegimos b tal que -b < xy < b. El resto es 


М"|х ~ хој" 
= ———_ 


хо)" 


п 
E (y 
1! 


A 


п! 


donde с está entre x y ху Уо] < M" еп [-b, b]. Esto tiende a O cuando л => 00, уа 
que, por el criterio del cociente, la serie correspondiente converge. Obsérvese que la 
convergencia es uniforme en todo intervalo acotado (¿por qué?). Ф 


6.8.8 Ejemplo Dése un ejemplo de una función С” que no sea analítica. 


Solución Sea 


Јо) =0 six=0, 


Г) = ет six #0. 


El único punto donde la suavidad está en duda es х = 0. En ese punto, podemos usar 
la regla de l’ Hôpital para evaluar la derivada como el límite de un cociente de diferencias: 


10-80 е о, 
x-0 x—0 x 


ЕСЫ 


(proporciónense los detalles de la aplicación de la regla de l'Hôpital). Análogamente, 
six £0, tenemos f(x) = Oel y una aplicación análoga de la regla de l Hôpital 
indica que f"(0) existe y es 0. Se procede por inducción para mostrar que f™ (0) existe 
y es 0 para cada п > 0. Así, f.es С°, pero la serie de Taylor de f con centro en хо =0 es 
idénticamente 0. Esta serie de Taylor no converge 41 valor de la función en ninguna 
vecindad no trivial de 0, por lo que f no es analíticacnO. Ф 


6.8.9 Ejemplo  Calcúlese la fórmula de Taylor de segundo orden para f(x, y) = 
cos{x + 2y) en torno a (0, 0). 


Solución En este caso, f(0, 0) = 1, 


A 0,0) = =sen(0+2-0)=0, L:0,0)=-2sen(0+2-0)=0, 
dx dy 
z 2 
#1 (0,0) =- cos0)=-1, 270,0) = -4cos0=-4, 
dx” ay? 
y 
д? ef 
аы = =-2 0=-2 
Эхду (0,0) aya (0,0) cos 


Е Я 
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Así, 
; la 
АА, =1- 508 + Айк + 4k?) + (00,0), (А, k)), 
donde 
R2((0, 0), (л, k)) : 
CTN — 0 cuando (А, К) — (0,0). Ф 
Ејегсісіоѕ де $6.8 
1.  Verifíquese la igualdad de las derivadas parciales cruzadas рага f(x, у) = (е? )ху?. 
2. Úsese el ejemplo 6.8.7 para establecer la serie de Taylor y la analiticidad de e*, 
sen x y cos x en todo R, suponiendo que conocemos sus derivadas. 
3. Sea f: R >R dada por 
a 1 у 
Рб) = х зеп Я six€ 1-1,1 х #0 
y 
fœ = 0 six=0, 
Analícese la validez del teorema de Taylor para fen torno al punto x = 0. 
4.  Encuéntrese la representación en serie de Taylor en torno a x = 0 de log(l + х), 
= 1<x<1, y muéstrese que es igual a log(1 —x) en — 1 <x < 1; muéstrese también 
que converge uniformemente en los subintervalos cerrados de ]-1, 1[. 
5.  Calcúlese la fórmula de Taylor de segundo orden para f(x, у) = e” cos y en tornó a 
(0, 0). А 
6.  Verifíquese que si se cumplen las condiciones del ejemplo 6.8.7, entonces pode- 


mos derivar la serie de Taylor término a término para obtener f'(x). 


$6.9 Máximos y mínimos 


Una aplicación importante del teorema de Taylor es la determinación de máximos y 
mínimos de funciones escalares. Como cabe esperar dado el conocimiento que tenemos 

- de las funciones de una variable, los criterios están relacionados соп la segunda deriva- 
da. Recordemos en primer Jugar el caso de una variable. 


$6.9 Máximos y mínimos 


Si f : Ja, b[ > R tiene un máximo o mínimo local en хуу f es derivable en xp, 
entonces f'(xp) = 0. Además, si f es dos veces derivable continuamente y f” (xo) < 0, 
entonces ху es un máximo local у і f”(xp) > 0, entonces хо es un mínimo local. Para 
generalizar estos resultados al caso de funciones escalares de п variables, comenzare- 
mos dando las definiciones pertinentes. 


6.9.1 Definición Seaf: A CR" =R donde A es abierto. Si existe una vecindad 

de xp € A en la que f(%) es un máximo, es decir si (ху) 2 f(x) para todo x en la 

vecindad, decimos que x, es un punto de máximo local y f(x) es un valor máximo 

local de f. Análogamente podemos definir un mínimo local de f. Un punto es extremo si 

es un máximo o un mínimo local de f. Un punto x, es unpunto crítico si f es diferenciable 
en xy y si Df (xp) = 0: 


El primer hecho básico aparece en el siguiente teorema. 


punto extreño de f, entonces Dfíxp) = 0; es decir; xy es un punto crítico. 


La demostración es muy parecida a la del caso del cálculo de una variable. El resul- 
tado és intuitivamente claro, pues eñ un punto extremo la gráfica de f debe tener un 
plano tangente horizontal. Sin embargo, el solo hecho de ser ий punto crítico no es 
suficiente para garantizarque el punto sea extremo. Por ejemplo, considérese f(x) = 
Para esta función, О es un punto crítico, pues D/(0) = 0. Pero x? > Орагах> дух < -0 
рагах < 0, de modo que 0 no es extremo. Otro ejemplo está dado por f(x, у) =y? —x. En 
este caso, 0 = (0, 0) es un punto crítico, pues д//дх = 27, ðf/ðy = 2y y entonces Df(0, 
0) =0. Sin embargo, en cualquier vecindad de 0 podemos encontrar puntos donde f es 
mayor que 0 y puntos donde fes menor que 0. Un punto crítico que no es un punto 
extremo local es ùn punto silla. La figura 6.9-1 muestra el origen de esta terminología. 

Para f: А CR >R, ya hemos mencionado que fx) es un valor máximo local si f'(x) = 
0 уо) < 0: Esto está claro desde un punto de vista géométrico, si recordamos que 
f" < 0 significa que fes cóncava hacia abajo (о que las pendientes f'(x) son decre- 
cientes). Para generalizar esto, presentamos el concepto de hessiana de una función 
g еп Xo- ` р 


6.9.3 Definición Sig: BCR">R ез de clase С°, lahessiana de g en xy se define 
como la función bilineal Н, (8): R"xR">R dada por H, (8Xx, y) = De) y). 

í; la hessiaha es, como matriz, simplemente la matriz de las segundas derivadas 
r ala 


6.9.2_Теогета ... Sif :-A С Е" э. R-es-diferenciable, A es-abierto y Xy E A-es ип-———- 
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FIGURA 6.9-1 Puntos máximo, mínimo y silla 


Una forma bilineal, es decir una aplicación bilineal B : R" X R" >R, es definida 
positiva si B(x, х) > 0 para todo x #0 en R" y es semidefinida positiva si B(x, x) > 0 
para todo x ER”. Las formas bilineales definidas negativas y semidefinidas negativas 
se definen de forma análoga. 


Ahora podemos hacer la siguiente generalización al caso de varias variables. 


6.9.4 Teorema 


i Sif: A СК" —э К es una función С? definida en un conjunto abierto A y x, es un 
punto crítico de f tal que H, (f) es definida negativa, entonces f tiene un máximo 
local en xy 


Si f tiene un máximo local en xy entonces H, (f) es semidefinida negativa. 


Para el caso del mínimo se reemplaza “negativa” por “positiva” en el teorema6.9.4. 
Obsérvese que un mínimo de fes un máximo de —f. 

El polinomio de Taylor de segundo orden define la función cuadrática que mejor 
aproxima a la gráfica de la función. El criterio de la diferencial segunda dice entonces 
que podemos determinar el comportamiento en un punto crítico si el término de segun- 
do orden no es degenerado. Es el mismo que el de'la superficie cuadrática correspon- 
diente: un paraboloide que se abre hacia arriba o hacia abajo, o una superficie de silla 
de montar (hiperboloide de una hoja). Los dos primeros corresponden a los casos en . 


AS e ет 


$6.9 Máximos y mínimos 


que la hessiana es definida positiva o definida negativa, y el tercero al caso en que no es 
definida. 
Como hemos observado, la matriz de H, (f) en la base canónica es 


ау Y 
9x1 0x1 9X10Xn 
y y 
дх, 0x1 дх„дхһ 


donde las derivadas parciales se evalúan сп ху. 
Sin = 1, el teorema 6.9,4i se reduce al criterio f” (xo) < 0 para una variable; si f” (xo) = 
0, se puede tener un máximo, un mínimo o un punto silla (en este caso, el criterio falla). 
Por ejemplo, f(x) = —x* tiene un máximo, х? un punto silla, y х“ un mínimo en хо = 0, 
aunque f” (0) = 0. 
Algunos resultados del álgebra lineal serán de utilidad al usar el teorema 6.9.4. Sea 
А, еї determinante de la matriz 


y as 
0x1 дХ\ 0X1 дхк 
of af 
Xk ðX дхк ÖXk 


Ésta es la matriz hessiana con las últimas п — k filas y columnas eliminadas. La matriz 
simétrica Н, (Р) es definida positiva sii A, > 0 para k= 1, ‚п. No demostraremos 
esto en general aquí, pero en el ejemplo 6.9.5 lo demostraremos para las matrices 2 X 2. 
También existe un criterio para el caso definido negativo, dado en el siguiente párrafo. 
Así, si А, > 0 рага k= 1,..., п, entonces f tiene un mínimo (local) en el punto crítico Xy 
Si una matriz simétrica es semidefinida positiva, entonces A, > O, por lo que 6.9.4ii 
implica que si A¿< 0 para algún k, f no puede tener un máximo en xy. Análogamente, f 
tiene un mínimo (local) en xp si Н, (7) es definida negativa. Al cambiar el signo de 
H (f) en el párrafo anterior y usar las propiedades de los determinantes, tenemos que Ё, Q) 
es definida negativa sii A, < 0 para k impar y А, > О рага k par, y que si AH, (f) es 
semidefinida negativa, entonces A, < 0 para k impar y A; > О para k par. Así, ftiene un 
mínimo en ху si А, < О para k impar y А, > 0 para k par. Si A, > 0 para algún k impar-o 
А, < 0 para algún k par, entonces f no puede tener un valor mínimo en ҳо. De hecho, si A, < 0 
para algún k par, f no puede tener ni un máximo ni un mínimo еп хо, y хо debe ser un 
punto silla de f (véase el ejercicio 8 al final de este capítulo para un ejemplo de este caso). 
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Nota. Este teorema también es útil en economía para la optimización de cantida- 
des como la ganancia. También se usa en mecánica cuando f es el potencial de un 


sistema, pues un mínimo corresponde a la estabilidad y los máximos y puntos silla 
corresponden a la inestabilidad (véanse más detalles en Marsden y Tromba, Cálculo 
vectorial, 3* edición, Addison-Wesley Iberoamericana, 1991, capítulo 4). 


6.9.5 Ejemplo Muéstrese que la matriz 


a b 
b d 
es definida positiva sii a > 0 y ad — b > 0. 


Solución El hecho de que la matriz sea definida positiva significa que 


ar) 200; 


es decir, ax? + 2bxy + dy” > 0. En primer lugar, suponemos que esto es cierto para todo 
(х,у) # (0, 0). Hacemos y = 0, x= 1 para obtener a > 0. Si у = 1, tenemos ах? + 2bx + 
d > 0 para todo x. Esta función es una parábola con un mínimo (pues a > 0) en 2ax + 2b = 
0. Es decir, en x = – b/a. Por lo tanto, 


es decir, ad — b? > 0. El recíproco se puede demostrar de la misma forma. + 


` 6.9.6 Ejemplo Analícese la naturaleza del punto crítico (0, 0) de 


Jay =x — ху +у?. 
Solución Las derivadas parciales son 


9 


ЛЛ? 


ау „ азу, у Y 
y 


ax? O axðy 
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de modo que la hessiana evaluada en x = 0, у = 0 es 


2 -=l 
=1 2} 
En este caso, А, = 2 > 0 уА,=4-1=3> 0 de modo que la hessiana es definida positiva. 
Así, tenemos un mínimo local. 4 


Ejercicios de $6.9 


(2a) 


es definida negativa sii a < 0 y ad - b’ > 0. 


1.  —Demuéstrese que 


2.  Analícese la naturaleza del punto crítico (0, 0) de f(x, y) =x? + 2ху + y? + 6. 
3.  Analícese la naturaleza del punto crítico (0, 0, 0) de f(x, y, г) =x? + у? +22 + хус. 


4. (Este ejercicio presupone un cierto conocimiento de álgebra lineal.) Sea A una 
matriz simétrica. Muéstrese que A es definida positiva si y sólo si los autovalores 
de A (que existen y son reales, pues A es simétrica) son positivos. ¿Es cierto esto 
si А no es simétrica? 


5. Verifíquese que la matriz 


10 0 
00 0 
0 0 -l 


cumple А, > 0 pero que la matriz по es semidefinida. 


6.  Determínese la naturaleza del punto crítico (0, 0) de la función x° + 2xy? — y* + 
¿+39 +y +10. . 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 6 


6.1.2 Teorema Sea A un conjunto abierto en R" y supóngase que f : A => К" es 
diferenciable en xy. Entonces Df(x,) queda determinada de forma única por f. 
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Demostración — Sean L, y L; dos transformaciones lineales que satisfagan las con- 
diciones de la definición de la derivada. Debemos mostrar que L, = L,. Fíjese e E R”, 
[е] = 1 y sea x =x, + Ае para A Є R. Entonces, obsérvese que 


Па Ае Lz- Ае| 


М = 15-х] у. е-е = El 


Como А es abierto, x € A para À suficientemente pequeño. Por la desigualdad triangular, 


ше Lo- ell = [Шз (e хо) — Lola — ху)|| 
к= xoll 


ПЛО) —/(хо) — Li — xoll 
lix — xoll 
Пб) — Лоо) — Lala — xol} 


lx — xoll 


Cuando A -э 0, estos dos términos tienden a 0, de modo que L, -e= L,- e. Nuestra 
selección de e fue arbitraria, excepto porque |je.= 1. Pero para cualquier vector distinto 
de cero y ER”, ДЫ = e Пепе longitud 1, у, por linealidad, si L,(e) = L,(e), entonces 
10) = 1.0). и 


6.2.2 Теогета Supóngase que А С R" es un conjunto abierto y que ў: А > R” es 
diferenciable en A. Entonces las derivadas parciales д. £/0x, existen y la matriz de la 
transformación lineal Df (x) con respecto a las bases canónicas еп К" у R" está dada por 


л % 2h 
дх\ aaa Xn 
з 9 df 
ðX, Ox 9х, 
дх\ дл дх, 
donde cada derivada parcial se evalúa en х = (х, . . . , х,). Esta matriz es la matriz 


jacobiana de fo matriz derivada. 


Demostración Por definición de la matriz de una transformación lineal, el ele- 
mentoj, і de la matriz de D f(x) es la j-ésima componente del vector DF e = Оу) 


aplicada al ¡-ésimo vector е, de la base canónica. Llamamos a esta componente аз. Sea 
y=x + he; para h ER y obsérvese que 


Iro) -fw - Df) - Y — all 
liy — «ll 
Ct оха) — fO Xa) — ADS) -eil 
1 ІА ў 


Como esto tiende a cero cuando й - 0, también lo hace la j-ésima componente del 
numerador, y entonces, cuando й > 0, 


Gni hka) HAX) hail _ А 
ПА Ñ $; 4 e 


Por lo tanto, 


aj = jim н +... л) GEA) he af 


в—0 һ Ox; Е 


6.3.1 Proposición Supóngase que А С R" es abierto y que ў: А э К" es 
diferenciable en A. Entonces f es continua. De hecho, para cada xy Є A existe una 
constante М > 0 y un & > 0 tales que |х -x| <ô implica] f(x) — РО) 5 міх - xol 
(esto recibe el nombre de propiedad local de Lipschitz). 


Para la demostración, recordemos que si L : R" > R” es una transformación lineal, 
entonces existe М, constante tal que [|| £ Мх] para todo x Є R” (véase el ejemplo ` 
resuelto 4.4 al final del capítulo 4). Aquí tomaremos L = D f (xo). 


` Demostración Para demostrar la continuidad, basta demostrar la propiedad de 
Lipschitz ya enunciada, pues dado £ > 0, podemos elegir ô= mín(S,, €/M). Para demos- 
trar la propiedad de Lipschitz, sea € = 1 en la definición de la diferencial. Entonces 
existe б, tal е $, implica І 


ПАО) — Ро) — Dx — xoll] < ||х — xoll, 


lo que implica a su vez que 


1160 = Лоо] = ID wo — xol + 11 — xoll 


(aquí usamos la desigualdad triangular en la formal] -ldl<l]» zh que se sigue de 
escribir y = (y — 4) +2 y aplicar la forma usual de la desigualdad triangular). Sea M = 
M, + 1 y usemos el hecho de que |[DF(x, MA — ху Jl < Miš- ху] para obtener el resul- 
tado. n 
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6.4.1 Teorema Sean ACR” un conjunto abierto y f : A C R" К". Supóngase 


quef=(f,..., fa} Si cada derivada parcial ðf, /0x, existe y es continua en А, entonces 
fes diferenciable en A. 


Demostración Si Df(x) existe, su representación matricial debe ser la matriz 
Jacobiana, por el teorema 6.2.2, Necesitamos mostrar que con x Є А fijo, para cada > 
0 existe б> 0 tal quel]y- х| < б, y € A implica | 


IFO = о) -DWO — al < elly- xl. 


Para ello, basta demostrarlo para cada componente de f por separado (¿por qué?). Рог 
lo tanto, podemos suponer que т = 1. Escribimos 


ХО) - ЈО) =/бу,... у) — FAY уа) HSA Ya -aa Yn) 
— Дол, хз, уз... ул) ЖРО, з, Уз...) 
= f(X1,X2,43, Ya, --->3n) 
A A O 


Ahora utilizamos el teorema del valor medio, que implica 
д 
Оу... Yn) РО, Y yn) = Ja бт Ya MY = Х|) 
1 


para algún и, entre x, еу, О»... » Ya están fijos). Escribimos expresiones similares para 
los demás términos y obtenemos | б 


д 
Ху) - ғо) = (2 шз) (у= х) 
Х\ 


+ (шыу... ә) (уз — xo) 


++ (Lost... ini) (Yn = Xn). 


дх„ 


Como Э/(х)(у – х) = ў`,_,(д//дху)(х\,...,х„)(у; А), 


ШАО) - од — FO | < ДЕ a 
Й Х| дх\ 
Ñ | 
1 } Mba 


Xn 
usando ła desigualdad triangular y el hecho de que |» -x)| 5 [у- xl . Como los términos 
9f/0x, son continuos y ш; está entre y, у x, existe 5 >0 tal que el término entre llaves es 
menor que € para lx- x| < 6. Esta estimación demuestra nuestra afirmación. Ш 


tot 


д 
(Ab + +++ Xn—1> Un) = aa 
VE 


6.5.1 Regla de la cadena SeanA CR" abierto yf: A — R” diferenciable en xy € 
A. Sean B C R" abierto, f(A) C B y 8 : B — К” diferenciable en f(xp). Entonces, la 
composición g © f es diferenciable en xy y D(g ° fXxo) = Dg (xo) ° D fixo). 


Demostración Рага demostrar que D(g • f)(xp) + y = Юа(/(х,))- (Df (xo) - y), mos- 
traremos que 


иш EOSO — 8 2/00) — Delo) - [Df Eo) — ll L y 
5—0 lx — xoll ` Ан 


Рага ello estimamos el numerador como sigue: 


lle of% — воо) — De(f(x0)) · (Б/(хо)(х — xod) | 
= IO) — ¿U' 00) — DELI -fo 
+ DEKDU — F0) — Ю/(хо)(х — xo)M| 
= left) — 20700) — Def) — Ро) 
+ [IDEED — Ро) — Ю/(хо)(х — хо] 


ör la desigualdad triangular Como” fesdiferenciable; existen” ây y М > Ortales que ~mm] 
(лоо = fx ү = Mix = xol siempre que |x =- хо < б„ por el teorema 6.3.1. Dado £ > 0, 
por la definición de la diferencial de g, existe д, > 0 tal que |» — £(xp)] < ô implica 


8) = 8&0) — DEED -Fl < (55) 1 —/ ©. 


Así, lle- xol < 6, = min{ ê, б} implica 
IeU0d) — вС/(хо)) — D8 KD — FMI! 2 


х — xoll 


Nin 


Como De(f(xp)) es una transformación lineal, sabemos que existe N constante tal 
quel|Dg(f(x,)0]] = ~ [pl] para todo y Є R”, donde podemos suponer que № # 0. 
Ahora bien, por la definición de la diferencial, existe б,> 0 tal que le = xol < 6, implica 


Про) — оо) — убо — xoll с € 
Ilx — xof] 2М` 


Entonces |х - ху] < & implica 
` DEEDE) — fo) — Df (xo) — хо)]|| 
mol 


„ Мо) — fo) — Df (xo – xoll € 
= 2 e L, 
lx — xoli 2 
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Sea б= min{ ô, ô}. Así, |x- xof < Simplica 


llego FG) — g o fixo) — Dg (xo)) - Ю/(хо)(х — хо) 


Ho — xoll 
с EGO — 8(£60)) – DEFI) -faol 
Е Їх — xoll 
[Def KDA) – f0) — Ооо) – MN = є a 
+ <i+z=e€, 
х — xol | 2°2 
lo que demuestra la fórmula. ш 


Nota. Llegados hasta aquí sería conveniente que el estudiante regresase a la de- 


mostración de la regla de la cadena en §4.7 y comparase ambas demostraciones. 


6.6.1 Proposición Sean А С R" abierto y f: A э R" y g : А >R funciones 
diferenciables. Entonces gf es diferenciable, y para x € A, D(gfX(x) : R! > R” está 
dada por D(gfXx) е = gD x) - е) + (De(o) - е)/(х) para todo e Є R" (esto tiene 
sentido, pues g(x) ER y Dg(x) -e ER). 


Demostración Dado € > 0 y x, € A, sea б> 0 tal que |x — xa] < $ implique 
i [еб] = jg) +1 =M. 


й, а) — f (xo) — Ю/(хо)(х — хо) < 3!» ~ xoll- 


iii еб) — 200) — Юр(хо)(х — х) = Ion -= xoll. 


iv. ео) – 20] < £/3M, donde [рех < M|įy (iii y iv se necesitan solamente 
ЫР) £ O y Dfa) # 0). ¿Por qué es posible esta elección de 8? 


= Р 
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Con lle = xoll < б у la desigualdad triangular, obtenemos 


Пес) — 20 wo) — (хо) оох — хо) ~ [Dg(xoMx — хо)] fl 
< [ооо — gaxo) — gDr (xo Ma — хо)|| 
+ есд (xo) — хо) — (хо) (хо) — хо) 
+ [iga (x0) — gro Y (xo) — Dgo) — хо)] foll 


є||х — xoll 
Зод] 


elle -xoll , 
3M 


=eļlx— xoll. m 


SM: feol 


Е 
S Mlle ol) + 


6.7.1 Teorema del valor medio 


i. Supóngase que f : A C R" >R es diferenciable en un conjunto abierto A. Para 


segmento tal que 


FO — ГО) = Df) (y — x). 


ii.  Supóngasequef:A C R" > К" es diferenciable en el conjunto abierto A. Supóngase 
que el segmento de recta que ипе x con y está contenido en A y que f= (№, ... 


Entonces existen puntos C,, . . . , с, еп dicho segmento tales que 


Му) - Ло) = русу – х), ї=1,...,т. 


Demostración 


і La función h : (0, 1] >R definida por A(t) = f((1 – дх + ty es derivable en геп ]0, 
1(. Existe 4 Є ]0, 1[ tal que A(1) – А00) = A*(H( – 0), por el teorema del valor 
medio para una variable. Ahora, А(1) = f(y) у h(0) = f(%). Al derivar mediante la 
regla de la cadena, obtenemos (д) = ОУ (ИІ ~ ух + toy JO — x), pues la derivada 
de (1 — дх + гу con respecto de г es у.– х (justifíquese). Por lo tanto, podemos 


tomar c = (1 — 5)х + toy. 


ii. Еѕіо se sigue de aplicar i a cada componente de f por separado. ш 
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cualesquiera x, y È A tales que el segmento de recta que une х соп y esiéend (lo ~ 
que no debe necesariamente ocurrir para todo x, y), existe un punto c en dicho 


v Fm): 


l 
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т 
| 6.8.2 Teorema Sea f:A CR">R dos veces diferenciable en el conjunto abierto 
! A. Entonces la matriz de D’ f(x) : R" xR">R en la base canónica está dada por 


ef ef 
âX; 0X1 А, дх|дх„ 
| ; + E 
| ef Фү 
дд O Xd 
donde cada derivada parcial está evaluada en el puntox=(X,,...,X,). 


Demostración La representación matricial de Df: A > L(R”, R) es el vector fila 
(0f/9x,, ..., 9f/dx,), de modo que por el teorema 6.2.2, en una versión adecuada para 
los vectores fila, D?f : A э R” está dada por 


ef of f 
ХІ ðX дх|дх» Өх Xn 

| Èf ef ef 
дхһдху дхһдх ` х„дхһ 


Si consideramos D? f сото una aplicación bilineal, la representación matricial no cam- 
коо bia, como muestra un análisis de la definición. ш 


6.8.3 Simetría de las derivadas parciales cruzadas Sea f: A >R” dos 
> veces diferenciable en el conjunto abierto A con D?f continua (es decir, con las funcio- 
nes д?} /9x,0x, continuas). Entonces D°f es simétrica; es decir, 


Df), хә) = DF OO, ху), 


і о, en términos de las componentes, 


Ph dfe 


Әхідху axax 


Demostración Mostrar que D? f(x) - (у, 2) = D? f(x) - (z, y) es equivalente a estable- 
cer que 


м" 


h Pe 


ёх;дхр  OXjOx; 


Е Ц Є 


ар 


A EN „зз OLEME REET б бз» 
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Manteniendo las demás variables fijas, podemos limitarnos al caso bidimensional, Así, 
podemos suponer que fes de clase С? en A С R? y que es escalar. Como sugiere el 
texto, consideramos, para (x, y) € A y h, k pequeños, la cantidad 


Shi = [/(х + hy +Kk)—f(+ Һ,у)] — Ро, y +1) — f(x, y)). 


Definimos la función g, como (и) = f(u, y +k) — f(u, y), y, motivados por la figura 
6.8-1, observamos que la fórmula para $„, se puede escribir como 


Shk = grx + h) = рех). 


Así, por el teorema del valor medio, S,,,= 8; (сь) · рага algún cp, entre x y x + h. Por 
lo tanto, 
2 


F е dha) > hk 
Fy gg do Shk . 


д, д, 
Srs = (Enya - Lion) -h= 


para algún d, entre y e y +k. 
Pero $, es “simétrica” con respecto de h, k y de x, y. Al intercambiar los dos térmi- 
nos intermedios еп Sp, podemos obtener (de la misma forma) 


2 


27 (ёл, dx) > ВК 
ахду Cho dh) ВК. 


Shk = 


Al igualar estas dos fórmulas рага S,,,, cancelar h, k y hacer h > 0, k => 0 (usando la 
continuidad де D*f) obtenemos el resultado. п 


Nota. Не aquí un refinamiento de lo anterior: si fes С! y 02//дхду existe y es 
continua, entonces д?//дудх existe y ambas son iguales. Esto requiere un poco más 


de esfuerzo que la demostración anterior, pero la idea es la misma (véase el ejercicio 
24 al final de este capítulo). 


6.8.5 Teorema de Taylor Sea f: А —э К de clase CŒ para A С К" un conjunto 
uabierto. Sean x, y Є А y supóngase que el segmento de recta que ипе х con y está 
“contenido en A. Entonces existe un punto с en ese segmento tal que 


rt 


lo 
ло) о = У OO yD DAO 7 


k=l 
donde роу у — х,... y —x) denota D*f(x) como una aplicación k-lineal aplicada a 
la k-upla (y —x,..., y — x). En coordenadas, 


DFR —х.....у-х)= y IC \ И e 
УТА = 7 =) On = An) Yig — Xip) 
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Haciendo y =x + h, podemos escribir la fórmula de Taylor como 


ғо + ћ) = Јо) + Оро) А+ + р") -(h,..., h) + А, (х, В) 


(r= 1)! 


donde А, _ (х, л) es el resto. Además, 


R x, h 
ES =0 cuando h=0. 


Demostración Si recordamos que 


d > ‚к Eg ; 
gI + = о) h= y Fa +0) 


жр сыт 


por la regla de la cadena, entonces podemos integrar ambos miembros desde ¢ = 0 hasta 
t = 1 para obtener 


ón 
fa+h) – Р) = ў, 5 ŠL te + hyhi, 
ыр еч 


Si integramos la expresión del miembro derecho por partes y usamos la fórmula general 


1 


1 1 
dv du 
Uy A =-/ var dt + uv 


+0 0 


соп u =(09f/dx)(x + th)h, y v =t- 1. Entonces, 


nop ao д y 5 
af ef 
ga мй = Ја -! хат) + Y hi), 

У) 9х 2 0 ахах Э D ti эх; 
pues 
йш _ 02 
T = Jx L (x +), 


рог la regla de la cadena, y 


1 1 
=(- DL + thh; | = Eon. 
дх; у Әх: 


uv 


0 
Por lo tanto, hemos demostrado la identidad 


п 


J+M)-J0) =), La А+, х) 


izl 


A үнөн чүн (бүлөнү LI A тетүү зге т ее sonar 
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donde 


Е + 1h)h;hy dt. 


Ri(h,x) = Epa 


ik=1 


Como || < [la], obtenemos 


[Ri h, хо)] = ІА (El а-2|- 


ikal 


Eo + m) a) 


Si integramos R,(h, х) por partes nuevamente, con 


y 0-1) 
= 10h; =- я 
и ЕЕ у v 5 
obtenemos 
Ri x)= у: [9 UZD A dyi ys z Ohh 
а OXOX OAE К 2дх; e ы 


лр m oee з ma 


eamas Бы 


Así, hemos demostrado que 


hil 
Хаж = ЭИ > = E (х) + 0, х), 
Aj 


donde 


RaAh,x) = 5/5 Les (a + А) dt 

? E дхдху дд жын 
El integrando de la última fórmula es una función continua y, рог lo tanto, está acotada 
en una pequeña vecindad de х (recuérdese que tiene que estar cerca del valor de la 
función en х). Así, рага M = 0 constante y lla] pequeña, obtenemos 


|Ra(h,x)| < АМ. 
En particular, R(t, хо) ДА] < [АМ — 0 cuando h -э 0. La fórmula para el resto esta- 


blecida en el teorema (la forma de Lagrange para el resto) se obtiene al aplicar el segun- 
do teorema del valor medio para integrales. Recuérdese que éste establece que 


b b 
f fe) dx = f(c) / 28(x) dx, 
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siempre quef y g sean continuas y g > O en la, Б]; en este caso, с es cierto número entre 
a y b (véase el ejercicio 45, capítulo 4). Así, 


К.й, хо) = > / а-у 2 _(х +) de 


ikel 


1 
= Í A — DDE + А, h) de = 202) h) 
А ( 


donde с está en la recta que une х соп y = х + h. Análogamente, 


1-1 a 
Ra(h, хо) = эк тр T жок (х +) уй di 
i Xk 


ij kel 
1 = 1 

=f ESD рзд h- hh di = NO hhh) 
0 $ 


donde с está еп la recta que une х соп у= х + Л. Se puede proceder por inducción, 
usando el mismo método para obtener е1 resultado general. п 


Observación 1 Con un poco más de esfuerzo, se podría demostrar un teorema 
más fuerte: si fes de clase С”, entonces 


+= 0 + У юу А+ Кх, П) 


kzl 
donde 
R,(x, h) 
[lall 
cuando h > Оеп К“, Dejaremos esto para eMector interesado. 


=0 


Observación 2 Otra demostración utiliza la fórmula de Taylor del cálculo de una 
variable como sigue. Sea 80) = /(х + Қу-х)) para x € [0, 1]. Si aplicamos la fórmula 
de Taylor en R, existe Г € [0, 1] tal que 


ri 


1 1 A 
80-20) = У OO + 8000, 


k=ł 
Obsérvese que g(1) = fO) у #00) = f(x). Sea рї) =x + Hy- x). Entonces g = fo РУ 
Dp(0(1) =y —х para todo x, y en consecuencia, por el ejercicio 6b al final de este capítulo, 


2890 = DROL, D =D р(ду(®р@)(1),... DOM) 
= рх + y = DA... y х). 


E O en зыт зл лоч e Se Жз . e a ero 
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Sustituyendo, obtenemos 


ri 


SOLO = Y DIO IDA DIO у=), 
рут ! 


lo que completa la demostración, сопс = х + Т(у-х). 


6.9.2 Teorema Sif:A СЕ" ә Кез diferenciable, A es abierto y xy EA es un púnto 
extremo de f, entonces D f(x) = 0; es decir, ху es un punto crítico. 


Demostración Si Df(x,) + 0, podemos encontrar que x € К" tal que Df(xp)x = 
c +0; digamos que с > 0. Ahora encontramos un @ > 0 tal que 51 [А] < 5, entonces 


[fcro +4) — Ло) — Ву(хо)н < gmj!!! 


Seaà > Otal queA ||| < б. Si elegimos h= 2х, obtenemos|| f(x, + Ax) — (хо) – Р(х )А Х| 
=] = X2. Como DIAZ = Ac, obienemos /( + Ax) f) > 0. 
Análogamente, | f(x, — Ах)— /(х„)+Ю/(х,)Ах] < cA/2 implica f(xy -Ах) — /(х) < 0. 
Como flx +2x) > Ру) y f(x) Ax) < Ју), vemos que f(x) no es ип valor extremo local. 
Es decir, podemos determinar puntos y arbitrariamente cercanos a хо tales que /(у) > f(x0) y, 


análogamente, existen puntos y arbitrariamente cercanos a xy tales quef(y) < ftp). a 


6.9.4 Teorema 


i Sif: A C R" >R es una función С? definida en un conjunto abierto А y x, es un 
punto crítico de f tal que H, (f) es definida negativa, entonces f tiene un máximo 
local en xy, 


ii. Sí ftiene un máximo local en xy, entonces H, (f) es semidefinida negativa. 


Demostración 


i. H, Xx, х) < 0 para todo x + О en R" implica D? f(x X(x, х) < 0 para todo x #0 
en R”. Por el ejemplo resuelto 4.5 al final del capítulo 4, una aplicación bilineal es 
continua, y entonces D?f(xp)(x, х) es una función continua de х. Además, 5 = {x 
ЄВ" | [x| = 1} es compacto, por lo que existe un punto х Є 5 tal que 0>Ю?Д(х,)( х, 
Ж) 2 Ю?/(ху)(х, x) para todo x Є S. Sea ғ = -D f(x) X, Y). Entonces Df), х) 
= JKD] x/l) < —e |x]? para todo x # O en R". Como D?fes conti- 
nua, existe б> 0 tal que ly! <8 implica||D*£(») - р? f| <€ /2, y pode- 
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mos también elegir $ de modo que D(xy, 5) C A. Si y Є Р(х, б), el teorema de 
Taylor nos da 


Los i 
Ау) — f (xo) = Ю/(хо)(у — хо) + zP TOO — Xo, Y — Xo), 
donde сє Є D(x, б). Así, 


ID? - зо) < 5 
implica 


DIO) — xo, y — хо) 
ҳ Ооу — xo, y — хо) 
+ [ID (Cy — xo, y — хо) — Ю?Д(хо)(у — xo, y — хо)|| 


E Е 
< -[у— з? +5>— xol? ТЕЕ 


Como Df (xp) = 0, el teorema de Taylor implica 


ln 1 2 
JO) $00) = Юу — ху = x0) < 5 (-5l)y ло?) < 0. 


Por lo tanto, fO) < /(х,) para todo y E D(x» б), y # X por lo que f tiene un 
máximo local en ху. 


й. Рага demostrar esta parte del teorema, razonaremos por reducción al absurdo. 
Sea funa función con un máximo local en х, y supóngase que 0° (х,)(х, х) > 0 
para algún x ER”. Ahora considérese g(t) = – f(x, + tx). Como festá definida en una 
vecindad de xy, g está definida en una vecindad de O. Tenemos que D?g(0X(1, 1) = 
= х0), x) < 0. Usamos la demostración de i para afirmar que existe 5 tal que 
si |z] < бут # 0 entonces g(r) < (0). Así, |г| < 8 implica f(x, + tx) > (д), por lo 
que fno tiene un máximo local en x. Esta contradicción implica que О? (х,)(х, х) < 0 
para todo х Є R". Por lo tanto, Н, (f(x, х) £ 0 para todo x ER”. ы 


Ejemplos resueltos del capítulo 6 


Ejemplo 6.1 Sea f: BCR" >R, donde B = {x ER" | la] = 1}, una función 
continua que además es diferenciable enint(B). Supóngase que f(x) = 0 en 0(B). Mués- 
trese que existe un punto хо € in(B) tal que Df(xp) = 0. 


Ejemplos resueltos del capítulo 6 > 


Solución Ésta es la versión multidimensional del teorema de Rolle. Si fes idéntica- 
mente cero, el teorema es trivial. Por lo tanto, supongamos que f(x) # О para algún x Є 
int(B). Entonces f alcanza un máximo o un mínimo en un punto interior, pues В es 
compacto. Así, existe un punto extremo ху € int(B) y el teorema 6.9.2 implica que 
Dfíx)=0. Ф 


Ejemplo 6.2  Muéstrese que para una aplicación bilineal f: R” X R” > RP, tene- 
mos que Df(Xo Yx, у) = Ро у) + f, yo). 


Solución Sabemos que f es diferenciable, pues vemos en su representación matricial | 
que las derivadas parciales son lineales y, por tanto, continuas. Como f(x, yọ) es una 
función lineal de x, la derivada en la dirección (х, 0) es О/(хо, уо)(х, 0) = f(x, yo), como | 
еп el ejemplo 6.2.4. Análogamente, О (хо, ¥0)(0, у) = / (ху, y). Como D f(x, yo) es lincal Е 
y (х, у) = (x, 0) + (0, y), tenemos que Ру(хо, Yox, у) = Ро у) + О у). Ф 


————Ejemplo:6.3— Encuéntrese la jacobiana de ў(хгу)= (senf seny); (+ у); f: R?™= R? 


Solución Tenemos que 


л = isen (хѕепу)) 
= соѕ(хѕеп 2 (x seny) = sen y cos(x sen y); 
df 


д 
Ер 2(x +) + y) = 2x + y); 


д, 

añ = cos(xseny)-2(xsen y) = cos(xsen y)x cos y; 
ðy ду г 
д 

З огъу). 

ду 


Así, por el teorema 6.2.2, la matriz jacobiana (donde x = ху e y = x,) es 


sen y соѕ(хѕепу) хсоѕ y cos(xsen y) + 
2(x +y) 2(х + y) ` 
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Nota. Las matrices jacobianas no son simétricas en general; de hecho, ni siquiera 


tienen que ser cuadradas. La simetría es una propiedad única de la segunda derivada 
de una función f : R" > К. 


Ejemplo 6.4  Determínense los puntos críticos de f(x, у) = х З + y y si f tiene un 
máximo (local), un mínimo (local) o un punto silla en cada uno de estos puntos criticos. 


Solución Los puntos críticos son precisamente aquellos (x, y) рага los que 


of 2 of 

—=%W-6x=0 n= ay = 0 

дх él | А ду y=0 
Al despejar x vemos que o x = Оох = 2. Por lo tanto, los puntos criticos de f son (0, 0) 
y (2, 0). La matriz hessiana en (x, y) es 


Ef y 

дхдх дхду Е ( 6x-6 0 ) 
а?у ef a 0 2) 
дудх дуду 


En (0, 0), Іа hessiana es 


(a) 


y A, = 6, А, =—12. Por lo tanto, f tiene un punto silla en (0, 0). En (2, 0), la hessiana es 


(22) 


y A, = 6, А, = 12, por lo que f tiene un mínimo local. Esto lo confirma con la gráfica 
por computador que aparece en la figura 6.ER-1. 


Ejemplo 6.5 Sean А un conjunto abierto convexo en R" y f : R" > R" una función 
diferenciable, con derivada continua. Supóngase que рух) 5 м|у| para todoxE А 
e y ER”. Demuéstrese la desigualdad del valor medio: 


|[/ол) — ЛО = Мх — 5]. 


ч Ejercicios del capítulo 6 


“FIGURA 6ER.1 La gráfica de f(x, y) =X- 3x? + y? 


Solución Paran = 1, т = 1, esto se sigue directamente del teorema del valor medio. 
Para el caso general, obsérvese que, por la regla de la cadena, (4/4) (f(tx, +(1 — Dx) = 


Ю/@х, + (1 -t)x) » (х, — x). Integramos ambos miembros con respecto a t, desde г = 0. 


hasta £= 1 para obtener 


1 
Хх) - fa) - [ уху + (1 —)хә)- (x1 — x2)] de. 


Esta integral se define como la integral de las funciones componentes. Al adquirir valo- 
res absolutos y usar la hipótesis sobre Df obtenemos el resultado pedido. Hemos usado 
el hecho de que el valor absoluto de una integra! es menor o igual que la integral del 
valor absoluto (véanse las observaciones después de 4.8.5 y obsérvese que el caso de 
las funciones vectoriales es análogo). + 


Ejercicios del capítulo 6 


Ll Sif:AC R” >R” yg : ВСЕ" = R” son funciones diferenciables en los conjun- 
tos (abiertos) А y B y a, son constantes, demuéstrese que af + 82: АПВ С 
К" > R” es diferenciable y que D(a f + 8а)(х) = aDf(x) + BDg(). 
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Sea f: A СК >R” y supóngase que df, /dx existe рагаѓ= 1,..., т. Muéstrese 
que Df existe. 


Sea f : [0, %[ > R una función continua tal que f es diferenciable en ]0, oo[. 
Supóngase que f(0) = 0 y que f(x) > 0 cuando х > +œ. Muéstrese que existe 
c € ]0, œf tal que f'(c) =0. 


Si f: A CR" ә R” es una función constante, muéstrese que Df(x) = О para todo 
VEA: 


Calcúlense las jacobianas de las siguientes funciones: 


FG, y) = sen Q? + у?), 
f(x,y,z) = (z sen x,z sen y). 
Jay) = ху. 
Дх, у,г) sr +y. 
FG, y) = (sen (ху), cos(xy), х?у?). 
Ро, у.) = 0. 
Хо, у, ) = хуг. 
ЈО, у,2) = (29, х? лап(хуг)). 


кою го б еб о тов 


а. SIf:ACR">R"yg:B с R” > R” son dos veces diferenciables y f(A) С B, 
entonces para xy E A, x, y Є R” muéstrese que 
D? (g о Prol, y) = DU в(/(хо)))(Ю/ (хо) x, Df (хо) - у) 
+ Deo) - DF, у). 


b.  Sip:R"-—=+R” es una transformación lineal más una constante y f: A C R" > 
R*es k veces diferenciable, demuéstrese que 


ЮУ о р)(хо)б,....д) = DA pr DANA, Юр(хо)(х)). 


Determínense los puntos críticos de las siguientes funciones y si éstos son máxi- 
mos locales, mínimos locales o puntos silla: 
a fay=+6+3y — 121y+9x. 
b. f(x у) = ѕепх+у? – 2у+1. 
х,у, 2) = соѕ 2х: ѕепу+ 22. 
fayz) = (х+ужг). 


9 


8. 


9. 


10. 
п. 
12. 


Ejercicios del capítul 


“an Deñsc ejemplos de cada tipo de'coñjiititó qué по едй tonvexos. 7 


RA A A NS O ERA EN E INE men 


об 


Muéstrese que si f: A С R? — tiene un punto crítico xy E A y 
q 


у Y ar y 
9X10x1 0x20% 0x1 0x2 

se evalúa en хо, entonces 

a. A>0yd?f/0x,0x, > 0 implican que f tiene un mínimo local en ху. 


b.  A>0y0?f/0x,0x, <0 implican que f tiene un máximo local en xy. 


e  A<0implica que x es un pinto silla de f. 4 


Considérense las siguientes dos propiedades para un subconjunto X de R": 


1 Existe un punto xy € X tal que cualquier otro punto х de X se puede 
unir соп xy mediante una línea recta contenida en X. 


2 Existe un punto х, € X tal que cualquier otro punto x en X se puede 
unir соп ху mediante una curva diferenciable en X. 


b.  Muéstrese que si X es un conjunto abierto en Ж" que satisface cualquiera 
de estas condiciones y f: X >R сз una función diferenciable con diferen- 
cial nula, entonces fes constante. 


с.  Muéstrese que si X es un subconjunto abierto de К”, entonces las siguien- 
tes propiedades son equivalentes: 


i. La condición 2 anterior 

ii. La conexión por arcos de X 

iii. La conexión de X 
Demuéstrese el análogo del teorema 6.9.4 para mínimos. 
Demuéstresc el análogo de la proposición 5.3.3 para f: А C R" > R”. 


Una función f: R” KR es homógenea de grado m si f(tx) = t” f(x) para todo x € 
R" yt ER. Si fes diferenciable, muéstrese que para x ER”, 


ЕА = mfx). 


i 


Dfa) =mf(x), es decir, y xi 
я 1 


э, = 


а 


Muéstrese que las aplicaciones multilineales еп variables dan lugar a funciones 
homogéneas de grado k. Dense otros ejemplos. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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Úsese la regla de la cadena para encontrar las derivadas de las siguientes funcio- 
nes, donde f(x, y, 2) = + yz, g(x, у) =y? + ху y h(x) = sen x: 


p 


Fox, y. 2) = f(A), 2(x, y), 2). 
Сх, y, 2) = hfa, у, 80, y). 
с. Hix, y,2) = g( f(x, y, ВО), ez, y). 


= 


Determínense también fórmulas generales para las derivadas de F, G, H. 
a.  Extienda el ejemplo resuelto 6.2 a las aplicaciones multilineales. 


b.  Aplíquese el resultado en a al caso de la aplicación determinante det : R= 
R" X- -- X R" = R, para mostrar que A Є R” es un punto crítico de det sii 
Р q р 
A tiene rango 5 п-2. 


Sca f :R > R diferenciable. Supóngase que no existe x ER tal que fy f’ se anulen 
simultáneamente en x. Muéstrese que 5 = {х | 0 s£ x< l, х) = 0) еѕ finito. 


Si f: R" э R” es diferenciable у D f es constante, muéstrese que fes un término 
lineal más una constante y que la parte lineal de fes el valor constante de Df. 


Sif:ACR">R es de clase C’ y Ю/ (ху) = 0, Р? f(x) = 0, . . . , р" ' f(x) = 0 pero 
D'F(xp Mx, . . x) < O para todo x ER”, x # 0, demuéstrese entonces que ftiene un 
máximo local en xp. 


Demuéstrese que la:ecuación х? + bx + с = 0 соп b > 0 tiene exactamente una 
solución x ER. 


En cada uno de los siguientes problemas, determínese la fórmula de Taylor de 
segundo orden para la función dada en torno al punto dado (Xy, yg): 


Ду) = (х + у)”, x0=0,y0=0. 
fx, y) = е“, хе = 0, yo = 0. 
Ду) =1/0 + у? + 1), ху = 0, уо = 0. 


e. о г Ёё 


х,у) = e=% = соѕ(ху), хо = 0, уо = 0. 

e f(x,y) = sen (ху) + соз(ху), хо = 0, yo = 0. 

{ fy) = eë" cosy, xo = 1, уо = 0. 

Sea L : R" — R" una transformación lineal. Defínase |Д =in£(M | Lx] = МА] 


para todo x ER”). Muéstrese que | y | es una norma еп el espacio de las transfor- 
maciones lineales de R” en К”. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


26. 


27. 


28. 


29, 


30. 


а. Sea f:A СЕ" У В y supóngase que para algún entero k, А, < 0, donde A, se 
evalúa en хо. Muéstrese que f no puede tener un mínimo (local) en хо. 


b.  SiA,<0 para algún К par, demuéstrese que f tiene un punto silla en xp. 


Dése un ejemplo de una función continua f: 10, Ц —› R cuya gráfica no sea 
cerrada. ¿Puede ocurrir esto para f: A CR > R, donde A es cerrado? 


Escríbanse los primeros cuatro términos del desarrollo de Taylor de Іор(соѕ х) en 
torno ах = 0. 


Sca f(x, y) una función escalar sobre R?, Muéstrese que si fes de clase C! y 
ð? f/ðxðy existe y es continua, entonces 82//дудх existe y д°//дхду = ð’ f/ðyðx 
(esto es más débil que decir que f sea de clase С?). Generalícese, 


Sea f: R” >R y supóngase que las derivadas parciales ð f/ðx;= 1,..., n, existen 
y que df/0x,, i= 1,...,п – 1 son continuas. Demuéstrese que fes diferenciable. 


а Sif: R >R yf existe en una vecindad de x= a y lím ¿Pio al, de- 
muéstrese que f’ (a) = =1, " 


b. Ѕеа р(х) = 1 51 х<0у g(x) =0 si х > O. ¿Puede ser g la derivada de alguna 
función? 


Seaf: A > R continua, donde A CR” es abierto. Supóngase que todas las deriva- 
das direccionales existen y que еп cada хо € A determinan una transformación 
lincal. ¿Debe f ser diferenciable? 


Supóngase que definimos un nuevo tipo de conexión como sigue: un conjunto 
MC R” es “diferenciablemente conexo” si cualesquiera dos puntos х, y Є M 
pueden unirse mediante un arco diferenciable y : [0, 1] > R". ¿Cómo son los con- 
juntos diferenciablemente conexos? Dése un ejemplo de conjunto conexo por ar- 
cos que no sea diferenciablemente conexo. ¿Qué ocurre con los conjuntos abiertos? 


Sean f(x) = хе", x E€ [0, о[,п= 0, 1, 2,.... 


a. — Muéstrese que f(x) = У" f(x) existe. Calcúlese f explícitamente. 


=} 
b.  ¿Esfcontinua? 
с. — Encuéntrese un conjunto adecuado donde la convergencia sea uniforme. 


d. ¿Podemos derivar término a término? 


Supóngase que f: R >R está acotada y que tiene derivada continua. ¿Qué es 
correcto y qué incorrecto en la siguiente serie de argumentos? 
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31. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Capítulo 6 Transformaciones diferenciables 


Queremos demostrar que el conjunto F de todos los puntos en los que f tiene un 
máximo (absoluto) es cerrado. Como fes diferenciable, es continua. Por lo tanto, 
alcanza su máximo; es decir, Т no es vacío. Denotamos por $ el conjunto de 
puntos en los que f'(x) = 0. Entonces T E S. Por otro lado, si x € 5, entonces f(x) = 
0; por lo tanto, f alcanza un máximo o un mínimo. Si alcanza un máximo, debe- 
mos tener f(x) > 0. Por lo tanto, T= SN {x EES) 2 0). Como {x fo 20) es 
cerrado, al igual que 5, Tes cerrado. 


¿Es T realmente cerrado, o no lo es? 


Sea A C R” compacto, y construyamos el espacio normado C(A, R) como en el 
capítulo 5. Defínase, рага x, € A, 9, : C(A, R) => R; f f(x). Demuéstrese 
que 5, es diferenciable. 


Sea f: R? —> R dada por 


vay 
?+у? 


si (х, y) # (0, 0) y (0, 0) = 0, Muéstrese que 4//дхду y 0?f/dyóx existen en (0, 0) 
pero que no son iguales. р 


Usese el teorema de Taylor para demostrar el teorema del binomio, 


(a+b = y (") ачы". 


k=0 


Considérese la sucesión de números reales 


1 
2+ зт 


T 2+ А 

(una fracción continua). Muéstrese que es convergente y determínese su límite. 
Sea f: Ja, b| => R dos veces diferenciable. Supóngase que f se unula en tres 
puntos distintos. Demuéstrese que existe с E Ja, b[ tal que f" (c) = 0. 
Supóngase que f: [0, 1] => R es continua, f es diferenciable en JO, 1[ y que f(0) =0. 
Supóñgase que |70) < |Р, 0 <x< 1. Demuéstrese que f(x) = О para todo 
хЄ[0, 1]. 
Una función C?,f: R? — R, es armónica si 

РЕ 

0 ау 

д1 ду? 


3 


Supóngase que (xo, yo) es un máximo local estricto y que fes armónica. Demués- 
trese que todas las derivadas segundas de f se anulan en (Xp, vo). 
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38, 


39. 


40. 


41. 


Determínese la ecuación del plano tangente a las siguientes superficies еп los 

puntos indicados: 

а. г=л?+у?, (0,0). 

а= – y +x, (1,0). 

с. = (х+у)?, (3,2). 

Analícese el comportamiento de las siguientes funciones en los puntos indicados: 
22.2 

a 2=Xe*-y+30,(0,0). 

b. 2=AY — Ву? + Cay, (0,0). 


Encuéntrese la ecuación del plano tangente a la superficie 5 dada por la gráfica de 


a /(х,уу)у= л? +у? +? +y en (1,0,2). 
Ь. оу) = у +2ху— y +1 еп (1,1, 43). 


Dése un ejemplo de función diferenciable f: R > R tal que f(0) = 0, 700) = 0 y 
que no cumpla una desigualdad de la forma І) < Сх? en ninguna vecindad del 


——--өнреп: А А 


Сарйшо 7 

Teoremas de la función 
inversa e implícita 

y temas relacionados 


En álgebra lineal aprendemos que un sistema de ecuaciones lineales 


a Aa LE YI e 
Am +... + даа = Уа 
tiene una única solución xı, . . . , х, si la matriz A = (а) no es singular; es decir, si 


det(A) # 0, donde det(A} denota el determinante de A. ¿Qué ocurre con las ecuaciones 
no lincales? Para un sistema de la forma 


fla хл) = Уу 


АО) = уп 


¿cuándo podemos despejar x,, . . . , х,? El objeto que generaliza el determinante en el 
caso de los sistemas lineales es el determinante jacobiano, definido por Jf(x) = de (Df), 
dondex=(X,...., Idy fE- У). Escrito en coordenadas, 

ал д/\ 

дХ| дх„ 

Жоә=| сз | 
df afa 
дху с дхҺ 
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donde las derivadas parciales se evalúan en x = (x,,...,x,). A veces se escribe Jf como 


#&Л\›...,/) 
Әб...) 


Si Jf(x) # O cabe esperar que se pueda despejar хеп f(x) = y. 

El teorema que justifica tales resultados es el tema principal de $7.1. Considerare- 
mos el caso en que queremos despejar y en f(x, y) = 0 (el teorema de la función implí- 
cita) en 87.2. En las secciones posteriores de este capítulo aplicaremos a ecuaciones 
diferenciales ordinarias algunos teoremas de existencia análogos y obtendremos un 
resultado relativo a la forma de una función cerca de un máximo, mínimo o punto silla, 
llamado “lema de Morse”. La última sección estudia los problemas de extremos condi- 
cionados. 


$7.1 Teorema de la función inversa 


Como Jf(x) es el determinante de Df(x), Jf(x) # O implica que Оу (х) : Е" ә К^ es un 
isomorfismo lineal (es decir, que su matriz es invertible). Como la mejor aproximación 
lineal de f es invertible, nos gustaría concluir que la propia función f es invertible. Sin 
embargo, aparecen algunas restricciones, que apreciaremos si primero consideramos el 
caso f :R >R. Es cierto que si f es C' y si /(х,) # 0, entonces f es invertible (inyectiva) 
en una vecindad de xp. Geométricamente, esto está claro, pues f'(x) # 0 indica que f 
tiene una pendiente distinta de cero en xy, y, en consecuencia, cerca de хо (véase la 
figura 7.1-1). 

Si f'(xo) = 0, entonces f puede о no ser invertible cerca de xy; en la figura 7.1-1, f no 
es invertible cerca de ху, pero es invertible cerca de ху, aunque f'se anule en ambos 
puntos (cerca de x, se comporta como с, + (х ~ х)? y cerca de x, se comporta como су + 
(х = x3)). Así, si f'(a) = 0, no se puede obtener una conclusión (se necesitaría un 
análisis más a fondo). Además, /'(х,) # O no garantiza que podamos resolver la ecuación 
f(x) = y para todo у. Por ejemplo, no existe x, tal que f(x) = y, para y, como en la figura 
7.1-1. De la misma figura podemos ver que las soluciones no son únicas por lo general, 
ya que f(x) = f(x). Existirá una única solución sólo si restringimos nuestra atención a 
una vecindad adecuadamente pequeña de xy 

Por lo tanto, lo único que podemos esperar es que f sea invertible cerca de f(x). Es 
decir, que para y cercana a f(x), podamos encontrar un único x cercano a xy tal que 
FG) = y. La pregunta “¿a qué cercanía?” es muy sutil y requiere un análisis detallado de 
la demostración. Así, nuestro interés principal será el de la invertibilidad local, es de- 
cir, la invertibilidad de f(x) рага x cerca de x, e y cerca de f(xp). 


À 
e 
І 


м нн TE RART е тате O O us ут 
7.1 Teorema de la función inversa 


¡A 


$ Уз 
Р . + Ф. > x 
Х| X3 х a 


FIGURA 7.1-1 Esta función tiene una inversa cerca de x, 


Para calcular la derivada de la función inversa f”'(y), usamos la regla de la cadena: 


Сото f- f(x)) = х, obtenemos (df !/dy) - (х) = 1 y, por lo tanto, 


af! 1 
dy |ы Фах 


Demosttar que f”! es realmente diferenciable requiere un poco más de cuidado, El teo- 
гета 7.1.1 incluye la situación de una variable como un caso particular. 


7.1.1 Teorema de la función inversa  SeanA С В" un conjunto abierto y f : A С 
R” > R" de clase С! (es decir, supóngase que Df existe y es continua). Sea xy E А y su- 


` póngase que оч) + 0. Entonces existen una vecindad И de xy en А y una vecindad 


abierta W de f(x), tales que f(U) = W y la restricción de f a U tiene una inversa C' f`: 
W > U. Además, para y E Мух = f"(y), tenemos 


Df" (y) = [Df], 


la inversa de Df (х), lo que significa su inversa como transformación lineal (correspon- 
diente a la matriz inversa). Si f es de clase Œ, р > 1, también lo es f. 
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Nota. 


1. Sif:ACR'>R” es de clase С! y Df(x,) es inyectiva, entonces f también es 
localmente inyectiva cerca de х,. Análogamente, si Df (x,) es suprayectiva, en- 
tonces también lo es f en una vecindad de f(x,). Estos resultados se siguen del 
teorema de la función inversa, por los métodos de $7.2; véase el ejercicio 11 al 
final de este capítulo. 


2. Decir que f tiene una inversa f” significa exactamente que podemos resolver de 
forma única f(x) = y para x € U, dado cualquier y € W. El hecho de que exista 
una solución se debe a que / aplica U sobre W (suprayectividad) y que la solu- 
ción sea única se debe a que f es inyectiva en U (inyectividad). 


Para y cercano a yọ, necesitamos demostrar la existencia y unicidad de un x tal que 
ДО) = y. La herramienta técnica básica que usaremos es el principio de la aplicación 
contractiva. En $5.7 vimos cómo se podía usar este resultado para demostrar la existen- 
cia de soluciones de algunas ecuaciones diferenciales e integrales sencillas, lo que am- 
pliaremos en $7,5. 


7.1.2 Ejemplo  Considérense las ecuaciones (хі + убх = (х, y) y sen x + cos y = 
у(х, y). ¿En torno a qué puntos (х, y) podemos despejar x, y en términos de u, v? 


Solución En este caso, las funciones son u(x, у)= Дх, у) = (а* + yx y va, y) = 
Fx, у) = sen x + cos у. Queremos determinar los puntos cerca de los cuales podemos 
despejar х, y como funciones de n y v y calcular дх/дь, etcétera. Para usar el teorema de 
la función inversa, primero debemos calcular ô (fi, £)/0(x, y). Definiendo =); 
tomamos su dominio como А = ((x, y) ER? [х# 0}. Епїопсе$ 


9л ал А 
Ә.А) _| ax ду |_ Y 
ay) % e cosx олу 


dx ду 


sen y ау? 
(у? — 344) — — созд. 
a? x 


En los puntos en los que esta expresión está definida y no se anula, podemos despejar x, 
y en términos de u y v. En otras palabras, podemos despejar х, y cerca de aquellos x, y 
tales que x Æ 0 y (sen у)(у* – 311) # 4x3" cos x. Por lo general, tales condiciones no se 
pueden resolver explícitamente. Por ejemplo, si хо = л/2, у, = 77/2, podemos despejar x, 
y cerca de ху, Yo pues en este caso, ò ( fi, f)/0(x, y) # 0. 


аала 


$7.1 Teorema de la función inversa 


Las derivadas дх/ди, etcétera, se obtienen de acuerdo con el teorema de la función 
inversa, invirtiendo la matriz jacobiana. En el caso 2 x 2, esto equivale a lo siguiente: 


dx _ 1 ду dx _ -1 qu 
ди If y) ду ду JOY) ay” 


dy  —l a ду 1 du 
du ЈО, у) дх' ду Јр, y) дх 


como podemos comprobar multiplicando 


dv = ди ди ди ду ди ди ду ду ди ди ду 
| зу Лу | [ах ау |а | pa дух дубу дуду 
JN -öv ` ðu w awi y дуди ди ду ду ди ди ду 
Гах al Хах ду ахах дхдх ахду дхду 
_1 у 0N_(1 0 
асо тан ОЕ ah i Е y) ( ева a 


(véase también cl ejemplo resuelto 7.2 al final del capítulo). 
En este caso 


dx ыз —(?зепу) 
ди — (senyKy? — 31%) — 4уЗхсозх' 


Obsérvese que la respuesta se expresa en términos de x, y y no de и, у. La evaluación en 
un punto (х, у) da el valor дх/ди en el punto correspondiente (u(x, у), у(х, y). En nues- 
tro ejemplo, Xa = Yọ = 2/2, de donde obtenemos u= л\/4 y v= 1. La última fór mula se 
convierte en 


dx —x?sen y 2 


du аяза белу)(у* 3) — Ay cosa lapa т 


El teorema de la función inversa es útil, pues nos dice que existen soluciones de 
ecuaciones y nos explica cómo derivar las soluciones, aunque sea imposible resolver 


dichas ecuaciones explicitamente. 


7.1.3 Ejemplo Sean ибх, y) = e" cos y y v(x, у) = e" sen y. Muéstrese que la trans- 
formación (х, y) (u(x, у), у(х, у)) es localmente invertible cerca de todo punto, pero 
que no es invertible. 
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Solución En este caso, 


ди ди 
dav) _| ax ду |_| ё^Созу —е*зспу 
awy) | д> д> || erseny ехсоѕу 
дх ду 


= e™(cos? y +sen” у) =e” #0. 


Por lo tanto, el teorema de la función inversa implica que la aplicación es localmente 
invertible. Sin embargo, no es globalmente inyectiva, pues 


и(х,у +27) = и(х, у), v(x, y +2)=v(x,y). Ф 


Obsérvese que para f : R > R, si f ез diferenciable у si (х) Æ 0 para todo х, 
entonces f(x) > 0 o < 0, pues f' satisface el teorema de los valores intermedios (véase 
el ejercicio 37, capítulo 4); por lo tanto, f debe ser (globalmente) inyectiva, pues f es 
siempre creciente o decreciente. El ejemplo7.1.3 muestra que éste no es necesariamen- 
te el caso en R?. 


Ejercicios de $7.1 
1 Sea u(x, у) = х? – y? v(x, у) = 2ху. Muéstrese que la aplicación (x, y) кэ (44, у) es 
localmente invertible en todo punto (х, y) # (0, 0). 
2.  Calcúlese дх/ди, ðx/ðv, 0y/0u, ду/ду para las funciones del ejercicio 1. 


3. Seafía)=x+2x sen (1/0), x 40, f(0) = 0. Muéstrese que f'(0) £ 0, pero que f 
no es localmente invertible cerca de 0. ¿Por qué no contradice esto el teorema de 
la función inversa? 


4. — SeaL:R"=R”unisomorfismo lineal y f(x) = L(x) + g), donde || g0 || = М | ||? 
y fes Cl Muéstrese que f es localmente invertible cerca de 0. 


5.  Analícese si del sistema 


UCA, y, Z) = X + хуг, 
v(x, y, Z) = y +A, 
(х,у, =z+2x+ 3z? 


se pueden despejar х, у, z еп términos de и, v, w cerca de (0, 0, 0), 


$7.2 Teorema de la función implícita 


57.2 Teorema de la función implícita 


En el estudio del teorema de la función implícita, nuevamente nos interesa la existencia 
y diferenciabilidad de funciones definidas implícitamente. Sin duda, el estudiante ya 
ha trabajado con funciones definidas de forma implícita; sin embargo, tal vez no se le ha 
explicado adecuadamente la justificación de las manipulaciones. Las posibles pregun- 
tas que nos gustaría plantear serán más evidentes después de analizar algunos ejemplos. 
Considérense aquellos x e y relacionados mediante la ecuación F(x, y) = 0. Quisiéra- 
mos decir que esto define una función y = f(x) (se dice que y = f(x) está definida de forma 
implícita), y quisiéramos calcular dy/dx. Como en la sección anterior, dada tal F, por lo, 
general no se puede despejar y explícitamente, por lo que es importante saber que tal 
función existe y saber cómo hacer cálculos con ella sin tener que despejarla. | 
Como motivación para el teorema, considérese la función F(x, у) = + у? – 1. Nos { 
interesan los x е y relacionados por F(x, у) = 0, que es precisamente la circunferencia 
unidad. Una función f(x) es una “solución” cuando F(x, f(x) = 0 рага todo x en el 
dominio de f. Está claro que f está dada por los dos valores f(x) = + 1+ х?, y cual- 
quiera de ellos es una solución, así que f no tiene por qué ser única. Dado (Xy, уо) tal que 
Е(хо уо) = 0, deseamos saber si podemos encontrar f(x) tal que F(x, fŒ) = Оу f sea 
—-—— diferenciable y sínica.cerca-de-(Xp Yo} Si xy E +1, esto-es.cierto-si f-se toma-como [йз жо e 
raíz cuadrada adecuada. El valor y, dado determina la raíz cuadrada que debe 
seleccionarse. Véase la figura 7.2-1. Los puntos x, = +1 son excepcionales por varias 
razones. En primer lugar, f no es diferenciable en ellos; en segundo lugar, cerca de xy = 
+1, f podría ser cualquiera de las raíces cuadradas, por lo que no quedaría determinada 
de forma única. Estos puntos excepcionales son aquellos para los que 4F/0 y = 0. Así, 
en general, queremos una condición como дР/ду # 0 para garantizar que, al menos 
localmente, podemos encontrar una única f diferenciable tal que F(x, /(х)) = 0. 
En el caso general, consideremos una función F : R” x R” э R” y estudiemos la ге- 
lación F(x, y) = 0 o, desarrollada, 


Fi УУ) = 0 


Еы(х\,. Am 70У) = 0. 


El objetivo es despejar las m incógnitas уџ,..., Ym de las m ecuaciones en términos de 


em 


A e 


7.2.1 Teorema de la función implícita SeanA С К" х Е" un conjunto abier- 
to y F:A=R” una función de clase C? (es decir, supóngase que F tiene p diferenciales 
continuas, donde р es un entero, р > 1). Supóngase que (хо yo) E A y Flo, Yo) = 0. 
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РА 


FIGURA 7.2-1 El círculo define de forma implícita dos funciones 


Fórmese el determinante 


дЕ! дЕ 
Зуу U ду 
ы a S 
Fm BF m 
evaluado еп (ху Yo), donde F =(F,,..., F „). Supóngase que A + 0. Entonces existen 


una vecindad abierta U С R” de хо, una vecindad V de yy en R” y una única función ў: 
U > V tal que 


Fx fa) = 0 
para todo x Є U. Además, f es de clase ©. 
Demostraremos este teorema utilizando el teorema de la función inversa aplicado a 


la transformación (х, у) (x, F(x, у)). La razón intuitiva de la validez del teorema y la 
necesidad de la restricción A # 0 debe quedar clara del ejemplo de la figura 7.2-1. 


ПИЕ: 


A ES 
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De la ecuación F(x, /(х)) = 0, se puede determinar Df mediante la regla de la ` 
cadena. En primer lugar, sea т = 1. Entonces, la regla de la cadena implica 


| a _дЕ ӘЕ Әу 
i 7 х; кооз) = дх + dy Ox; 


por lo que obtenemos la importante ecuación (obsérvese el signo menos): 


of _ дЕ дх; 


ах  ӘЁ/ду` 
Una advertencia especial рага el lector es que, debido al signo menos еп la expresión 


дЕ/ дх; 
дЕ/ ду 


es incorrecto “cancelar” las дЕ para obtener д у/дх. Así, aunque en ocasiones es útil este 
recurso nemotécnico, tiene sus limitaciones. 
Podemos. formular la solución general análoga al teorema 7.2.1... .. - 


7.2.2 Corolario Ел el teorema de la función implícita, 0f;/9x, está dado por 


A ар уту аА 


dm 7 Өх, A COX др 1 а a 
DA ај, дЕ, ФЕ, дЕ„ дЕ, 
дх\ 17 Xn 0x1 COX dx 17 дх, 


donde ~ denota la matriz inversa. 


La demostración es similar al caso anterior т = 1 y se deja como ejercicio. 


7.2.3 Ejemplo  Considérese el siguiente sistema de ecuaciones: 


„ 
хи-куу—ж=@ 


› 
w + у?и® = 0. 


¿Se pueden despejar unas únicas и, у en términos de x, y cerca dex=l,y=-l,4=1, 
v=-1? ¿Y cercadex=0, y =1,u=0, v = 0? Calcúlese ðu/ðx en x= 1, y=-l yenx= 
4 y y ) 

0, у= 1, si existe. 
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Solución Escribimos las ecuaciones como F(x, y, и, v) = 0, donde F representa los 
miembros izquierdos de las ecuaciones dadas. Queremos ver si podemos despejar u(x, 
у), v(x, y). Así, formamos 


Еу Fi 
у "н ЗУ - х 2yv 
AF, ӘР бузи Злу? 
ди ду 
Епх= 1, у= -1, u= 1, у= –1, obtenemos 
12 
А= | 63 | =—9 40, 


por lo que existe una única solución и, v cerca de este punto. Al derivar las ecuaciones 
dadas con respecto a x obtenemos el par de ecuaciones 


du ду 
— + 2уу—— = 0 
и+х ЭТ + уй 


dv du 
W+dv— + 6ué— = 0, 
дх Ox 


evaluando en el punto dado, se obtiene el resultado 


du ду 
1+ —+2>=0 
д. i дх 
o 
дх х 


Si eliminamos ду/дх para despejar ди/дх se obtiene ди/дх = 5/9. Еп x= 0,у= 1,н=0, 
у = 0, tenemos А = 0. Así, el teorema de la función implicita establece que no podemos 
esperar tener una solución única и, v en términos de x, y en este caso. Para determinar 
realmente la solubilidad tendríamos que hacer un análisis directo, no proporcionado 
por el teorema de la función implícita. $ 


Ejercicios de $7.2 


1.  Verifíquense de forma directa los puntos cerca de los cuales se puede despejar y 
en términos де x en la ecuación F(x, у) = у + у + Зх + 1 = 0. 


2. Verifíquese que la respuesta que se dé al ejercicio 1 coincide con la respuesta que 
se espera según cl teorema de la función implícita. Calcúlese dy/dx. 


87.3 Teorema de rectificación del dominio 


3. Enel sistema 


3х+2у+ +и+у =0 
4x+3y+z+u +v+w+2=0 
x+z2+w+u +2=0, 


analícese la solubilidad de и, v, w en términos de x, y, z cerca dex = y=z=0, u= 
y=0,w=-2. 
4. ¿Tiene Іа aplicación 
Da 
una inversa local cerca de (0, 1)? 
5.  Analícese la solubilidad de 


y+x+uv=0 


parau, ven términos dex, y cerca dex =y =u =v=0,y verifíquese directamente. 


$7.3 Teorema de rectificación del dominio 


Ahora daremos una consecuencia del teorema de la función implícita, que es una im- 
portante herramienta técnica en el estudio de las superficies. Este resultado establece, 
grosso modo, que si f: A C R” э R tiene una derivada distinta de cero en un punto хо, 
entonces, сп una vecindad de xp f se puede “rectificar”; de hecho, f se puede deformar 
hasta convertirse en la aplicación dada por la proyección sobre el eje de coordenadas х,, 
mediante su composición.con un “cambio de coordenadas”, que es (рог definición) una 
función suave con inversa suave. Véase la figura 7.3-1, donde el cambio de coordena- 
das, que se denota h, rectifica las superficies con f constante en planos. El resultado 
preciso se establece en el siguiente teorema. 


731-Teorema derectificación del dominio —SeanA- ER urconjuntoabierto 
y f:A>R una función de clase Œ, p > 1. Sea xy EA y supóngase que f(x) = © y que 
Df) + 0. Entonces existen un conjunto abierto U, un conjunto abierto У que contiene 
- ах, y una función h: U => У de clase С?, con inversa hr" : V —э U de clase ©, tales que 


Рб...) = Хм. 
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h РА 
К 7 TS A 


f = constante 


feh = constante 


FIGURA 7.3-1 Un cambio de coordenadas puede rectificar los conjuntos de nivel de f 


Este teorema tiene una generalización a las funciones f : A C R" >R", m < п, dada 
en el ejercicio 18 al final del capítulo. 

En la figura 7.3-1 se observa la plausibilidad del teorema. La misión de й es retor- 
cer el espacio de tal modo que las superficies de nivel de f se conviertan en planos de 
dimensión п — 1. La condición Df (xy) + 0 se usa para garantizar que las superficies f = 
constante son “no degeneradas” о, intuitivamente, que son suaves y de dimensión л ~ 1. 
Un ejemplo aclarará este punto. 


7.3.2 Ejemplo Sea f(x, у) = + ¿Podemos “rectificar” f cerca de (0, 0)? ¿Qué 
ocurre cerca de otros puntos? д 


Solución La respuesta a la primera pregunta es “no, no necesariamente”, pues Df(O, 
0) = 0. Esto está claro intuitivamente, pues las superficies con f constante se degeneran 
en (0, 0), pasando de ser círculos a ser un punto (véase la figura 7.3-2). Es evidente que 
no hay forma de deformar las superficies f = constante cerca de (0, 0) en planos. Pero 
sí podemos hacerlo cerca de cualquier punto (Xy. У) # (0,0). Ф 


7.3.3 Ejemplo Sea Хх, у) =x +x + у. ¿Podemos “rectificar” Í cerca de (0, 0)? 


Solución Sí, pues D/(0, 0) = (1,1) +0. Ф 


колкаты e а жоме: Em еч E ут. 
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y 


` f = constante 
4 


(O) Е 


FIGURA 7,3-2 Las curvas de nivel de x? + у? se degeneran en (0, 0) 


Ejercicios de $7.3 


1. ¿Entorno a qué puntos (х, y) podemos “rectificar” f(x, y) = x-y’? 


2. Bosquéjense las gráficas de f = constante en el ejercicio 1 y explíquese la res- 


puesta geométricamente. 


3. ¿Se puede rectificar f(x, y) = x3 + y? + 1 cerca de (0, 0)? ¿Y cerca de (0, 1)? 


$7.4 Más consecuencias del teorema 


de la función implícita 


El teorema de rectificación del dominio afirma que podemos encontrar una función й 
que “rectifica” el dominio de f de modo que f o h sea simplemente una proyección. Por 
analogía con esto, podemos buscar una función g que “rectifique” la imagen de f de 


modo que g о f sea como una “inserción”. 


174.1 Teorema de rectificación de la imagen Sem ACR" nn conjunto 
abierto y f : A > R" una función de clase С^, r > 1, y supóngase que р = n. Seax, E A y 


supóngase que el rango de Df(xp) es p. Entonces existen conjuntos abiertos U y V en 


Ф" 


tales que f(x) Є О у existe una función g : U > V de clase C con inversa д: У > U 


también de clase С", tales que g o РО, Xp) =(%p ++ Xp 0,. 
Xp) EV 


., 0) para todo (Хх... 


404 Capítulo 7 Teoremas de la función inversa e implícita 


Se ilustra este resultado intuitivamente en la figura 7.4-1, que debe compararse con 
la figura 7.3-1. En este caso, la función g aplana la imagen de f. Obsérvese que esto es 
intuitivamente correcto; esperamos que la imagen de f sea una “superficie” p-dimensional, 
de modo que debería poderse aplanar y convertirse en una porción de R”. Obsérvese 
que la imagen de una transformación lineal de rango p es un subespacio lineal de dimen- 
sión exactamente igual a p, de modo que este resultado expresa, en cierto sentido, una 
generalización del caso lineal. . 


FIGURA 7.4-1 Un cambio de variables puede aplanar la imagen de f 


Para usar los teoremas de rectificación, debemos tener que el rango de Df sea igual 
a la dimensión de su espacio imagen (о a la del espacio dominio). Sin embargo, pode- 
mos usar el teorema de la función inversa de nuevo, para concluir que si Df(x) tiene 
rango constante m en una vecindad de xy, podemos rectificar el dominio de f con alguna 
función invertible А, de modo que f о А sólo dependa de Xp- «s Xæ Entonces también 
podemos rectificar 1а imagen. Ésta es la esencia del siguiente teorema y su corolario. 
Grosso modo dice que si Df tiene rango m en R", entonces и – m variables son redundan- 
tes y pueden eliminarse. Por ejemplo, si f : К К!, f(x, у) = x — y, Df tiene rango 1, 
por lo que podemos expresar f usando solamente una variable: sea A у) = (х + у, у), 
de modo que f о h(x, у) = x, que solamente depende de x. 


Nota. Recuérdese que el rango de una transformación lineal es la dimensión de su 
imagen, De forma equivalente, el rango es el tamaño de la mayor submatriz cuadrada 


con determinante distinto de cero (consúltense los detalles en un texto de álgebra 
lineal). 


кне 
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7.4.2 Teorema del rango  Seaf:A CR" >RY (donde A es abierto en R") una 
función C" tal que Df(x) tenga rango т para todo x en una vecindad de xy € A. Enton- 
ces existen un conjunto abierto U C R", un conjunto abierto V С К" con xy E V y una 
función h : U > V de clase С' con inversa h` : V э U de clase C" tal que fo h depende 
solamente de X,,... , Xy Es decir (f о Һу(х\,... Xogo Харс: > Xn) = (х, +. «3 Xm) para 
alguna función С”, f. Véase la figura 7.4-2. 


N=3 
R? % m=1 
А 
e 2; 
Sr 14) 
f= constante 
e e 


FIGURA 7.4-2 Un cambio de variables puede hacer que una transformación de ran- 
go т sólo dependa de m variables - 


7.4.3 Corolario Sea f: A СВ" > К" (donde A es abierto en К") una función de 
clase C’, r > 1, tal que Df(x) tenga rango m para todo x en una vecindad de xy E A. 
Entonces existe un conjunto abierto U, C R", un conjunto abierto О, C R" tal que xy € 
` U, un conjunto abierto V, en torno a f(x), un conjunto abierto V, С В“, y funciones 


hU UY к. V; > V, de clase С” con inversas de clase C tales que (gs fo, 
х) = (Xp. A 0, -.-,0). 


En $7.7 damos más aplicaciones del teorema de la función implícita a la teoría de 
superficies y a los multiplicadores de Lagrange (problemas de extremos condiciona- 
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dos). Además, en las secciones restantes del capítulo se estudian algunos temas (opcio- 
nales) mediante el mismo método o uno similar, 


7.4.4 Ejemplo Sea f :R? 5 К (x, y) > (x + у?, ху, y + у?). ¿Se puede “rectificar” 
la imagen cerca de (0, 0)? 


Solución En este caso usamos el teorema de rectificación de la imagen. En primer 
lugar, calculamos la matriz jacobiana: 


1 3y 
У х , 
0 1+2у 
que en (0, 0) es 
1 0 
о о 
0-1 


Esta matriz tiene rango 2 (pues existe una submatriz 2 x 2 con determinante distinto de 
cero). Por lo tanto, el teorema de rectificación de la imagen se puede aplicar, por lo que 
podemos rectificar la imagen. [Intuitivamente, será una superficie bidimensional cerca 
де (0,0)] Ф 


7.4.5 Ejemplo Sea у: В, f(x, у) =? + y. ¿Se puede expresar f como fun- 
ción de una sola variable cerca de (0, 0)? 


Solución Sí, pues (por el teorema del rango) Р/(0, 0) = (0, 1) # 0; por continuidad, 
Df también es distinto de cero cerca de (0, 0). Así, Df tiene rango 1 cerca de (0, 0). 
Obsérvese que también se puede responder usando el teorema de rectificación del do- 
minio. Ф 


Ejercicios de $7,4 


1. беа: К? 5 Ж, (х,у) кә (x + y, ху, X°). ¿Puede rectificarse la imagen cerca de (0, 0)? 
¿Y cerca de (0, 1)? 


2. ¿Qué dice el teorema del rango acerca de la función f : R? — R? definida por (x, 
у, 5) кэ (х2 + 2y, 22 + 3xy) cerca de (0, 0, 0)? ¿Y cerca de (0, 1, 0)? 


3. ¿Qué dice el corolario 7.4.3 acerca de f : К? В, (x, y, 2) > (x + 2y, 6x + 12y, 
x + y + 23) cerca de (0, 0, 0)? 


4.  Examínese la afirmación del corolario 7.4.3 en el caso donde f sea una transfor- 
mación lineal. 


$7.5 Un teorema de existencia para ecuaciones 
diferenciales ordinarias 


En $5.7 usamos el principio de la aplicación contractiva para iniciar nuestro estudio de 
las ecuaciones diferenciales e integrales. Ahora estudiaremos las ecuaciones diferen- 
ciales con un poco más de profundidad. En cálculo aprendimos a resolver las ecuaciones 
diferenciales simples de forma explícita; por ejemplo, la solución d*x/dP + k*x = 0 es 
x(0) = A cos(kt— (0) para A y œ constantes. Es interesante investigar si una ecuación 
diferencial general tiene o no solución. Los métodos que analizaremos son constructi- 
vos y adecuados para el cálculo numérico; es decir, se construye una sucesión específica 
de soluciones aproximadas; un ejemplo aclarará estas cuestiones. 


7.5.1 Ejemplo  Considérese la ecuación no lineal dx/dt = xX, x(0) = 1. ¿Podemos 
calcular х(1)? 


Solución En este caso, podemos resolver la ecuación de forma explícita, mediante 
.—laseparación.de variables. Escribimos dx/x?.= dte integramos, obteniendo —1/x.=.4.+.C; 
es decir, x = —1/(t + C). En t = 0, x = 1, por lo que C=-1. Así, x= 1/(1 — 0 es nuestra 
solución. Está claro que ésta es la única solución que empieza en г= 0 con х(0) = 1. En 
t= 1, la solución x(t) “explota”, por lo que x(1) no está definido. Así, no podemos 
determinar una solución diferenciable x(f) definida para todos > 0 (Леша 7.5-1). Ф 


ха) 


1=x(0) 


t 
| 
| 
| 
| 
| 
ха) | 
1 
l 
l 
| 
| 


FIGURA 7.5-1 Га solución de x(f) = x? que pasa por (0,1) “explota” cuando + 
tiende a l 
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Este ejemplo muestra el importante hecho de que, en general, las soluciones x(t) pue- 
den estar definidas y ser derivables sólo en un pequeño intervalo de t 

Es importante también hacer otra afirmación. Si permitimos ecuaciones diferencia- 
les vectoriales, entonces las ecuaciones de orden superior se pueden reducir a ecuaciones 
de primer orden. 


7.5.2 Ejemplo  Escríbase ха + kx = 0 como una ecuación de primer orden, 
Solución Seay = dx/dt y escríbase 


dx/di= y 
dy/di= —kx, 


que es de primer orden en el vector (x, y) y es equivalente a la ecuación original. 4 


Ahora daremos el principal teorema de existencia y unicidad, donde denotaremos 
В(хо, r) la bola cerrada de radio r y centro xy, de modo que 


В(хо, г) = {y € Е" о-у < r}. 


7.5.3 Teorema Sea ғ: [-а, a] x В(ху, г) > В" una aplicación continua. Sea C = 
ѕир (170, х) || | (e, х) € La, а] x Вох, 1)). Supóngase que existe K constante tal que 


По, — ч, У = Kllx — yll L) 


para todot E [-a, а], х, y € B(xp, т). Sea р < тіпа, r/C, 1/K}. Entonces existe una úni- 
ca transformación continuamente diferenciable x : [-b, b] > В(х r) C R” tal que 


ix 
x(0)=x0 (condición inicial) у T Ef). 
“ 


La condición principal sobre f es la condición de Lipschitz (L) enunciada en el 
teorema, donde el número K es la constante de Lipschitz. Si f cumple la condición, de- 
cimos que es Lipschitz con respecto de la variable x. Para verificar esta condición, con 
frecuencia utilizamos las ideas de los capítulos 4, 5 y 6: si D, f(t, x) denota la derivada 
de f con? fijo y | D, fi, х)у || sK | у | para todo y E R", entonces f es Lipschitz, con 
constante de Lipschitz К. Por ejemplo, sin = 1, esto se cumple si lara, х)/дх | = Крага 
-а E 1 S a,—r 5 xx, г. Podemos ver esto si usamos la regla de la cadena como sigue: 


d 
5 /ч,у+5(х — y) = D ft y + s(x— y) (Х — y), 
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de modo que al integrar entre s = © y s = 1, tenemos 


1 
Рах) fay) f D, f(t, y + s(x— y) e (x— y) ds. ; 
0 


Se obtiene cl resultado al usar los valores absolutos. Obsérvese que si fes C*, dicha K 
siempre existe (¿por qué?). 

Con frecuencia, f es independiente de г, en cuyo caso decimos que tenemos un 
sistema autónomo. Si f sólo es continua, se cumple la existencia (pero no la unicidad) 
de х(г); véase el ejercicio 45 al final del capítulo 5. 

La idea de la demostración de 7.5.3 es usar aproximaciones sucesivas; se comienza 
con 


х0) = xo, 
‚ у se escribe 


aO =20+ | Дх): 
0 


ph з A me e a ж 


x(t) = хо+ | f(s,x2(5) ds 
0 


Xa(t) = хо + елла. 
0 


Después se demuestra que x, (1) converge a una función x(t) que satisface 


х) =xp+ / / (5, xs) ds 
о 


Сото f(t) y x(£) son continuas, el teorema fundamental del cálculo afirma que el 
miembro derecho de la última ecuación es una función derivable de /, con derivada Дт, 
x(0). Así, el miembro izquierdo x(f) debe ser derivable у x(0) = Kt, x(0). Como la 
integral de 0 a 0 se anula, está claro que x(0) = хо. Si comparamos esto con $5.7 vemos 
que buscamos un punto fijo para la transformación de una función en otra dada por 


t 
UNO = xo + д. 
0 


El proceso de iteración que hemos bosquejado cs el proceso de iteración de Picard y es 
igual al que se usa en forma abstracta para la demostración del principio de la aplica- 
ción contractiva. La condición de Lipschitz y la elección del intervalo [-b, b] se usan 
para mostrar que T es una contracción en el espacio C([-b, 2]). 
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7.5.4 Ejemplo ¿Qué valores de b produce el teorema 7.5.3 para el problema del 
ejemplo 7.5.1? 


Solución En este caso, dx/dt =x? y x(0)= 1. Por el momento, seana, r indetermina- 
das. Ahora, 


С = 0р0, D| | -as га, -rsx-1sr} 
=зир{ | rex-1<r)=(+1? 


(véase la figura 7.5-2). Así, r/C = r/(r + 1). Además, д//дх = 2x y entonces 


K=sup(2lx|| -r<x—1l<r)=2r+1. 


FIGURA 7.5-2 Aplicación del teorema 7.5.3 al caso Дх, 1) = x? 


Comoa no está relacionada con las estimaciones de С y К, elegimos a lo más gran- 
de posible, de modo que no interfiera; digamos que a = 100. Por el teorema, clegimos 


b J r 1 

TE сү 

Esto sirve para cualquier r > 0, Ambos valores son iguales а 4 sir=1.Si0<r<1, el 
primero es menor y crece de 0, еп г = 0, а 4, en r= 1. Si r> 1, el segundo es menor у 
decrece desde 4 cuando г crece a partir de 1. Así, lo mejor que podemos obtener de es- 
to es hacer r = 1 y concluir que el tiempo de existencia es al menos tan grande como 
cualquier b < +. Esto no es una buena estimación, como se ve si analizamos el proble- 
ma directamente (con un tiempo de existencia < 1), pero podemos volver a aplicar el teo- 
тета para obtener un nuevo tiempo de existencia en / = y y extender nuestro trabajo а 
cualquier г < 1. Pero nunca podremos pasardet=1. Ф 


сезе сеңер зунан inc 


$7.6 Lema de Morse 


Ejercicios de $7.5 


1.  Resuélvase dx/dt= 1 + х?, x(0) = 0 por el método de aproximaciones sucesivas. 
¿Está definida x(£) para todo г > 0? 


2. Оѕеѕе el teorema 7.5.3 para calcular b en el ejercicio 1. 


3. Muéstrese que dx/dt = fx, x(0) tiene dos soluciones: 


0, rs0 
+ x(t)=0 para todot y х= { 2/4, 150, | 
¿Contradice esto el teorema 7.5.3? 7 


4. Considérese la ecuación dx/dt = te” sen х, x(0) = 1. Obtenga una estimación del 
intervalo donde se puede definir la solución x(f). 


5. беаА una matriz n X n y considérese el sistema lineal 


PATA ERA A XA -- 
di 


a. Muéstrese que una solución es 


со рл 
x(t) = e^x(0), donde e? = Y" —. 


b. El tiempo de existencia en este caso se extiende para todo t. ¿Se podría obte- 
ner esta conclusión también del teorema 7.5.3? ; 


$7.6 Lema de Morse 


En el capítulo 6 vimos que la hessiana de una función f : R" > R en un punto crítico 
determinaba el comportamiento local de f cerca de ese punto: El lema de Morse lleva 
este análisis más lejos. Por ejemplo, establece que si f tiene un mínimo local no dege- 
nerado-en-x¿,entonces-f-no“sólo-parece- un paraboloide; sino que podemos cambiar de 77 
coordenadas de modo que f realmente “sea” un paraboloide en las nuevas coordena- 
das. El “lema” (un teorema, en realidad) también se aplica a las superficies de silla. 

El lema de Morse es fundamental para el trabajo avanzado en topología y análisis, 
pero incluso aquí nos ayuda a comprender mejor la forma de las funciones cerca de un 
punto crítico. 
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7.6.1 Lema de Morse SeanA CR" un conjunto abierto y f :A >R una función 
suave (infinitamente derivable). Supóngase que Охо) = © y que la hessiana de f en xo 
no es singular. Entonces, existen una vecindad U de хоу una vecindad V de O en К", así 
como una aplicación suave g : V > U con inversa suave tales que f o g =h tiene la forma 


Њу) =f) yi +9 + +у]+ tl, 


donde des algún entero fijo entre О yn. 


Decimos que g es un cambio de coordenadas y hablamos de y = 8х) como las 
nuevas coordenadas. 

Un punto crítico en el que la matriz hessiana А = 9%/0x,0x, no es singular es un 
punto crítico no degenerado. Así, el lema de Morse da una descripción bastante com- 
pleta de las funciones en la vecindad de un punto crítico no degenerado. El número A se 
denomina índice del punto crítico. La figura 7.6-1 muestra las gráficas de las formas 
cuadráticas —у] — + =y} + у}, +++ + y? para distintos índices en К?, 


» 


“FIGURA 7.6-1 (а) Índice = 0; (b) índice = 1; (с) índice = 2 


Рага las funciones de dos variables es fácil determinar el índice: si А es definida 
negativa, el Índice es 2; si А es definida positiva, el índice es cero, y en cualquier otro 
caso, ез 1. En general, para determinar el índice hay que saber un poco más de álgebra 
lineal. El lector con tal conocimiento puede verificar que el índice es exactamente el 
número de autovalores negativos de A. 


7.6.2 Ejemplo ¿Cuáles la forma de la superficie z =x? + 2ху + 2y? + y? cerca de 
(0, 0)? 


наин AN A A Зечири тече IO: E An o чөлө: 1 


Ejercicios de 87.6 
Solución Tenemos un punto crítico en (0, 0), y la hessiana es 
2 
a= 2 ]-[2 2] 
дх:дху 2 4 


que es definida positiva, pues 2 > 0 y det(A) = (2X4) - (2X2) > 0. Así, el índice es Оу 
cerca de (0, 0) la superficie es aproximadamente un paraboloide y, en algún otro siste- 
ma de coordenadas, es exactamente un paraboloide. 4 


7.6.3 Ejemplo  Calcúlese el índice de э? — 3xy + y? + 8ху? + 6 en (0, 0). 


Solución (0, 0) es un punto crítico y la hessiana es 


ИН 


Lomo 2 > 0 y det A = -5 < 0, esta matriz по.еѕ definida positiva ni.definida.negativa.. __ 


Así, tenemos un índice 1 y un punto silla en (0, 0). Ф 


Ejercicios de $7.6 


1.  Calcúlese el índice de 2x? + бху — y? + y* en (0, 0). 
¿Cuál es la forma de la superficie х? + Зху – у? en (0, 0)? 


¿Se aplica el lema de Morse a х? ~ 2ху + y?? 


a e N 


Sea f(x, у) = X + у? + 3у + 8х + we sen х + 6. Muéstrese que existen nuevas 
coordenadas É, 7, donde 


6 = 60у), N=90,Y), 
para las cuales 


FG, y) = 6 +? +6 


en una vecindad de (0, 0). 


5. а. Sif tiene un punto crítico no degenerado en х, Є К", muéstrese que existe 
una vecindad de x, que no contiene otros puntos críticos. 


b. ¿Cómo son los puntos críticos de la función f(x, у) = xy? 
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$7.7 Extremos condicionados y 
multiplicadores de Lagrange 


En algunos problemas se pide maximizar una función sujeta a ciertas restricciones. 
Situaciones como ésta se presentan, por ejemplo, en economía: supóngase que estamos 
vendiendo dos tipos de artículos, digamos, I y II, y sean x, y la cantidad vendida de cada 
uno. Sea f(x, у) la ganancia obtenida al vender x artículos del tipo I e y del tipo П. Como 
nuestra producción está limitada por nuestro capital, estamos sujetos a trabajar con una 
relación, digamos, g(x, y) = 0. Así, queremos maximizar f(x, y) entre los x, y que satis- 
fagan g(x, y) = 0. La condición g(x, y) = 0 se denomina restricción del problema. El 
propósito de esta sección es analizar algunos métodos que nos permitan manejar ésta y 
otras situaciones similares. 


7.7.1 Teorema del multiplicador de Lagrange Seanf:UCR">Ryg: 
ОСЕ" >R funciones С dadas. Sean xy € U, g(x) = Cy y S = g'(co), el conjunto de 
nivel de g con valor cy Supóngase que Vg(x,) + 0. Si f | S, lo que denota la restricción 
de f a S (es decir a aquellos x Є U que satisfagan g(x) = с), tiene un máximo o un mínimo 
еп xp, entonces existe un número real Ула! que 


Vf (xo) = AV g(x0). 


La idea de la demostración es la siguiente. Recuérdese que el espacio tangente a 5 
en хо se define como el espacio ortogonal a Vg(xp) (véase $6.6). Motivamos esta defini- 
ción considerando las tangentes a los arcos c(t) que están en S, como sigue: si с(/) es un 
arco en 5 con с(0) = xy, entonces с'(0) es un vector tangente a 5 en хо, pues 


d d 
89) = 20 0, 
у, рог otro lado, por Іа regla de la cadena, 


d 
2786010 = У р(хо) : с'(0), 


de modo que c(0) es ortogonal a Уе(х,). 
Si f| 5 tiene un máximo en x,, entonces ciertamente f(c(t)) tiene un máximo еп = 0. 
Por lo tanto, 


d 
0= СОЛ = М/ф). c'(0). 


Así, Vf(xo) es también perpendicular al espacio tangente a S еп xp por lo que Уу (х) y 
Vel) son paralelos. Como Vg(x,) # 0, esto implica que Vf(x,) es un múltiplo de Vg(x,), 
que es precisamente la conclusión del teorema. 

El siguiente corolario extrae algunas consecuencias geométricas de esta demos- 
tración. 


ече 
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7.7.2 Corolario Si f al estar restringida a una superficie S, tiene un máximo о 
un mínimo en xy entonces Vf (xp) es perpendicular a S en хо (véase la figura 7.7-1). 


grad fixo Yy 29) = Vf Yo Z) 


plano tangente a 5 


FIGURA 7.7-1 La geometría de los extremos condicionados 


Estos resultados nos dicen que para determinar los extremos con restricciones de f, 
debemos buscar entre los puntos x, que satisfagan las conclusiones del teorema o del co- 
rolario. Daremos algunos ejemplos del uso de cada uno. Cuando se usa el método del 
teorema 7.7.1, debemos buscar un púnto x, y una constante A, llamada multiplicador de 
Lagrange, de modo que Vf (x) = AV g(x). Este método tiene una naturaleza más analí- 
tica, mientras que el método del corolario 7.7.2 es más geométrico. En cualquier caso, 
las técnicas de multiplicadores de Lagrange son más eficaces cuando se usan conjunta- 
mente con la intuición (no en sustitución de ésta) obtenida en el estudio del cálculo 
elemental. 

Un criterio de la segunda derivada para los extremos condicionados se puede ver 
en Cálculo vectorial de Marsden y Tromba (op. cit.). 


Ejemplo 7.7.3 Sea 5 CR? una recta que pasa por (-1, 0) con una inclinación de 


45° y sea f : R? >R, (x, t) px? + 2. Determínese el mínimo de f en S. 


Solución Еп este caso, 5 = ((x, 1) |!—х—1 = 0}, de modo que elegimos g(x, t) =t- 
x-1. El extremo de f | $ debe ser buscado de entre los puntos donde Vf es ortogonal a 
S; es decir, con una inclinación de -45*. Pero Vf(x, t) = (2x, 2f) y tiene la pendiente de- 
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seada cuando х = —t; es decir, (x, Г) está en la recta Ł que pasa рог el origen, con una 
inclinación de —45°. Esto puede ocurrir en un punto (х, £) que está en el conjunto 5 sólo 
para el único punto que está en la intersección де L y 5 (véase la figura 7.7-2). La 
referencia a las curvas de nivel de f indica que este punto, (-1/2, 1/2), es un mínimo 
relativo de f | 5 (pero по de f). Ф 


FIGURA 7.7-2 Localización de los puntos críticos de la restricción de fa 5 


7.7.4 Ejemplo Sea f:R? >R dada por (x, y) кэ xX? – у?, y sea S la circunferen- 
cia de radio 1 con centro en el origen. Determínense los puntos críticos de f restringi- 
daa $. 


Solución En este caso, 5 = (1), donde g : R? >R, (x, y) кэ x? + y? Las curvas de 
nivel, los espacios tangentes y los gradientes aparecen en la figura 7.7-3. Está claro que 
el gradiente de f es ortogonal a 5 en los cuatro puntos (0,1), (+1, 0), que son máximos 
y mínimos relativos, respectivamente, de fl S. 

Este problema se puede resolver analíticamente mediante el método de los multi- 
plicadores de Lagrange. Está claro que 


д 
Vf, y = 7) = (2x, -2y) 


Ve(x, у) = (2x, 2y). 
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Así, buscamos puntos (х, y) conx? + у? = 1 para los que exista À tal que (2x, —2у) = М2х, 
2y). Esto nos da tres ecuaciones: 2х = А - 2x, -2y = А: 2у, y a? + у? = 1, de las que podemos 
obtener los valores de las tres incógnitas х, y y A. De 2x = Ах, podemos concluir que o 
bien x = 0 o bien À = 1. Six=0, entonces y = +1 y —2у = A2y implica À = –1. Si à = 1, 
entonces у = 0 y x = +1. Así, obtenemos los mismos puntos (0, +1), (+1, 0) que antes. 
Como ya mencionamos, el método solamente localiza los posibles extremos; el hecho 
de que sean máximos, mínimos o puntos silla debe determinarse mediante inspección o 
por otros medios. Ф 


FIGURA 7.7-3 Las hipérbolas son tangentes а 5 en los puntos críticos de f| $ 


Si la superficie $ está definida por varias restricciones, 


81001,...,1)=C1 
LX. An) = 6 
Beis. Xp) = Ck 


(hasta ahora sólo teníamos una g), entonces el teorema 7.7.1 se puede generalizar como 
sigue: si f tiene un máximo o un mínimo en xp sobre 5 y Ур,(хо), .... Vexo) son 
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linealmente independientes, entonces existen constantes А, ... , А tales que 
Уро) = А. V gr lxo) +++ + AV gelo). 
Esto se puede demostrar generalizando el método utilizado para demostrar el teorema 


7.7.1 y se deja para el lector interesado. Ahora daremos un ejemplo del uso de esta 
formulación general. 


7.7.5 Ejemplo  Determínense los puntos extremos de f(x, y, z) =x + y + z sujeta a 
las condiciones ? + у =2 ух+а= 1. 


Solución Еп este caso tenemos dos restricciones, 


gayr +y-2=0 


gx, y, 2)=x+2-1=0. 
Así, debemos determinar х, y, 2 y A, y A. tales que 


Уро, y z) = Ал Vga y, 2D) +22 Vgl, y, 2) 


gr(x,y,2)=0 
gx, y, 2) =0; 


es decir, debemos resolver 


l1=21:2x+42: 1 


1=4;-2y+42:0 
1=4,-0+42-1 
y 
e+y=2 
x+z=l. 


Éstas son cinco ecuaciones para x, y, z, A, y А„. De la tercera, А, = 1, y entonces 2xA, = 
0, 2yA, = 1. Como la segunda implica que A, + 0, tenemos que x= 0. Así, у= +2 y 
= 1. Por lo tanto, nuestros puntos son (0, + 4/2, 1). Las restricciones 2 +у = 2 yx+z=1 
definen juntas un conjunto compacto en R?, la elipse que se forma al intersecar un cilin- 
dro y un plano. La función continua f debe alcanzar un máximo y un mínimo en él, y 
esto debe ocurrir para algunos de los puntos que hemos determinado. En consecuencia, 
f(O, V2, 1)=1+ V2 debe ser el máximo y f0, -v2,1)=1- 42 el mínimo, Ф 


ч Eos è 


§7.7 Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange 


7.7.6 Ejemplo Махітісеѕе f(x, y, 2) =x +z sujeta a la restricción +y + = 1. 


Solución Aquí usamos el teorema 7.7.1. Buscamos À y (x, y, z) tales que 


1 = 2хА 
0 = 2ул 
1 = 2А 
y 
#+у +2 = 1. 


De la primera ecuación, A # 0, por lo que la segunda da у = 0 y la primera y tercera dan 
z = x. La cuarta se convierte en x? + 2 = 1, de modo que x = +17402. Nuestros puntos 
son (3/42 ,0, 1/42) y (-1/4/2 , 0, -1/42 ). La resiricción define un conjunto compac- 
to (la esfera unidad en 3) donde la función continua f debe alcanzar un máximo y un 


mínimo. Éstos deben estar entre nuestros puntos, рог lo que сотрагатоз los, yalores:. . 


F(1/VZ,0, 1/2) = V2 debe ser el máximo y /(—1/,/2, 0, -1/4/2) == 4/2 debe ser el 


mínimo. Ф 


7.7.7 Ejemplo  Determínese el máximo volumen de una caja rectangular, si está 
sujeta a la restricción de que el área de su superficie está fija en 10 metros cuadrados. 


Solución En este caso, si х, y, z son las longitudes de los lados, el volumen es f(x, 
у, 2) = хуг. La restricción es 2(ху + xz + yz) = 10, es decir, ху + xz + уг = 5. Así, nuestras 
condiciones son 


у= My +2). 
xz = Mx +2). 
Xy = Mx + y). 


ху+х@+ у= 5. 


En-primerlugar,-x-£-0,-ya-que-x-=-0.implica-yz=5-y-0-=-Az, de-modo-que-A=-0-y 
yz=0.Análogamente, y + 0,2 # 0, yx +y # 0, etcétera. La eliminación de À еп las pri- 
meras dos ecuaciones da у2/(у + z) = xz/(x + z), lo que a su vez indica que x = y. De 
forma similar, у = z. Usando la última ecuación, 3x? = 5, de modo que x= 45/3. Así, 
xX=y=2= УЗ, de modo que xyz = (5/3)%?, Ésta es la solución. Debería estar claro 
geométricamente que el máximo ocurre cuandox=y=z. 4 


А ашкы 
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Ejercicios de $7.7 


En los ejercicios 1 al 5, determínense los extremos de f sujeta a las restricciones dadas. 
Lo Хоу 2) =x ужа, лжу +22 = 2. 


fay = х= у -y =R 


Хо,у) = х, 2 + 2у? = 3. 


fay) = Зх+ 2у, 22 +3y? = 3. 


La Corporación Supranacional del Lodo produce lodo mediante un equipo y un 
material con un costo de p = $243 por unidad y una mano de obra con un salario 
de w = $16 por hora. Si se usan x unidades de equipo/material e y horas de traba- 
jo, entonces se producen 20xY%y1/% litros de lodo. Si la compañía tiene un presu- 
puesto de В = $51,840,000, determínese la máxima cantidad de lodo que pue- 
de producir y la cantidad de equipo/material y de horas de trabajo necesarias para 
producirlo. 


2 
3 
4, fayD=x+y+z л? — у? =1,2х+2=1. 
5 
6 
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7.1.1 Teorema de la función inversa SeanA CR" un conjunto abierto y f: A С 
R" = К" de clase С! (es decir supóngase que Df existe y es continua). Sea xy E A y supón- 
gase que Jf(xo) # 0. Entonces, existen una vecindad U de x, en A y una vecindad abierta 
W de f(xp), tal que О) =W y la restricción de f a U tiene una inversa Cl, f~ : W > 
U. Además, para y Є W y x = f"(y), tenemos 


Df") = Dft, 


la inversa de Df (х), lo que significa su inversa como transformación lineal (correspon- 
diente a la matriz inversa). Si f es de clase С?, p > 1, también lo es f”. 


Demostración La demostración del teorema de la función inversa no es particular- 
mente fácil en lo tocante a sus detalles técnicos, pero este teorema representa una piedra 
angular del análisis y por lo tanto debería dominarse. Vamos a hacer la demostración en 
К", pero en realidad el teorema es válido, con ideas similares, en un espacio de Banach 
(véanse los detalles en Abraham, Marsden y Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis and 
Applications, Springer-Verlag, Nueva York, 1988). La demostración se basa en el princi- 
pio de la aplicación contractiva; esta técnica es útil, pues se aplica en muchas situacio- 
nes. Usaremos el siguiente caso particular. 
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Lema 1 SeaM ий subconjunto cerrado de К” y d la función distancia en R". Sea f 
una aplicación de M en М. Supóngase que existe K constante, donde 0 < К < 1, tal que 
para cualesquiera dos puntos x e y en M, tenemos d( f(x), f() < Ка(х, y). Entonces 
existe un único х. € M tal que f(x.) = x. (x. es un punto fijo de f). 


Antes de iniciar la demostración del teorema de la función inversa, es útil disponer 
de un lema técnico acerca del conjunto de transformaciones lineales invertibles (o, de 
forma equivalente, el conjunto de matrices invertibles). Una matriz х n (o una transfor- 
mación lineal de R” en R”) es simplemente una mn-upla de números reales, уа que una 
matriz А con entradas (a,) se puede considerar como una mn-upla (а, ..., а, Azp- -> 
Ani» + > >> Amn). Así, tiene sentido decir que cierto subconjunto del conjunto de todas las 
matrices es abierto o que una transformación del conjunto de las matrices m x n al con- 
¡junto de las matrices p х q es diferenciable. Sea L(R”, R”) el conjunto de las matrices nX n 
(o de las transformaciones lineales de R” еп R”) у GLR", Ж”) el conjunto de todas las 
matrices invertibles (o transformaciones lineales invertibles de R” en R”), llamado gru- 
po general lineal. Así, GL(R”, R”) = (A Є МК”, R”) | detA Ф 0}. Sea L! : СЦЕ", R") > 
GL(R”, К”) la aplicación que lleva una matriz invertible A en su inversa A”. 


Lema 2 


і. GL(R”,R”) es un subconjunto abierto de L(R", R"). 


iii  Z7 es una transformación С". 


Demostración 


1. La aplicación determinante det :R"X- - -x R” (п tiempos) > R es una transforma- 
ción n-lineal (recuérdese que el determinante es lineal en las filas). Así, det se 
puede ver сото un polinomio en л? variables, por lo que es continuo; de hecho, 
es de clase C”. Como el conjunto (0) es cerrado, det ({0}) es cerrado, Por lo 
tanto, L(R”, К”) \ det! ((0)) es abierto. Pero L(R”, К") \ det 1((0)) es el conjunto 
de matrices п X п con determinante distinto de cero, y éstas son precisamente 
todas las matrices invertibles GL(R”, R"). 


ii De la expresión explícita para la inversa de una matriz, vemos que £ es С“. De 
hecho, la expresión para la inversa de la matriz A es A”! = (det A)”, donde adj А es 


Esos ic Fis ШЕ 


una matriz tal que (adj A), = 1)% det A(j | i), donde det A( j | i) denota el determi- 
nante de la matriz que se obtiene de A eliminando la j-ésima fila y la i-ésima 
columna. Como (det A)! es una función diferenciable de A, sólo necesitamos 
mostrar que la aplicación adj : L(R", Ҝ") > L(R”, R") que lleva a cada matriz сп 
su adjunta es C”. Considerada como una función de R” en R”, la adjunta es 
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simplemente una л?-ир!а de funciones como (adj A); = (-1)% det A( j | i). Como 
ya hemos mencionado, una aplicación multilineal de К" x- -x К" en R” es С". 
Así, cada una de las n? funciones componentes de adj es C”. Por lo tanto, la apli- 
cación adj es C”. YV 


Demostración del teorema de la función inversa Para mayor claridad, 
separamos la demostración en varios pasos. 


Раѕо 1 Simplificación a un caso particular. 


Demostramos el teorema cuando Df(x,) es la transformación identidad. Para ver 
que esto es suficiente para demostrar el caso general, sea Т = Df(xp). Entonces, Т“! 
existe y es lineal, de modo que 0(7-)( (х) = T! y, por la regla de la cadena, 


DT! o fXxo) = ОКТУ (x0)) o Df (xo) = Т^! o Df(x0) 
= transformación identidad, 


Si el teorema es cierto para T'of, entonces el teorema también es cierto para f. De 
hecho, si g es una inversa de Tof, la inversa de f será g o T'. Е 

Podemos hacer otra simplificación, a saber, que x, = 0 y f(x) = 0. Para ver estos, 
supóngase que hemos demostrado el teorema para el caso particular x = © y f(x) = 0. 
Para demostrar el caso general a partir de esto, sea h(x) = f(x + xo) — (х0). Entonces 
А(0) = 0 y DA(0) = Df (xo), de modo que DA(0) es invertible. Si Р tiene una inversa cerca 
de x = 0, entonces la inversa de f cerca de x, será 


FTO) = Ву — оо) + xo. 


En resumen, el paso 1 prueba que es suficiente demostrar el teorema bajo las hipó- 
tesis de que xy=0, f(x) = 0 y DICO) es la identidad. Sapondremos esto en el resto del 
análisis. 


Paso2 Aplicación del principio de la aplicación contractiva para obtener una inver- 
sa local. 


Con las observaciones anteriores en mente, lo que quisiéramos son dos vecindades 
de 0 tales que, dado cualquier y de la primera vecindad de 0, exista un único x de la 
segunda vecindad tal que f(x) = у. Para mostrar esto, considérese la función g, dada por 
8,60 = y + x- f(x). Si para alguna vecindad cerrada de cero ésta es una aplicación 
contractiva, entonces tiene un único punto fijo, digamos, x, de modo que x= y + x- f(x), 
o sea x es el único punto perteneciente a la vecindad tal que f(x) = у. Para construir esta 
vecindad, defínase g(x) = х – f(x); entonces Dg(0) = 0. Supóngase que g es de clase СР, 
p > 1. Esto significa, en particular, que Dg es una función continua, y por la continui- 
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dad en 0, existe r >0 tal que АІ! < rimplique |0,09 < 1/2п, dondeg=(2,,....8n). 
Рог el teorema del valor medio, dado x Є D(O, ғ) existen puntos су, сз... , с, en D(O, r) 
tales que (х) = g(x) – 8(0) = Юе(с)(х — 0) = Ов (с)(х). En consecuencia, 


ео < Y lew = $2 Dedw ж У Ded] hell < lil < 5, 
=} izl i=} 


aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a Юе(с)(х) = (Vg£c)), х). 

Esto muestra que g aplica la bola cerrada de radio r, В(О, r), en la bola cerrada de 
radio r/2, В(О, r/2). Ahora, sea y cualquier elemento de В(0, r/2). La transformación g, 
aplica В(0, r) en B(0, r); para ver esto, obsérvese que ||| 51/2 ух € В(0, r) implican 


12001 = [> + 20011 < У + ДЕО <7/2+r/2 = 


Sean х, у х, dos puntos cualesquiera en В(0, ғ). Entonces || 401) — 8,0) || = || 8(1) — 
0х) || y, por el teorema del valor medio, como antes, || gœ) — gœ) || = (1/2) |x- 


х, ||. de modo que g, es una aplicación contractiva (con constante K = 1/2). El principio ___ 


de la aplicación contractiva implica entonces que existe un único punto fijo x Є В(О, r) 
para g,, y, como ya hemos observado, esto implica que f(x) = y. Esto significa que f 
tiene una inversa f! : В(0, r/2) C R" > В(0, r) CR”. 


Paso3 La inversa es continua. 


Sean х,у Y Є B(0, ғ). Si recordamos la definición de g, obtenemos 


1 
[ba = 1 = о) -fal + еба) — воз] НРО) -f+ ура — ж], 


y por lo tanto, | XX | <2 |) - Р). Así, si y, € y, € В(0, 1/2), entonces Ло) 
70) 52 || у -yll de modo que /-! es continua. 


Раѕо 4 Para r suficientemente pequeña, la inversa es diferenciable en D(O, r/2). 


Aquí tenemos que Df(0) es invertible y que Df : A С Е" => R” es continua, y hemos 
mostrado-que:GE(R”,R”)es-abierto-en-E(R*-R>).Estos-hechos muestran que-paratodo 
x en alguna vecindad con centro en 0, [Df(x)]" existe. Si esta vecindad no contiene а 
D(0, r/2), r se restringe aún más hasta que esto ocurra. Por lo tanto, podemos suponer que 
[Df(0]7 existe para todo x E D(O, r/2). Además, podemos suponer que || Dro y || 
= М II y || para todo x E D(O, r/2) e y ER”, por la continuidad de [Df(x)]" (véase el 
ejemplo resuelto 4.4, capítulo 4). 
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Para y, € у, ED(0, 7/2), xı = fyi) y x = fy), 
Цуу) = 10) — Df - (уз — yall 
[уз = yo 


[х = хо = ру)! (ол) — fll 
Шо) -rell 


E | ll: — хә] | IMD 2171 HD/ (22) – о) — (ол) -SYI 
ПРО) -fell Я] | 


<2 По) || y роу || <M || y |І esta expresión resulta ser 


Usando | XX, 


[Drea — хо) — Y) — fll 


52м 
П. — [1 


Га última expresión tiene límite cero cuando | хү—Х) | э 0, рог la diferenciabilidad de 
f еп x, Esto muestra que f~ es diferenciable en y, con diferencial [0 (х.)] = 
ID GD. 

En el teorema, hacemos W = D(O, r/2) у U = f-(W), ambos conjuntos abiertos. 


Раѕо5 f? : 0(0, 1/2) > R" es de clase С”. 


El paso 4 implica que la transformación inversa f~ : D(O, 7/2) > Е" es diferenciable 
en D(O, 7/2) y que Df ”'(y) = [Df(fG)))*. También hemos mostrado que f~! : D(O, 1/2) > 
К" es continua: Df es continua por hipótesis y la transformación de inversión de GL(R”, К") 
(el conjunto de transformaciones lineales de К" еп R”) a GL(R”, R”) es continua y, de 
hecho, С", por el lema 2. Esto implica que Df”! es una transformación continua de D(O, 
r/2) en LR", К”). Por lo tanto, -! es de clase C!, 

Analícese de nuevo Df” (у) = [DF(£G)]7 y observemos que como f”! es de cla- 
se С', Df es clase С”! y, como la inversión es С”, Df” es de clase C!. Por lo tanto, f es 
de clase С?. Si continuamos de esta forma por inducción, concluimos finalmente que f7! 
es de clase С°. Ш ` 


7.2.1 Teorema de la función implícita SeanA С R" xR" un conjunto abier- 
to y F : A >R” ипй función de clase C (es decir, supóngase que F tiene p diferencia- 
les continuas, donde p es un entero, p > 1). Supóngase que (xy у) EA у F (xp yo) = 0. 
Fórmese el determinante 


ӘР, ФЕ 

Зур 7 душ 
SEP ES diu 

OF pn OE 
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evaluado en (хь, yo), donde F =(F,, ...., En). Supóngase que A + 0. Entonces existen una 
vecindad abierta U C R" de xp, una vecindad V de yọ en К" y una única función f : U => 
V tal que 


Fafo) = 0 
para todo x Є U. Además, f es de clase CP. 


Demostración Ребпаѕе la función G : A C R" x R” > R" x R” сото G(x, ў) = (х, 
F(x, у)). Рага х cercano а ху, queremos encontrar y = f(x) tal que F(x, у) = 0. La idea 
es demostrar que G es localmente invertible cerca de (хо, yo) y tomar f(x) determinada 
por (x, f(x)) = С-(х, 0). Como F es de clase С? y la transformación identidad es de cla- 
se С”, se sigue que G es de clase C”. La matriz de derivadas parciales de G (la matriz 
jacobiana) es 


1 0 0 0 0 
0 1 
Е To 1 ES o Ga 
Е Ер дЕ дЕ, 
дх\ дхһ 9 дум 
En ӘР. dEn ӘР, 
дх\ Xn ду дум 


El determinante de esta matriz evaluada en (xo, yo) es igual a 


ӘР! ағу 
да| E E 
dy дул 


evaluado еп (хо, Yo). Por hipótesis, JG(xo yo) # O y entonces, por el teorema de la 


función inversa existerunconjunto abierto ”W-quecontiene a (хо 0) y un conjunto 
abierto $ que contiene a (xp, yo) tales que G(S) = W y С tiene una inversa.C”, GU: W > 
S. Por definición de conjunto abierto, existen conjuntos abiertos U C R" y V C R", con 
Xp E Ue yo € V tales que U X УС S. Sea G(U x V) = YC W. Así, G: U x V => Yes un 
difeomorfismo C (esto significa que G es de clase С? y que tiene inversa G” : Y -> Ох 
V, también de clase C’), Ahora, С! es de la forma G(x, w) : (x, H(x, w)), donde Н es 
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una función С? de Y en V, pues G es de esta forma, como es fácil de ver, Sea л: R” x 
К" > К" dada por л(х, y) = y, de modo que F(x, H(x, w)) = л o G(x, H(x, уу) =л о Go 
С-(х, w) = w. Como G” es de la forma С-(х, w) = (x, H(x, w)), x € U si (х, w) E Y. 

Defínase f : U > V por f(x) = H(x, 0). Como F(x, H(x, w)) = w, obtenemos Fix, }(х)) = 
0, y сото H es de clase С”, f también es de clase C”. Por el teorema de la función in- 
versa, H(x, w) está determinada en forma única. Como f debe estar dada por H(x, 0), f 
también es única. Ш 


7.3.1 Teorema de rectificación del dominio Sean A CR” un conjunto abier- 
toy f :A >R una función de clase С?,р > 1.Seax, Є A y supóngase que f(x) = © y que 
Df (xo) # 0. Entonces existen un conjunto abierto U, un conjunto abierto V que contiene 
a xy y una función h: U > V de clase ©, con inversa h”! : V > U de clase Œ, tales que 


FM, +. Xn)) = Xp 


. a $ ‚ 2 
Demostración Сото рухо) + 0, existe i tal que (9//9x)(x)) + 0. Defínase g:R*= 
R" сото (Xi; o ois A), rs ooo Mito Xps харь. х). La aplicación de permuta- 
ción g es lineal y por lo tanto es С“; como f es de clase C”, la regla de la cadena mues- 
tra que f °g es de clase С? Así, (If ° 8)/3x EKo) = д/(х„)/дх, # O, lo que implica 
que f °g es una función del tipo descrito en las hipótesis del teorema de la función 
implícita, con т = 1. Como en la demostración de 7.2.1, si definimos G : A СВ"! x 
R > К”! x R como G(x, y) = (х, f ° g(x, y)), existen conjuntos abiertos W C R" y UC $ 
con xy E W y (x; ¿++ X07, 0) Є U (donde xy = (Xp), . . . , хо) tales que С: W > U tie- 
ne una inversa С”! : U э W de clase C. Ahora, (f ° g)° G(x, ..-, х) = 0 0 G)o 
Gan a X) = (по буо б-к) = (х,..., X) = Xp doñide x : R! xR >R es la 
proyección en la última coordenada. Defínase У = g(W) ул: U > V como Л = г° G>. 
Entonces h es una función С? con inversa С°, pues g y G” tienen esta propiedad у 
CC M 


Es posible demostrar un teorema más general que 7.3.1, usando una técnica simi- 
lar. Es decir, si f : A C R" R", n > m y Df (xp) como transformación lineal tiene rango 
m, entonces es posible hacer que f se parezca а una proyección en los últimos тй fac- 
tores al componerla con una función suave de invérsa suave. En el ejercicio 18 del final 
del capítulo estableceremos esto de forma precisa y daremos una sugerencia para la 
demostración. Obsérvese aquí que el rango tiene dimensión menor o igual que la del 
dominio. En el siguiente teorema ocurre lo contrario. 


7.4.1 Teorema de rectificación dë la imagen Sean A С К ип conjunto 
abierto y f :A => R” una función de clase С', r > 1, y supóngase que p < п. Sea x E A y 


SI ÓN 


Por el teorema de la función inversa, existen un conjunto abierto U en torno a f(xp), 
un conjunto abierto V en torno a (Xy, 0) y una función g : U — V de clase С” tales que 
g= 4”. Entonces #(/(х)) = 2046) + (0, 0) = (x, 0), como se pedía. ш 
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supóngase que el rango de Df (ху) es p. Entonces existen conjuntos abiertos U y У еп" 
tales que f(x) Є U y existe una función g : U > V de clase С'соп inversa g :V>U 
también de clase С, tales que &° f(X;, ...,) = (Xn -+ + s Xp O, . . . 0) para todo (х\,. т 
щек И 
Demostración Como Df (xp) tiene rango p, alguna submatriz p хр de Df (xp) tiene 
determinante distinto de cero. Podemos renombrar las variables, en caso necesario, 
para suponer que 
af! af 
дх\ дхр 
: г [AO 
e F 
dx дхр 
donde f = (ft, ..., f"). Defínase y: Ах R"? =R" como ф(х, у) = fo + (0, y). Entonces 
== --——la matriz de- Рф —  _ o --»---—_ — — 
af! af! | 
oo # у % { 
0x1 0xp E 
ape ар . 
E кеф { 
1 Ap ! 
afir! ape | 
AM 0 
дх\ дхр 
ау" af | 
дХ| дхр 
де тодо дие 
i af af! 
9x1 дХр 
Ј(хо.0) = : E #0. 
of? ор? 
dx; 9х 
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7.4.2 Teorema del rango  Seaf:A CR" ~ А (donde A es abierto en К") una 
función C tal que Df (x) tiene rango m para todo x еп una vecindad de x, Є A. Enton- 
ces existen un conjunto abierto U C В", un conjunto abierto V C R" con xy E V y una 
función h: U => V de clase С' con inversa h? : V => U de clase C' tal que f oh depen- 
de solamente de Xy, .. х, Es decir (f DO p хрх) = ў Сера) 
para alguna función С', ў. 


Demostración Sea №, el núcleo de Руху); es decir, sea М, = {у ER" | Оу) у= 
0) (un subespacio de R” de dimensión л – л) y sea М un complemento m-dimensional 
de A, еп R”, es decir, sea M N M= (0) y (x + y Е EM y E No} =R". Ѕвас,..., с, 
Una base de M y C.,1, .. -> Ca una base de №. Cada х Є R” se puede escribir de forma 
única como х = Y (x)c, +>-++Y,09c,. Defínase С(х) = (0,..., 0, 4и, 1х), ..., 6). 
Entonces С es lineal y, рог lo tanto, suave. Сото Df(x,) tiene rango т, Ю/(л„)(Җ”) es 
un subespacio m-dimensional Р de R“. Además, el conjunto {4, = Df(x)c, | 1<і= т) 
es una base de Р. Cualquier x Є R“ se puede escribir en forma única como 


X = Pd ++ Pd + Pms Ia + PNG UN, 


donde d,;...,dyes una base de R“, con d,,..., d, la base de Р que acabamos de dar. 
Defínase Н: R > К" como Н(х) = (ф(х), ..., фб), 0,..., 0). 

Sea g(x) = H(f(x) + С(х)). Entonces g aplica R” en R”, y como H y С son lineales, 
tenemos que Dg(xp) + s = DHE) * Df Ms) + DG) = HDP) + G(s). Si 
escribimos la matriz de la transformación lineal Dg(x,) en términos de las bases сү,..., 
с, y la base canónica, obtenemos la matriz identidad. Por lo tanto, Dg(xp) es invertible. 
Podemos usar el teorema de la función inversa para encontrar un conjunto abierto U en 
torno a H(f(x)) + С(х,), un conjunto abierto Y en torno a x, y una función inversa 
suave 7! : U = V. Para cada x € V, Р(х) es invertible; es decir, De(x) es una transfor- 
mación lineal inyectiva de R” sobre Ж”, Podemos suponer que rango[Df(x)) = т para 
todo x € A (en caso contrario, restringimos f a una vecindad todavía más pequeña de 
хо). Para x E A, Df(x)(R”) es un subespacio m-dimensional P, de R”. Para s Є M, Dg(x) - 
s = HD) 5) + G(s) = HDA) - 5). Así, six E V, Df (x) restringida a M es una trans- 
formación lineal inyectiva de M sobre P,. La suprayectividad de la transformación pro- 
viene del hecho de que M y P, tienen ambos dimensión т. Análogamente, H debe ser 
una transformación lineal inyectiva de P, sobre R”. Denotamos la inversa de esta apli- 
cación сото L, : R” > P. 

Seah=g" : U ә V; mostraremos que f o (х\,...,х„) no depende de X......, 
х,. Para esto, podemos suponer que U es una bola. Basta mostrar que D; f, = 0, donde 
D,f, es la derivada de ў = f oh restringida a {0} x R"; es decir, mostraremos que 
df/8x,=0,i=m+1,...,n. Se sigue que f, es constante con геѕресоах, а, ..., 


х, Ahora, f = fio g, de modo que 


Df): y = DA (g(x)) Dga) - y 
=D, A (8) - НОЮ) - y) + Оо (800) - ССу). a) 


Como С es una transformación de Ё" sobre {0} x R”, basta mostrar que D, fi(g(x)) o 
G(x) = 0 para y Є R”. Regresamos a la ecuación (1) y usamos que £,o Н = identidad pa- 
ra obtener 


Dafi (gx) о С(у) = Lr o HD f(x) - у) — Di AEO) o HDF): у) 
= (1, — Ол (8(х))) о Н(Ру() - y) (2) 


para todo у Є Ё". Ahora, L, – D, f,(g(x)) está definida en R" х {0} y HoDf(x) aplica М 
sobre R” x (0). Por lo tanto, para mostrar que L, — D, f.(g(x)) = 0, basta mostrar que 


(La — Di AE) o ADF): y) = 0 


para y Є М. Esto se debe a que para y Є M, G(y) = 0, de modo que Def. (g(1)) 0 GO) = 
[—= -—— Or Porto tanto бү = Difi) es idénticamente та; de donde Df (g(0)=:0. ш" 


7.4.3 Corolario Sea f: A С "~ К" (donde А es abierto en R") una función de 
clase С, r 2 1, tal que Df(x) tenga rango т para todo x en una vecindad de xy Є A. 
Entonces existen un conjunto abierto U, CR”, un conjunto abierto U, С R" tal que xy € 
О» un conjunto abierto V, en torno a f(x), un conjunto abierto V, C R“, y funciones 
h: U, > U, y в: Vi > V, de clase С' con inversas de clase C tales que (go У оН)... ., 
Xa) = (Xp +++ > Amp 0)... 0). 


Demostración Рог cl teorema 7.4.2, existe una función С^, Л: U => Y con inversa 
C’, tal que 


Por Io Хаан: оа) ЈОХ) 


para alguna f : W C R" >R”. Сотой es invertible, Df tiene rango т, y por el teorema 
de rectificación de la imagen, existe una función C invertible g, tal que 


teo tr A = ta 07750)- 


Defínase g en R” сото g(X,,...,X,)= (80%) -+ + > 40), Xmas + А): Entonces g también 
es C” e invertible, y tenemos 


(8 0f) hA- Xn) = (,.--, Хы. 0,...,0). Ш 
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7.5.3 Teorema Sea у: [-a, a] x B(x, r) > R" una aplicación continua. Sea С = 
sup{|| fe, x) I | (х) Є [-а, а] х В(ху, 1)). Supóngase que existe K constante tal que 


Пла, х) -fel = Кх ~ yll a) 


para todo t € [-a, а}, x, y E B(x r). Sea b < тіп(а, r/C, 1/K). Entonces existe una 
única transformación continuamente diferenciable x : [-b, b] > B(xp, r) C R" tal que 
x(0) = хо (condición inicial) y & =, х(@)). 


Demostración La ecuación diferencial y la condición inicial x(0) = xp son equiva- 
lentes, por el teorema fundamental del cálculo, a la condición 


x(t) = xo + f fis, x(s))ds 
o 


para una función continua x(t). Considérese C([-b, Б], R"), del que sabemos (por $5.4) 
que es un espacio métrico completo. Sea 


А = {е € Cll-b,b),R”) | 200) = хо y әй) € В(хо, г)}. 


Entonces A С C([-b, b], R”) es cerrado (¿por qué?) y, por ello, A es también un espacio mé- 
trico completo. Aplicaremos el principio de la aplicación contractiva a este espacio A. 
Defínase F : A => A сото 


t 
Е(2)0) = xo + ў Уб, p(s)) ds. 
o 


Aquí, la expresión f; Fs, Ф(5))а5 se obtiene al integrar cada componente de f; el resul- 
tado es un vector. La desigualdad general 


/ Fis, pts) ds 
0 


f 
5 f (5, ф(5))[| ds 
0 И 


es análoga al resultado similar para el caso de funciones reales, y lo aceptaremos como 
un hecho probado (véase $4.8). En primer lugar, debemos mostrar que F(p) Є A. La 
función F(() es continua, pues 


FG — FDI = / б. ев» 


< / [[/ (5, (145 < Cir — 4 


para -b <1t<r < b. Así, F(p) Є С([—Р, b], R"). Además, Е(ф)(0) = xp, y para todo г Є 
E», б), 


t t 
FOO ~ xol} = \/ fs е(5)) ds] < sino f Пб, ф(5))45|| <b-C<r, 
0 0 


неее. AAA нече те) РЧ үзү т ту AA mr mr 
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ya que b < r/C. El factor ѕірп(г) tiene en cuenta la posibilidad de quet < 0. Así, F (PXH Є 
В(ху r), de modo que F(ọ) Є А. A continuación, para ф, y € А, 


EG) — Fl = sup HFA) — EGO! 
—bsisb 
= sup Í Уб, фб) — /(5, 1) ds 
—bst<b 


< sup sign(r) AS els) — / (5. Ф051 ds 


~bsisb 


= sup sign(/) [ Kileo- volds 


—bsisb 


IA 


sup К sign() Fito pl ds < Kbllp — vH 
—=bstsb 
donde Kb < 1. En consecuencia, si hacemos k =b · K < 1, entonces d(F(p), F(W) = 
кас, у), por lo que F es una contracción y por tanto tiene un único punto fijo: x= 
F(x). Este punto fijo x(1) es la solución única que buscábamos. Ш 


El esquema de iteración mencionado en el texto viene al caso pues, como vimos cn 
la demostración del teorema de la aplicación contractiva, el único punto fijo es el límite 
Рф) cuando п —> ео para cualquier p E A, tal que p(1) = xo. 


7.6.1 Lema de Morse SeanA CR" un conjunto abierto y f :A >R una función 
suave (infinitamente derivable). Supóngase que Df(xy) = 0 y que la hessiana de f en xo 
по es singular: Entonces existen una vecindad U de x, y una vecindad V de O en Е", así co- 
mo una aplicación suave g : У — U con inversa suave tales que f og = h tiene la forma 


у) = оо) -Ay IA Da trad, 


donde № es algún entero fijo entre Q yn. 


Demostración No perdemos generalidad si suponemos que xy = 0 y que f(x) = 0. 
Escribimos 


T 1 df itere хь) 1 ау 
Гота | ата) Уба). 


Si hacemos 


1 
КОШЫ) (Ai, Xade 
o Әх; 
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entonces 
п 
Хо) = У лд... + Am). 
i=] 


Сото x = 0 es un punto crítico, (0f/9x,1(0) = g0) = 0. Además, las funciones g; son 
suaves, así que sólo hay que justificar la derivación bajo el signo de integral (se puede 
aceptar esta afirmación por el momento, o consultar más adelante el ejemplo resuelto 
9.2 al final del capítulo 9 para una justificación detallada). 

Сото 2/0) = 0, podemos aplicar el mismo procedimiento nuevamente para escribir 


n 
BiRi An) = Y hijan TIE S) 
=! 
para ciertas funciones suaves А, y, en consecuencia, 


n 
PaE е X= Уход, иу, 
i jsl 

Podemos suponer que Ay = Л, si reemplazamos hi por Ё a= (1/20, + hy), en caso nece- 
sario; esto no altera la expresión de f. Obsérvese que en сего, 02/92; дх; = 2h;(0), de modo 
que Л(0) no es singular. 

Ahora, f se escribe de manera análoga a una forma cuadrática. Lo que queremos 
hacer es “diagonalizarla”. Procedemos por inducción. Supóngase que existen coorde- 
nadas tt, ...., и, en una vecindad U, de 0 tales que 


f= Hu, Y +.-- + (ur + y UH (Uy, ... и) (1) 
jar 
sobre U,, donder = 1 y las funciones Hy son simétricas. Ya hemos establecido esto para 
r= 1 en el párrafo anterior (la frase “coordenadas иу, ..., и," significa, como en el 
texto, que (щу, . . . , te,) son funciones invertibles de (x,, ....,x,)). 
Podemos hacer un cambio lineal de coordenadas en и,,...,н, para diagonalizar 


Y ишн). 
¡jar 


En particular, como H;(0) no es singular, los términos de la diagonal son distintos de 
cero. Así, podemos suponer que H,,(0) # 0. Sea (и, ...,н,) = ГС е ay en 
alguna vecindad más pequeña U, C U, de 0, g será una función С” distinta de cero. 
Defínase 


Vi=ui, ¡fr 


ПОСТА А 
Мик...) = 8(41,... Un) ү Л тт: аа „= @ 


ni a е сл = 
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La matriz jacobiana en 0 es + 


i 0 0 
0 1 
1 0 
(Via Ул) ƏV, ƏV, 
Мызы тыӊ 2. 0 e = 
Blu,- Un) ôx 80 Xn 
р 1 
0 0 
0 0 1 
que no es singular. En consecuencia, por el teorema de la función inversa, (4,,...,4,) > 
(Y, - . , V) es una aplicación С” con inversa С” en alguna vecindad más pequeña U; 
de 0. En otras palábras, (V,, . .., V,) servirán como coordenadas. Considérese ahora 
иш,Н„(и\,... ив) +2 У ши„Ну(и,... + Un), (3) 
јеж] 


que consta de los términos de la ecuación (1) сопіој = г. Aquí hemos usado la simetría 
de Н. Al comparar la ecuación (1) con la ecuación (2), vemos que la expresión (3) es 
igual a 


2 
1 
+V,V, – H, [Est] , 


donde el signo más o menos proviene del hecho de que H,, = +92, donde usamos + si H,, 
es positivo y – si H,, es negativo. De esto vemos que la ecuación (1) se escribe 


f= DN Ey + Y МУЙИ...) 
izr ij>r . 


para unas nuevas Н, simétricas. Así, hemos pasado inductivamente de rar + 1 еп la 
ecuación-(1).-Por-lo.tanto,.es.cierta-para.r=-1-+1 ,lo-que-demuestra elteorema._M_____ 


7.7.1 Teorema del multiplicador de Lagrange Sean f:UCR">Ryg: 
UCR">R funciones Ct dadas. Sean х, € U, g(x) = Co y S = 87'(Со) el conjunto de 
nivel de g con valor су. Supóngase que Ve(xp) # 0. Si f | 5, lo que denota la restricción 
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de Ға 5 (es decir a aquellos x Є U que satisfagan g(x) = cp), tiene un máximo o un 
mínimo en xy entonces existe un número real А tal que 


Vf (0) =2.Vg(xo). 


Demostración Lo único que falta en el bosquejo de demostración dado en $77 es 
que necesitamos saber que si у 1. Ув(ху), entonces у= с'(0) para una curva С!, ct), еп 5, 
con c(0) = х. 

Podemos establecer esto de la forma siguiente. Por el teorema de rectificación del 
dominio, existe un cambio de coordenadas h tal que Exp ---,Xx,)). Así, А105) es 
el plano coordenado x, = су. Sea w = DA” хо) < v. Afirmamos que la última coordena- 
da de w es cero; es decir, que w está en el plano x, = сє. Para mostrar esto, sea e, = (0, 
0,..., 1); mostraremosque (w, e)= 0. Por la regla de la cadena, #(А(х,,..., х) = х, 
implica І 


(Velo), Dho): w) = (w, ел), 


donde h(yp) = xo. Pero el miembro izquierdo es (Vg(x,), v) = 0. Sea e(t) = А(у, + tw), que 
está еп 5, y с(0) = xy; por la regla de la cadena, c'(0) = v. La demostración se puede 
terminar ahora como en el texto. Ш 


He aquí otra demostración. Supóngase que (де /9x,Xxp) + 0. Entonces existe una 
función А tal que а(х\..., Xp, ог з X,.19) = О para todo (х,...,хл„,у)епип 
conjunto abierto U C R"'. 5еай(х,...,х„)= CITA йол, ++ «+ X,.1)). Queremos 
maximizar К. Si k tiene un máximo o un mínimo en un punto, entonces 


ak f fdh 
dn x дуду 


Pero 
dg дв ðh 
дх; “Oxa Эл i 
de тодо que 
af 
of _ dx д8 
дх; de dx; 
Ixa 
Tomando 
of 
дх, 
à= ар 
дхһ 


obtenemos el resultado. Ш 
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Ejemplo 7.1 (Regla del producto para jacobianos) Seanf: A С К' э 
R”, g : B C R" > R" y KA) С B. Muéstrese que para x E A, 


Jeo) = ISO 0) 


(producto de números reales). 


Solución Рог la regla de la cadena, 
DG o fx) = Dg x) o Ю/(х), 


lo que se puede interpretar como una composición de transformaciones lineales o 
сото un producto de matrices. Como cl determinante de un producto de matrices es 
el producto de los determinantes, obtenemos el resultado pedido. $ 


-——-— Ejemplo 7.2 Considérense las ecuaciones w= f(x: y) yV =f (xy): Muéstrese que” — 
son invertibles cerca de (Xy, yo) sii 


-f дВ _ дА dh 


дх 1 ду óx_ 1 ðu 


Solución Éste es un caso particular del teorema de la función inversa, para n = 2, 
donde A es el determinante jacobiano. La matriz de derivadas de las»soluciones es la 
inversa de la matriz de derivadas de fı, f Como la inversa de la matriz 


(24) 


еѕ 


if d -b 
A\-c aj” 


donde А = ad – bc, obtenemos el resultado. Ф 
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Ejemplo 7.3 Sean A С R” un conjunto abierto УСА СЕ" К" una función 
inyectiva continuamente diferenciable tal que Jf(x) = de(Df(x)) + 0 para todo x € A. 
Muéstrese que f(A} es un conjunto abierto y que f° : f(A) > А es diferenciable. 


Solución Sea y Є f(A) y supóngase que у = f(x). Como f es continuamente dife- 
renciable y Df (x) tiene determinante distinto de cero, el teorema de la función inversa 
nos dice que existen vecindades abiertas U de x y V de y tales que f| U (la restricción de 
Ра 0) еѕ un difeomorfismo С! (es decir, tiene una inversa С!) de U sobre V. Por lo tanto, 
УС f(A}, de modo que f(A) es abierto. Ahora bien, (f| Uy! = f? |7007) y (f| Шу! es 
diferenciable en y, de modo que f~' es diferenciable en y. Por lo tanto, /-! es diferencia- 
ble en (А) Ф 


. Ejemplo 7.4  Considérense las siguientes ecuaciones: 


Хх? — уи =0, 
xy+uv=0, 


Usando el teorema de la función implícita, descríbanse las condiciones en las cuales se 
pueden despejar u y v en estas ecuaciones. Después, resuélvanse las ecuaciones direc- 
tamente y verifíquense dichas condiciones. 


Solución — Defínase f, : R*>R como f(x, y u, v) =X ун, уй: К: К como f(x, 
y, и, у) =xy + uv. Sea f: RS R? dada por f= (5, fa: entonces, f es una función suave. 
La matriz 


а әл 

ди ду (y 0 

9р д vou 

du ду Шш 


tiene determinante —yu. Si (Xy, у, Ho, Yo) es tal que уш # 0, entonces se satisfacen las hi- 
pótesis del teorema de la función implícita, por lo que existen vecindades А de (хо, Yo) 
y В de (uo, vo) y una única función continuamente diferenciable g : А > B tal que f(x, y, 
#(х, у) = 0 para todo (x, y) E A. Si hacemos u =& y v =g (donde g = (2,, £,)), entonces 
и y v son las soluciones de las ecuaciones simultáneas. Estas ecuaciones tienen solucio- 
nes únicas u y ven las vecindades en torno a (Xy, yy) y (но, Уу) que satisfacen las ecuaciones 
siempre que yotiy # 0, lo que es equivalente a pedir que x, # 0 e y, +0, pues (х, Yos Ho, 
Vo) = 0, о que xj — ушш, = Оу хоу + нууу = 0. 

Mediante un cálculo directo, las soluciones son и =x"/y у v = —у?/х, que son válidas 
excepto cercadex=00y,=0. Ф 


Ejemplos resueltos del capítulo 7 


Ejemplo 7.5 Dependencia funcional Sean A С R" un conjunto abierto y ў,..., 
f,: A>R funciones suaves. Las funciones f,,...., fa son funcionalmente dependientes 
en xy EA si existen una vecindad U del punto (fi (xo), +. - + 00) Є Е" y una función 
suave Е: U —> R, tal que DF # 0 en una vecindad de (0х0), . - + о) y si 


FAO.. faa) =0 


para todo x en alguna vecindad de ху 


а.  Muéstrese que si f... , fı Son funcionalmente dependientes en xq, entonces 


Uli La) 


TT) "0610 

b Si 
Mich д Mide _ 
BA Xni) AXi,- Xn) 


en una vecindad de xy, muéstrese que fy... , f, son funcionalmente dependientes 
y que, para alguna G, 


h = Gi Jaa). 


Solución Seaf=(f,...,f). 


a. Tenemos que F ° f = 0, de modo que DF (f(0) > Df(x) = 0. Si Jf) # 0, Df(x) sería 
invertible en una vecindad de ху, lo que implica que DF (f(x)) = 0. Por el teorema 
de la función inversa, esto implica que DF (y) = 0 en toda una vecindad de f(xp). 


b. Las condiciones de b implican que Df tiene rango n — 1. Por lo tanto, el corolario 
7.4.3 implica que existen funciones g y h tales que ` 


20f0h(X1,... Xp) = (Хү,...,Ал—1,0). 


Sea F la última componente de g. Entonces _ 


Elf». Jn) =0. 


Como g es invertible, DF # 0. 


El teorema de la función implícita implica que f, = СУ... f1); es decir, que 
podemos despejar f, =G(f.. ... + fi.) localmente en la ecuación F(f,....f,)=0 
siempre que podamos mostrar que дР/ду, # 0. Como vimos en la parte a, 


Реку) о Df() = 0, 
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o bien, con la notación en componentes y; = f(X,, ... ., х,), 
= 2) “ч не e | 
ЭС” ЭУ, к ES { 
0x1 17 дх, 
Si 9F/0y, = 0, tendríamos 
аһ ал 
Es ӘЕ ) ax к Ж? 
dy дула бл Aa i 
TN 


(E E) mo 
ay дун" 


pues la matriz cuadrada es invertible, por la hipótesis’ 


Uf» +1 fm-1) 


д(х1,...,Ха—1) 


#0. 


Esto implica que DF = 0, lo que no es cierto. Por lo tanto, 3F/ðy, + O y obtene- 
mos el resultado deseado. 


El lector debe observar la analogía entre la dependencia lineal y la dependencia 


funcional, donde las condiciones sobre el rango o el determinante se reemplazan por las 
condiciones análogas sobre la matriz jacobiana, Ф 


Ejercicios del capítulo 7 


1.  Escríbase una expresión рага д//дх si f(x, y) = g(x, h(x, у)), donde g, h : R? Е. 


2.  Considérese el siguiente conjunto de p ecuaciones con п + р incógnitas: 


аду +++ +@цХл + алан +°°* + Чул+рХыр=0 


арх Htt Жара + Орлан +°°* + арларХлар = О. 


„се A ыште A A A RA ABEE A - E a ppm ec өрүм: 
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¿Qué dice el teorema de la función implícita acerca de la solución de estas 
ecuaciones en términos de las incógnitas X,1, >- + + Xap? ¿Se reduce esto а un 
teorema conocido del álgebra lincal? 


3. Seaf:R>RC y 
и= (0), у= -у+А (х). 


Si (хо) + 0, muéstrese que esta transformación es invertible cerca de (Xo, Yo) У 
que la inversa tiene la forma 


x=, y=-v+uf и). 


4.  Muéstrese que las ecuaciones 
хуц жу +4=0 
2ху+у? — 2u? +3у +8 =0 


determinan funciónes u(x, y), у(х, y) cerca de x = 2, у = –1 tales que (2, –1) = 2, ` 
va, -1) = 1. Calcúlese ди/дх. 


5. а, Defínasex:R?-=>R como «(7 6) =r cos 0 ey : R? э К como y(r, 0) = =r sen 
Ө. Muéstrese que 
д(х,у) 
alr, 0) 


(ло, Во) = ro 
b. ¿Cuándo podemos formar una función inversa suave r(x, y), Ө(х, y)? Verifí- 
quese esto de forma directa y con el teorema de la función inversa. 
с. Considérese la siguiente transformación para las coordenadas esféricas: 
xr, p, 0) = rseng cos @; 
y(r, р, 8) = rsenpsend; 
ar, p,0)=rcosé. 
Muéstrese que 


alx, y, 2) 


2 
= r se . 
aG, p, 0) ne 


d. ¿Cuándo podemos expresar (5 q, Ө) еп términos de (х, у, 2)? 


6.  Determínese si la “curva” descrita por la ecuación х2 + y + sen (ху) = 0 se puede 
escribir en la forma y = f(x) en una vecindad de (0, 0). ¿Permite el teorema de la 
función implícita decidir si la ecuación se puede escribir en la forma x = А(у) еп 
una vecindad de (0, 0)? 
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Sea f una función que satisface las condiciones del teorema de la función inversa 
y & la inversa local g = f~ : W > U. Sean x, € U e у, = f(x). Considérese el caso 
п = 3 y muéstrese que 


бы № Љо) Di (хо) 
JA0D уо) = | 62 О» (хо) Ю» fo) |, 
63 03 (хо) D3 fa(xo) 


donde б,=1ї#=ўу Osii + j. Deduzca de esto la siguiente expresión рагар g;: 


Die = dz fh) 0x2, хз) 
NS TREO ET a 55 
абл .Р. А) дб, хә, ху) 


Además, obtenga las expresiones de las otras ocho derivadas parciales Dg; 


Sea (Xp, Yo Zo) Un punto del lugar geométrico definido por 2 + ху-а = 0, 2 + 
0-0 -Б= 0. 


а. ¿En qué condiciones suficientes se puede representar la parte del lugar geo- 
métrico cercana a (xy, Yo, Zo) en la forma x = f(z), у = 2(2)? 


b. Calcúlese f(z) y (2). 
а. Sea ў: R? — R? una función suave y supóngase que 


A R NA 


dx ду’ ду dx” 


(Éstas son las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann y que surgen naturalmen- 
te en la teoría de variable compleja; véase, por ejemplo, J. Marsden y M. Hoffman, 
Basic Complex Analysis, 2% ed., W.H. Freeman, Nueva York, 1987.) Muéstrese 
que Jf(x, y) = 0 sii Df(x, у) = 0 y, por lo tanto, que f es localmente invertible sii 
Df(x, y) #0. Demuéstrese que la función inversa también satisface las ecuátiones 
de Cauchy-Riemamn. 


b. Muéstrese que el criterio de invertibilidad de a puede ser falso (dando un ejem- 
plo) si f no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


Sean fi, f» f, funciones continuamente diferenciables de R* en R. Dense condi- 
ciones suficientes para que en las ecuaciones 
f4y20=0, Ay 2,1)=0, fly 20=0 


se puedan despejar las variables x, y, z en términos de /. 


SERPE үнө а tem ж . E koas н o ТОРЕНИН 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


a. Supóngase que f : R” — R” es de clase С! y que Df(xp) tiene rango m. Esto 
significa que Df(x/) es suprayectiva como transformación lineal. Muéstrese 
que existe toda una vecindad de f(x) que está contenida en la imagen de f. - 


b. Supóngase que f : R" > R” es С! y que Оу (хо) es inyectiva. Muéstrese que F 
es inyectiva en una vecindad de хо. 


Muéstrese que el teorema de la función implícita implica al teorema de la función 
inversa. 


Demuéstrese el corolario 7.2.2. 


Si fi, . . - , A son funcionalmente independientes en R” (es decir, si Df tiene ran- 
gok para f = (fo. feh k S n) yg fo- fason funcionalmente dependientes, 
muéstrese que localmente podemos escribir g = Р(Д,.... fe). 


Considérese la transformación L! : GL(R", R") > СЦЕ", R”), A кэ A7, que apli- 
ca cada matriz en su inversa. Muéstrese que la diferencial de esta transformación j 
está dada рог, 


DL ЧА). В=-А7\оВоА”!. 


Proporciónese una demostración directa del lema de Morse para funciones f : R -> 
R. ¿Se aplica ésta a 


a ЈО) = 239 
b. б) = хѕеп(1/х)? 


¿Debe ser única la función Л en el teorema de rectificación del dominio? Razónese 
la respuesta. 


Demuéstrese la siguiente generalización del teorema de rectificación del domi- 
nio: Sean A С R” un conjunto abierto y f : A C R" > R”, m < n, una función de 
clase С°. Sea x, Є A у supóngase que f(xp) = 0 y rango D(x) = т. Entonces 
existen un conjunto abierto U, un conjunto abierto V que contiene a хо y una 
función В: U — V de clase CP, con inversa hr! : V э U de clase С? (es decir, un 
difeomorfismo .C>) tales que f(R(X,, ..., х„)) = (хь... > Xa). [Sugerencia: si 
Df(x,) tiene rango т, deben existir ja ... ., j, tales que la matriz (Daf), 1 S ik S т 


19. 


es invertible. Defímase la aplicación de permutación g : R" > R" сото д(х\,..., 


х„) =p дро Xama paro +, Mato Хш Anto o no Хро э Xim)-] 


Sea F :R*>R? dada рог F(x, y, и, у) = (и + vx + y, ну + v? — x). ¿En qué puntos 
podemos expresar и, v en términos dex, y en la ecuación F(x, y, t, у) = 0? Calcú- 
lese ди/дх. 
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20. 


21. 


22. 


23, 


24. 


25. 


26. 


27. 
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“Si f(x, y г) = 0, entonces dx/0y - dy/0x-9x/0 = –1." ¿Qué piensa el lector que 
significa esto en realidad? (Los libros de termodinámica son notables por este 
tipo de afirmaciones tan misteriosas.) 


Seanf:R'">R"yg:R>oR,i=1,...,n funciones de clase СЇ. Defínase A : К" > 
R" como A) = f(g(xp), ..., 8,(х,)), donde g = (8p... p в) Y X= (0...5). 
Muéstrese que 
ga) © 0 
DA) = Df(g1(x1),..., ёһ(Х„)) : Я Я 
0. аб) 


Sea f(x, у) = (ху(х? – у?))/ (х + у) para (х, y) # (0, 0) y /(0, 0) = 0. ¿Es / de cla- 
se С?? 


Sea С С R” un subconjunto cerrado tal que x € С = ах E C para todo о > 0. 


а. Analícese la “forma” de С. 


b. Sea f: CR” continua у f(0:x) = f(x) para x € С, а > 0. Muéstrese que 
existe M tal que || f(x)]] = М ||| para todo x € С. 


Sean f(x, у, 2) = х?— yz — sen(xz) y 
ВО, y, 2) = (x COS y, XSEN Y COSZ,X SEN y Sen z). 
Calcúlese la derivada de f og. 


Sean В(0, r)= {х € R"| |1] = r} y f : BO, r) > R" una aplicación tal que 
а. |70) - ОЈ zl- 311 
b. ДО < $r 


Demuéstrese que existe un único х Є B(0, r) tal que f(x) = х. 


Muéstrese que existen números positivos p > 0, 4 > 0 y funciones únicas и, у de 
1-1-p,-1+plen]1-q, 1 + 4[ para las que 


хеч + ge = 0 = хеб) + у(х)е“® 


рага todo x € ]-1- p,- 1 + р[у u({-1) = 1 = v(-1). 


Obténgase una estimación del intervalo de tiempo en que existe la solución de 
dx/dt = Ёз+е*, х(0) = 1. 


Ejercicios del capítulo 7 


28. Sea AC R" un conjunto compacto y B С C(A, R) uno compacto. Muéstrese que 
existen f € В y xy E A tales que g(x) = fao) para todo g EByx EA. 


29. Seana, > а„ > 0 ya, >0. Sea f(x) = Ero 1, 1". Muéstrese que f(x) es continua 
еп [-1, 0]. 


30. ¿Es posible despejar u(x, y z), у(х, у, г) en las ecuaciones 


ху? + хш + уу?=3 
иЗу + 2ху — и?у*=2 


cerca de (x, у, 2) = (1,1, 1), (и, v) = (1, 1)? Calcúlese dv/dy. 


31. Considérese la ecuación dx/dt= 1 + tx, x(0) = 0. Examínese el esquema de iteración 
dado en $7.5 рага obtener una expresión de la solución en serie de potencias. 
Examínese el radio de convergencia. 


32.__Calcúlese el índice de la función х? + у? — 7х — 8у.+ху +164 (x=2} en.su punto. 


crítico х = 2, у = 3. Analícese la naturaleza de la función cerca de este punto. 


33. Proporciónese otra demostración del lema de Morse, como sigue. Supóngase que 
Xy = О y que f(x) = 0. Úsese el teorema de Taylor para escribir f(x) = + (0): 
(х, х) + 4 R, х) = + (Ах, х), de modo que рага cada х, A, sea una transforma- 
ción lineal simétrica de R”. Por hipótesis, A, es un isomorfismo, de modo que А, 
es un:isomorfismo si x está cerca de 0. Sca Q, = АА, de modo que Q, = Г. 
Usando una serie de potencias, podemos definir la raíz cuadrada T, de Q, para x 
cercano а 0; es decir, T? = Q, Muéstrese que О,А, = A,Q7, donde T indica la 
matriz transpuesta, y úsese la serie de potencias de T, para mostrar que la misma 
ecuación es válida рага T,. Sea S, = T;! y conclúyase que A, = 5,457. Sea h(x) = 
STx y muéstrese que ЮЛ(0) = /; aplíquese ahora el teorema de la función inversa 
para concluir que Л es localmente invertible. Sea g = h7!. Muéstrese que 


1 
$6) = (Aoh) Во) 


y dedúzcase que f o g(x) = 4 D’ f(0OXx, х). Por último, úsese un cambio lineal де 
coordenadas para diagonalizar la forma cuadrática 4 D*f. 


Encuéntrense los extremos relativos de fl S en los ejercicios del 34 al 37. 


34. f:R>R (х,у) +у?, 


S={%,2)|xER} 
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RR ayer, S= (an |ә у= 1). 


FR>R (х,у) А у, S=([(xcos1)|]xER). 
ДЮ? R, (х,у) лжу жа, 55 (00у) |а 2+2 +2}. 


Una caja rectangular, sin tapa, debe tener un área superficial de 16 metros cuadra- 
dos. Determínense las dimensiones que maximizan su volumen. 


Diséñese un recipiente cilíndrico para un litro de agua que use la mínima canti- 
dad de metal. 


Capítulo 8 
Integración 


Sin duda el lector está familiarizado con el proceso de integración para funciones de 
una variable y su aplicación a problemas prácticos relacionados con áreas, volúmenes, 
longitudes de-arco,- etcétera.-El-propósito- de este capítulo.y del siguiente es.revisar, 
consolidar y ampliar este conocimiento. En este capítulo formulamos las definiciones 
básicas para una teoría general de integración. Es útil, aunque no esencial, cierta fami- 
liaridad con las situaciones sencillas relacionadas con las integrales múltiples. 

Los poderosos teoremas de cálculo de integrales múltiples aparecen en el siguiente 
capítulo. Éstos son el teorema de Fubini, que nos permite reducir una integral múltiple 
a integrales simples iteradas y la fórmula del cambio de variables, que nos permite 
pasar de las coordenadas rectangulares a otro sistema de coordenadas más conveniente, 
como las coordenadas polares o esféricas y, más en general, cambiar de un sistema de 
coordenadas a otro. Para obtener una teoría satisfactoria de las integrales múltiples, aun 
para funciones continuas, es conveniente introducir el concepto de conjunto de “medida 
nula”. Veremos que uno de los principales teoremas establece que una función acotada es 
integrable sii sus discontinuidades forman un conjunto de medida nula. En particular, una 
función acotada con una cantidad finita o numerable de discontinuidades es integrable. 


$8.1 Funciones integrables 


Basándonos en el trabajo que hicimos en $4.8 vamos a bosquejar la forma en que debe- 


ría desarrollarse la integración en R?. Supóngase que f: А C R? >R es una función 
acotada no negativa (véase la figura 8.1-1), donde A es un conjunto acotado. La gráfica 
de la función fes una superficie en R?, y el proceso de integración se usa para determi- 
nar el volumen bajo esta superficie. Encerramos A en algún rectángulo {a,, b,] X (а, Б] 
y extendemos fa todo el rectángulo, definiéndola como cero fuera de A. Después divi- 
dimos [a,, b,] х [a,. b,] en rectángulos más pequeños, estableciendo una partición de 
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[a,, b,1, por ejemplo, a, = xo < х < ++ < Xp- < Xp =b,, y una partición de [a,, b,), por 
ejemplo, а, = Yo < у, <-**< Ym-1 < Ym = ba, formando así mn rectángulos [х,, Хх] X [yj 
Ун]. Después calculamos el volumen del bloque sombreado de la figura 8.1-1 como 
іп) | z € {хх у] X Yp Yal} (Хы —ADO%+1 у) y el volumen del bloque sombreado 
más el bloque marcado con diagonales de la figura 8.1-1 como 


зир{ fQ) | 2 € [хх] х Dj YT) > ы — Хур — ур). 
Sumamos estos volúmenes para todo і y todo j (es decir, los mn “subrectángulos” del 
rectángulo [a,, b,] X [a,, b,]) para obtener dos valores, denotados L( f, P) y U(f, Р), 
donde P representa la partición. Si 


supíL( f, P) [Р es una partición] = inf{ U( f, P) | P es una partición}, 


decimos que f es integrable (Riemann) sobre A y definimos la integral (de Riemann) 
sobre el conjunto А, denotada f. afo Ј у, f(x, у) ах dy, como 


/ f =зшр{Ш/.Р)} = int UY, P)). 


Ya hemos presentado la mayoría de las ideas necesarias para una teoría de la inte- 
gración de funciones acotadas sobre conjuntos acotados de dimensiones arbitrarias. Lo 
que resta es formalizar las afirmaciones para К^. 


FIGURA 8.1-1 La gráfica de una función acotada y una columna que ayuda a con- 
formar el volumen por debajo de ella 


Seaf: AC К" >R una función acotada cuyo dominio es un conjunto acotado A. 
Elíjase un rectángulo [a,, b,] X - + - Х [a,, b,] que encierre A. Además, definamos f sobre 


A o а үтү 


todo el rectángulo, haciéndola igual a 0 en los puntos no contenidos en A. Sea P una 
partición de [a,, b,] X « - х [a,, b,] obtenida al dividir cada [а, Б] mediante los puntos 
Xi + + ++ A), y formando 105 m,m, - --m, rectángulos 


Гырх х [л 


rd donde 0< Jj sm-1. 


Definimos el volumen del rectángulo В = [а,Ь] х - - + х [a,, b,] como el producto de las 
longitudes de las aristas: vol(B) = v(B) = (b, — а) – as) - > > (bp — a,). Sea L( f, P) la 
suma inferior de f para P, definida como 


LU, P) = Y lint(£00 | x € Ару), 


REP 


donde la suma se realiza sobre todos los subrectángulos R de la partición P. Análoga- 
mente, sea U( f, Р) la suma superior de f рага P, definida por ` 


ООР) = Ў _[вир{ о) ] x € RAR). ———— 


КЄР 


Observemos ahora algunas propiedades de L( f, Р) y U( f. P). Por la definición, ve- 
mos que para cada partición P, L( f, P) = U(f, Р). Supóngase ahora que P’ es cualquier 
partición que sea un refinamiento de o que sea más fina que Р, esto significa que cada 
subrectángulo perteneciente a Р' está contenido en un subrectángulo perteneciente а P. 
Afirmamos que L( f, P) = L( f, Р”), De hecho, esto es consecuencia de que el ínfimo de 
fen un rectángulo es menor o igual que el ínfimo en cualquier rectángulo contenido en 
él. Análogamente, U(f, Р') < U(f, Р). Esto tiene la siguiente consecuencia: si Р’ y Р" 
son dos particiones cualesquiera de [a,, bi} х X [a,, b,), entonces L( f, P') = U(f. P"). 


Para demostrarlo, sea P una partición del rectángulo que refine Р' у Р", lo que podemos 


lograr si usamos todos los puntos de subdivisión de P’ у Р"; entonces, L(f P’) < L(f P) < 
Uf P) = UE Р"). 

Como la función fy el rectángulo В están acotados, los conjuntos de números {Ł( f 
P) | P es una partición de B} y {U(f Р) | Р es una partición де В} están acotados infe- 
riormente por inf( fœ) |х Є В} vol(B) y superiormente por sup[ f(x) |х Є B} vol(B). 
Cada número del primer conjunto es menor o igual que todos los números del segundo 
conjunto. Así, si denotamos ` 
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s = sup{L( f. Р) | Р es una partición de В} 
S= inf{ U(f P) |Р es una partición de В} 


entonces s < S. Con esta notación, podemos hacer otra definición. 
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8.1.1 Definición 5; ез una función acotada en una región acotada A, entonces 
la integral superior de f sobre A se define como 


fr =S = inf{ U(f, Р) | P es una partición de B} 
A 
y la integral inferior de f sobre A como 


fr =s = supí[L(f, P) | Р es una partición de B} 
ЈА 


donde В es cualquier rectángulo que contenga la región A. Decimos que f es integrable 
Riemann (de ahora en adelante sólo usaremos la palabra “integrable”) sis = 5 у 
definimos la integral de f sobre A como su valor común: 


[х= {=} 


En vez de Ss con frecuencia se usa la notación S, fad о f ... S, Ах...) 
А 24 . 'b b 
dxi: +- dx, Si f: [a, b] > R, también se usa la notación Sifo $10) dx. 
Existe una importante caracterización equivalente de la integral de Riemann, que 
presentamos en el siguiente teorema. 


8.1.2 Teorema de Darboux SeaA C R" acotado y contenido en algún reciángu- 
lo 5. Sea f : А > R acotada y extendámosla a 5 definiendo {= 0 fuera de A. Entonces f es 
integrable con integral 1 sii para todo e > 0 existe 6 >0 tal que si Р es cualquier partición 
de 5 en rectángulos S,,..., Sy con lados de longitud < ô y si x, ES, ...,xp € Sw 
fenemos 


N 


NS) – 1 


<E. 


Я N x 
Decimos que У Е(х;)%(5,) es una suma de Riemann. 


Una condición muy relacionada con el teorema 8.1.2es1 siguiente. 


8.1.3 Condición de Riemann fes integrable sii ra todo € > 0 existe una 
partición P, de 5 tal que 0 € U(f, P) -L(f,P,) <€. 


тезеле, 
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La demostración de la condición de Riemmann se dará junto con la demostración 
del teorema de Darboux al final del capítulo, 

Obsérvese que si f es continua, podemos interpretar la sumas superiores e inferiores 
para una partición como sumas de Riemann especiales, pues falcanza su máximo y su 
mínimo еп cada subrectángulo en algún punto de tal subrectángulo. Si fes continua en 
todo el rectángulo 5 (que es un intervalo si п = 1), entonces la continuidad uniforme de 
f (véase $4.6) y la condición de Riemann implican que f es integrable. De hecho, de- 
mostraremos un resultado más general en 8.3.1. 

Ahora vamos a ilustrar algunas de estas ideas en el caso particular de una dimen- 
sión. Esto ya se hizo en $4,8, pero merece la pena darles un repaso en este momento. 


8.1.4 Ejemplo  Interprétense las sumas de Riemann geométricamente, para f: [a, 
b]=R. 


Solución Sea P: а= x< x <- <x, = b una partición у c; € [х, Xa]. Por 
definición, la suma de Riemann es 


л-1 


RI AA 


і=0 


que es el área total de los rectángulos representados en la figura 8.1-2, donde el área de 
los rectángulos que están por debajo del eje x se cuenta con un signo negativo. Obser- 
vemos que L( f, P) < R < U( f, P), de modo que el teorema de Darboux es plausible, Ф 


FIGURA 8.1-2 Aproximación de una integral mediante una suma de Riemann 
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8.1.5 Ejemplo  Muéstrese que Л, x ах = 1/2, usando la definición de la integral. 
Compárese con un cálculo geométrico. 


Solución Ѕерагатоѕ [0, 1] en л partes iguales 


ы ЕБ} 


Usando esto como partición, el ínfimo de f(x) = x en [i/n, (i + 1)/п] es i/n y el supremo 
es (i + 1)/n. Así, llamando P a esta partición, 


n—-1 n—) 
і+1 1 1 
UL, P)= X — AD 
izi iz0 
о) Пе (n+1) 
n? n 2 


aml. 
1 1 1 > 
цр Уе or + (5) о-о 
#=0 


п п? 


puesto que 1 +2 +--+ k= (1/2) + 1). Así, 


U.P = ( +1) у ЦАР) = 5 (" = 1). 


Ambas convergen a 1/2 cuando n > æ, Así, por la condición de Riemann (o el teorema 
de Darboux), vemos que fes integrable, y su integral es igual a 1/2. Esto también está 
claro geométricamente, en la figura 8.1-3. + 


Ejercicios de §8.1 


1.  Demuéstrese que si R es una suma de Riemann para una función f y una partición 
P, entonces L( f, P) < К < U(f, P). 


Э Sea f:[0,2] >R dada por Дх) = 0810 < х5 1,у Дх) = 1511<х < 2. Calcúlese 
ГИД dx mediante la definición. | 


3. Sea f:[0,11>R dada por f(x) = О si x £ 1/2 y f(1/2) = 1. Demuéstrese que f es 
integrable y que о dx=0. 


OS 


A 
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y 


FIGURA 8.1-3 Lá integral de f(x) = x es el área de un triángulo 


4. SèanACR" y f0j= = 1 parax Є A. ¿Cuál cree el lector que deba ser él valor de 
ДА? 


5. 7 Evalúese - y (ЗА ruando la definición, y y compárese la respuesta con un 
cálculo.geométrico del área. 


6. Sea f : [a, b] = R continua, Úsese la condición de Riemann y la continuidad 
uniforme de f para demostrar que f es integrable. 


$8.2 Volumen y conjuntos de medida nula 


En la recta real, integramos generalmente sobre intervalos. Sin embargo, en К” necesi- 
tamos por lo general integrar sobte conjuntos más complicados. Debemos asegurarnos 
de que los conjuntos con los que trabajamos estén restringidos de modo que la partición 
en la definición de integrabilidad sea razonable. En este caso, “razonable” quiere decir, 
grosso modo, que la frontera del conjunto no sea demasiado complicada. Nuestro obje- 
tivo inmediato será el desarrollo de los conceptos suficientes para precisar estas ideas. 
En primer lugar, definimos el volumen de un conjunto. 


8.21 Definición —Si-A-E-RZes-un- conjunto acotado; la: función característica“! У 
de A es la aplicación 1, : R" >R definida por 1х) =1six€EA у 1х) =0 six ÉA. 
Decimos que A tiene volumen si 1, es integrable, y el volumen de A es el número 


/ la(x)dx = А). 
A 
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Esta definición es natural, pues la región debajo de la gráfica de 1, es la región 
“cilíndrica” con altura 1 y base A (figura 8.2-1). También usaremos la frase “A tiene 
contenido” para indicar lo mismo que “A tiene volumen”. А veces, un conjunto que 
tiene volumen se llama medible Jordan. 


| gráfica de 1, 


[ ыу] 


А 


х 


FIGURA 8.2-1 La función característica de un conjunto 


Si n= 1, de modo que A CR, decimos que v(A) es la longitud de A y cuando A С 
R?, usamos el término área de A para v(A). 

Decimos queA tiene volumen nulo (o contenido nulo) si v(A) = 0. Por la definición 
de integral, esto es equivalente a la afirmación de que para cada є > 0 existe un 
recubrimiento finito de A mediante rectángulos, digamos S,,..., Sm de modo que el 
volumen usual sea menor que є; es decir, 


m 


У US) < =, 


i=l 


donde ъ($,) para rectángulos se calcula de la forma usual (los detalles aparecen en el 
ejemplo resuelto 8.1 al final del capítulo). 

Es útil permitir el uso de recubrimientos numerables al igual que finitos. Estas 
ideas fueron presentadas de forma sistemática por Henri Lebesgue hacia el año 1900, 


8.2.2 Definición Un conjuntoA С К" (no necesariamente acotado) tiene medida 
nula si para сайак > 0 existe un recubrimiento de A, digamos 51, S», . . . , mediante una 
cantidad numerable (o finita) de rectángulos tales que el volumen total Y MS) < 
є. Recuérdese que $1, 5,,... recubren A si Ua S, D A. Obsérvese que estos rectángu- 
los se pueden solapar. 


A A mp 


88.2 Volumen y conjuntos de medida nula 


Es importante notar que estos conceptos dependen del espacio donde se trabaje, lo 
que ilustramos mediante un ejemplo. 


8.2.3 Ejemplo  Muéstrese que, considerado сото un subconjunto de R?, la recta 
real tiene medida nula, pero como subconjunto de R no. 


Solución Para demostrar la primera afirmación, dado £ > 0, queremos encontrar 
rectángulos 5), $, . . . que encierren el eje X y que tengan área total < £. Considerando 
la figura 8.2-2, sean 


FIGURA 8.2-2 Una familia de rectángulos que recubren el eje horizontal 


Сото v(S) = 2[(2)/(2{+ 2™)] = 2/2, obtenemos У” (S) < У (8/27) =, ya que 
1/2 + 1/4+ 1/8 ++ - - = 1. Está claro que la recta real, como subconjunto de sí misma, 
no puede tener medida nula, pues al recubrirla mediante intervalos, la longitud total de 
los mismos será +00, Ф 


Esta demostración es típica de la forma en que se demuestra que un conjunto tiene 
medida.nula. Otro ejemplo de.conjunto.de.medida.nula.es-la esfera 


5= хє" = 1}. 


Por la definición de volumen, está claro que si А tiene volumen nulo, entonces А 
tiene medida nula. De hecho, si А tiene volumen nulo y £ > 0, podemos incluso encon- 
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trar un recubrimiento finito para A con volumen total < £. Además, obsérvese que si А 
tiene medida nula y B C A, entonces B también tiene medida nula. 

La principal ventaja de la medida nula sobre el volumen nulo aparece en el siguien- 
te teorema. 


8.2.4 Teorema  Supóngase que los conjuntos A), Аз, . . . tienen medida пша en R". 
Entonces A, U A, U - + tiene medida nula en К". 


De esto podemos concluir, por ejemplo, que cualquier conjunto compuesto por una 
cantidad numerable de puntos tiene medida nula. 


8.2.5 Ejemplo Сопѕійёгеѕе el conjunto А de racionales en [0, 1] С R. El con- 
junto A no tiene volumen; es decir, 1, noes integrable. De hecho, la función que tiene 
el valor 1 para los racionales y © para los irracionales, no es integrable, como vimos en 
§4.8. Sin embargo, el conjunto A tiene medida nula, pues un punto tiene volumen y 
medida nulos y A.consta de una cantidad numerable de puntos, por lo que podemos 
aplicar el teorema 8.2.4. Ф 


Ejercicios de $8.2 


1.  Muéstrese que ((x, y) ER? 


x? + у? = 1) tiene volumen nulo. 
2.  Muéstrese que el plano XY en R? tiene medida tridimensional nula, 


3.  SiAC[(a, b] tiene medida nula en R, demuéstrese que [а, DNA no tiene medida 
nula cn R (el ejercicio 10 incluido al final del capítulo implica que [а, b] no tiene 
medida nula). 


4. Úsese el ejercicio 3 para mostrar que los irracionales en [0,1] no tienen medida 
nula. 


5. ¿Debe tener medida nula la frontera de un conjunto? 


6. ¿Debe tener medida nula la frontera de un conjunto de medida nula? 


$8.3 Teorema de Lebesgue 


Consideremos ahora uno de los resultados más importantes en la teoría de la integra- 
ción. Intuitivamente pensamos que la mayoría de las funciones “decentes”, como las 
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funciones continuas, deben ser integrables, pues el área por debajo de sus gráficas debe 
poderse definir. Para dejar en claro de manera precisa la cuestión de cuán decente es 
“decente” tenemos el teorema de H. Lebesgue. Con este teorema, Lebesgue abrió nue- 
vos avances en la teoría de integración enfatizando el concepto de medida nula. 


8.3.1 Teorema de Lebesgue Sean A C R" un conjunto acotado y f: A > R 
una función acotada, Extiéndase f a todo R" definiéndola como cero en los puntos no 
contenidos en A. Entonces f es integrable (Riemann) sii los puntos donde la función f es 
discontinua forman un conjunto de medida nula. 


Podemos extraer dos conclusiones importantes de este resultado, como se establece 
en los siguientes dos corolarios. 


8.3.2 Corolario Un conjunto acotado A С R" tiene volumen sii la frontera de A 
tiene medida nula. 


Esto es consecuencia de la aplicación del teorema a la función característica 14. Como 
los conjuntos finitos y numerables tienen medida nula, el teorema también implica: 


8.3.3 Corolario  SeaA CR" acotado y con volumen. Una función acotada f: А э 
R con una cantidad finita o numerable de puntos de discontinuidad es integrable. 


Este resultado muestra que la mayoría de las funciones comunes que se encuentran 
en la práctica son integrables. Por ejemplo, una función continua en un intervalo [a, b] 
es integrable, pues [a, b] tiene volumen (la frontera consta de dos puntos). Las funcio- 
nes con un número finito de puntos de discontinuidad también son integrables. 

Obsérvese que la integrabilidad de f en el teorema 8.3.1 depende de la extensión de 
f. Por ejemplo, si А es el conjunto de racionales en [0,1] y f esidénticamente 1, f restringi- 
da a А es continua en А pero la función f extendida no es continua en ningún punto у, 
de hecho, no es integrable. En el corolario 8.3.3, no es necesario extender f, pues se usa 
el hecho de que A tiene volumen y el corolario 8.3,2. Otro resultado útil es el siguiente. 


8.3.4 Teorema 


і. Sea А CR” ип conjunto acotado, de medida nula y f: А э R cualquier función 
integrable (acotada). Entonces ТӘ 4х = 0. 
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li. Sif: A — R es integrable y f(x) > О para todo x y f, fœ dx = 0, entonces el 
conjunto {x E A | Fœ #0} tiene medida nula. 


Este teorema es razonable, pues un conjunto de medida nula es “pequeño” y, esen- 
cialmente, tiene volumen nulo, de modo que la integral de cualquier función sobre él 
debería anularse. La segunda parte también es razonable por el mismo motivo, 


8.3.5 Ejemplo Sea 


-lsxs0 
Joa E О<хж1. 


Muéstrese que f es integrable en [ –1, 1]. 


Solución El conjunto [—1, 1] tiene volumen y f solamente tiene una discontinuidad, 
en x = 0. Como festá acotada, 8.3.3 implica que fes integrable. Ф 


8.3.6 Ejemplo Sea Дх) = ѕеп(1/х) para x #0 y f(0) = 0. Muéstrese que f es inte- 
grable en | —1, 1]. 


Solución En este caso, f tiene un punto de discontinuidad, en x = 0. Además, | f(x)] = 
1, de modo que f está acotada. Así, por el corolario 8.3.3, fes integrable. Ф 


8.3.7 Ejemplo Sea f(x; у) = х2+ sen(1/y) para y #0 y f(x, 0) = х2. Muéstrese que 
fes integrable en A = {(x, y) [е +yY<I) 


Solución En este caso, f está acotada en A, el interior del disco unidad en R?, y 
tiene discontinuidades sobre la recta у = 0, que es un conjunto de medida nula en R?. 
Además, А tiene volumen (su frontera tiene medida nula). Por lo tanto, por el teorema 
8.3.1, fes integrable. Ф 


Ejercicios de $8.3 


1. Seaf(x) =x en [ -1, 1]. Demuéstrese que fes integrable. 


2.  Seafíx,y)=1si х *0yf(0, y) =0. Demuéstrese que fes integrable en A=[0, 1] x 
10,1] С. 


ъа A A A E жуун үле алак саең куы A че т сыз У II O A e ie A 
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3.  Calcúlese Í, f donde f y A son como en el ejercicio 2. 
4. ЅелА C R" ип conjunto abierto con volumen y sean f : A > R continua, f(x) = 0 
уо) > 0 para algún xy Є А. Muéstrese que ЈР 0. 
5. Sear;=1/kk=1,2,...y sea U el siguiente conjunto abiertó еп R: 
9 / 1 
U= U D (r z) 
к 
Decídase si U tiene volumen o no. 
6. Sea Дх) = соѕ(1/х) рага x #0 y Д0) = 0, Muéstrese que fes integrable en [—1, 1]. 


$8.4 Propiedades de la integral 


Ahora presentamos algunas de las propiedades elementales de la integral, análogas a 
las propiedades de las funciones definidas en intervalos. 


8.4.1 Teorema Sean А, B subconjuntos acotados de R", c ERyf.g:A>R 
funciones integrables. Entonces 


ii. 


f+ ges integrable y SS+ 8) = + Sig 
cf es integrable y Ј (с) = с ЈУ 
|А es integrable y ЛЛ] 5 Í, 14. 
Si f = g, entonces Ss < Le 
Si A tiene volumen y Я 5 М, entonces ІА = Mx(A). 


Teorema del valor medio para integrales Sif: A>R es continua y А 


vii. 


tiene volumen y es compacto y conexo, entonces existé хо € A tal que |, JO) ах= 
FOA). La cantidad (1/W(A)) S,f se denomina promedio de f sobre А 


Sea f: A U B >R. Si los conjuntos A у В son tales que A N В tiene medida пша 
yf КА N В), f |А yf |В son todas integrables, entonces f es integrable еп A О В y 


Л М+ 
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Sia <b < cen R, la condición vii implica que 


д b c 
Í fdz = I Јо) + / од. 
а а b 


En el plano, si А y В son como se muestra en la figura 8.4-1, la integral sobre su unión 
es la suma de las integrales individuales, pues la intersección tiene medida nula (es un 
punto). 


FIGURA 8.4-1 Dos conjuntos cuya intersección tiene medida nula 


8.4.2 Ejemplo SiA, B tienen volumen, muéstrese directamente (sin usar el teore- 
ma 8.4.1) que A U B tiene volumen. 


Solución Debemos mostrar que ¿(A U В) tiene medida nula (véase el corolario 
8.3.2). Pero 


ФАО B) СА U ðB 


(véase el ejercicio 15, capítulo 2), de modo que, como el miembro derecho tiene medi- 
da nula, también la tiene el miembro izquierdo. $ 


8.4.3 Ejemplo Proporciónése una interpretación geométrica de la propiedad їй 
del teorema 8.4.1 paraf: (а, b] > Е. 


Solución S Я f(x) dx representa el área debajo de la gráfica de f, donde la parte por 
debajo del eje X se cuenta con signo negativo. La magnitud de esto es, claramente, 
menor (о igual) que el área por debajo de la gráfica de |А; véase la figura 8.4-2. $ 


A diri нү туне ре тое" 
$8.5 Integrales impropias 


y 


FIGURA 8.4-2 La integral de una función no es mayor que la de su valor absoluto 


Ejercicios sde: $8.4 


1. Si A, Á... tienen volumen y А = A, UA, U - - - está acotado, ¿debe A tener 
volumen? ` 


2. Explíquese el significado geométrico de las propiedades iv y v en el teorema 
841. 7 


3, Ѕеап A, B conjuntos con volumen y A N B de medida nula. Úsese 8.4.1 para 
mostrar que v(A U В) = v(A) + v(B). 


4. Sea Йу dx=- ШЗ dx si a > b. Establézcase 


с b с ; 
1 FU) dx = J fœdx+ f ғо) dx | 
а а b 


para todo a, b,c (no debe suponerse que а < b < с, como hemos һесһо en el 
texto). : 


$8.5 Integrales impropias 


Con frecuencia necesitamos integrar funciones no acotadas o integrar sobre regiones 
no acotadas. Las integrales impropias resultantes nos llevan al estudio de probletmas de 
convergencia análogos a los de las series infinitas. 
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Por lo general, se definen las integrales impropias como 


оо b 
/ Јо)ах = lím f FO) dx, 
0 b—=00 Jo 


o bien, si la función й no está acotada cerca de 0, como 


b b 
f h(x) dx = lím f hx) dx, 
o є—0/, 


y así sucesivamente. Las definiciones dadas en esta sección se ajustan a estos concep- 
tos, Sin embargo, hay que tener cuidado: por lo general, no definimos 


оо k 
f Јо) dx = Шш f FO) dx. 
-00 — 00 -k 


Si lo hiciéramos, considérese lo que ocurriría con Дх) = x: $7, х dx sería igual a cero, 
mientras que f xdx y Рх dx no existirían; serían iguales а + оо у —co, respectiva- 
mente. Así, si queremos conservar la aditividad de las integrales, debemos proceder 
con más cuidado. Una forma de evitar esta “cancelación de infinitos” es separar fen sus 
partes positiva y negativa, como lo haremos en 8.5.4 más adelante. 

En general, las integrales impropias son de dos tipos, dependiendo de si es la fun- 
ción o el dominio lo que no está acotado. En primer lugar, consideremos el caso de las 
regiones no acotadas. Para comenzar, supóngase que > 0 está acotada y que A CR” 
es un conjunto arbitrario, posiblemente no acotado. Extendemos f a todo el espacio de 
la manera usual, haciendo f = O fuera de A. Véase la figura 8.5-1. ` 


y 


f 


fse extiende como 0 
en esta parte 


FIGURA 8.5-1 Una integral impropia en la recta real 
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8.5.1 Definición Supóngase que f(x) = 0 para todo x en un conjunto A C R" y 
que festá acotada y es integrable en cada “cubo” n-dimensional [-a, al"=[-4, a] X --- X 
[-a, a]. Si el límite ím, = з fexiste, lo llamamos ГИА Si existe y es finito, decimos 
que fes integrable sobre A. 


Aunque tomamos límites que se expanden simétricamente desde 0, hemos evitado 
-el problema ya mencionado, pues solamente consideramos funciones no negativas. Más 
adelante estudiaremos las funciones con signo arbitrario. 


8.5.2 Teorema  Supóngase que f > 0 y que está acotada y es integrable en cada 
cubo [-a, al". Entonces f es integrable sii se cumple la siguiente condición: para 
cada sucesión B, de conjuntos acotados con volumen tales que 


i B,C В, para cada k y 


ii para cada cubo C tenemos С C В, para k suficientemente grande, 


lim) E PexisterErestecasolio еа =" f-Véase lafigura:8.5-2,- 


Éste teorema dice que podemos calcular у, Findependientemente de la forma de 
expansión hacia infinito. 


FIGURA 8.5-2 Una cadena creciente de conjuntos que absorben cada cubo 


Obsérvese que tenemos un criterio de comparación: si f > 0 es integrable, g es in- 
tegrable en todo cubo y 0 < g < f, entonces g también es integrable, pues Í taa g ES 
creciente con а y está acotada por la integral de f, por lo cual converge cuando a > œ. 
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A continuación analizaremos el caso de una función arbitraria f > O no acotada y 
definida en una región no acotada. La importancia de estas condiciones en el caso de R i 
se verá en seguida. Reducimos el problema al caso ya analizado cortando la gráfica de f 
para obtener una función acotada. 


8.5.3 Definición Para cada número real positivo M, sea 


_ fœ, sif) sM, 
мо) -{ 0, sif)>M 


(véase la figura 8.5-3), de modo que fy está acotada por M y fy 2 O (obsérvese дие Í, fu 
crece si M crece, y que 0 S fu £ f). Definimos 


si este límite es finito, y en ese caso decimos que fes integrable. 


ы 


FIGURA 8.5-3 Truncamiento de una función no acotada 


Como antes, si f 2 0 es integrable y 0 < g < f, entonces g también es integrable 
(éste es el criterio de comparación). 


8.5.4 Definición Раға una función general f: А => R (es decir, una función f no 
necesariamente positiva), sean 


_[ fœ, sifœ@ z0, 
A -{ 0, яо) <0, 


$8.5 Integrales impropias І 


Za f Јо), яғ) 5 0, 
rola зіу) > 0 


ЕЗТНЕ 


(уёазе Іа брига 8.5-4). 51 ИА у Lf- existen, decimos que f es integrable y 


ГТ 


f 


f : => Е 


FIGURA 8.5-4 Las partes positiva y negativa de una función 


Obsérvese que |f|'=f* + f-. Así, si f es integrable, también lo es Izl y ЛА 
h+ f = 1. 

Si izl es integrable en cada cubo y si ЛА existe, entonces //* y ff- deben ser 
finitas, si existen. Ambas son no negativas y cumplen 0 < f* < izl yO0sf = [А Así, 
si | / | es integrable у fes integrable en cada cubo, entonces fes integrable. Esta hipóte- 
sis sobre fes necesaria. Incluso en una región acotada es posible que [А sea integrable 
Riemann mientras que la propia f no lo sea (véase el ejercicio 33 al final del capítulo). 

Aunque las integrales impropias son importantes en dimensiones mayores, el caso 
de la recta real merece una atención especial. En este caso, existe un método particular- 
mente sencillo para calcular integrales. 


lalo ae 


8.5.5 Teorema 


i.  Supóngase que f : [а, °°[ > К es continua y que f > 0. Sea F una primitiva de f. 
Entonces f es integrable sii іт, ,„ F(x) existe. En este caso, 


/ =f уодах= { lím ко} — Ба). 
{acol a 100 
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li.  Supóngase que f: ]а, Б] э К es continua y que f > 0. Entonces f es integrable sii 
b 
lím J Д(х)ах 
6—01 are 


existe. Este límite ез igual a До) ах. 


La generalización de esta afirmación a К" aparece en el ejercicio 26 al final del 
capítulo. En vez de “f, fexiste”, con frecuencia se dice “fa fconverge”. Como en el 
caso de las series infinitas, es necesario disponer de un criterio de convergencia o di- 
vergencia para las integrales impropias. Algunos de estos criterios recuerdan los utilizados 
para series. 

Uno de los criterios más útiles es el criterio de comparación. Si LF dx con- 
verge, f > 0,0 g < fyg es integrable en intervalos finitos, entonces Je 8(x) dx conver- 
ge. La razón, como ya se estableció, es simplemente que ГИ g(x) dx crece cuando b => œ 
y está acotada superiormente por f7 f(x) dx, por lo cual converge. 

En nuestro estudio de las integrales impropias hemos utilizado lo que puede consi- 
derarse la extensión más natural а R". Nuestro método es particularmente atractivo, 
pues la mayoría de las propiedades de la integral siguen siendo válidas. Sin embargo, 
en el caso particular de Е! = К, también es útil considerar un tipo más débil de conver- 
gencia, llamada convergencia condicional. En este caso, definimos * 


со b 
f FG) dx (condicional) = ыт / Ро) ах 
а 09 a 


si el límite existe. Esto no es lo mismo que nuestra definición anterior (llamada conver- 
gencia absoluta), pues en ella exigíamos que el límite existiese separadamente para Р 
y рага f~. Un ejemplo nos permitirá establecer la diferencia. 


8.5.6 Ejemplo Seafx)=(senx)/x. Muéstrese que SE F(x) dx converge condicio- 
nalmente, pero no absolutamente. 


Solución Si f fuera integrable en [1, co[, entonces |F| también lo sería. Sin embargo, 


Ѓ Вела |" benal gy ы. benal gy э 
1 х т (к-т 


pues en el intervalo [(k ~ 1)л, Ал], 1/х > т у/ ЕТЕ Isenx] ах= 2. Pero У” ‚\/к-э ® 
cuando п > œ, de modo que i |(sen ух ах= +%. 


A AA rae чичек ere pepa rea e көм 


$8.5 Integrales impropias 


- А b В A Р 
Sin embargo, Їйї, n= $, ((sen x)/x) dx existe. Para verlo, obsérvese que una integra- 
ción por partes da como resultado 


b S b b $ 
J enx dx= -f 4(со$ х) S _cosb pessi y cosa de 
po * 1 х b 1 


у Sí(cos 9/4) dx existe, pues 


b b 
| cos х] <f 1 1 
—— dx = = 4х=1- =, 
J x? ЛА? А b 


que converge cuando b — oo, Así, Sí (sen x)/x ах es condicionalmente convergente. $ 


Se pueden dar criterios refinados, como el criterio de Dirichlet para series, para 
demostrar la convergencia condicional cuando fallen los criterios para la convergencia 
absoluta. Véase el ejercicio 30 al final de este capítulo. 


8.5.7. Ejemplo _ Daremos unas cuantas integrales impropias que resultan útiles junto __ 


con el criterio de comparación. Se puede demostrar su convergencia mediante la inte- 
gración directa, una integración sucesiva por partes O mediante trucos similares. 


оо converge si р < —1 
a f vaf diverge si p 2 -! 


[я y converge sip>-1 
0 diverge si p <—1 


с. ЯГ. е7“? dx converge para todo р 


d. Је? dx diverge para todo p 
e. fy logxdx converge 


е 1/ log х) dx diverge. 

Por ejemplo, ffx? dx = х?*\ /(р + D| sip 4-1 y ЈО) dx= log х||. Pero, log c > 
оо y с?! э œ cuando c > оо si p+1>0,es decir, sip > – 1. Esto implica a. El apartado 
bessimilary'e y Ése pueden demostrar dela misma-forma-Bosquejamos-la-demostra- 
ción de e en el ejercicio 1 al final de esta sección y d es análogo. + 


8.5.8 Ejemplo Muéstrese que f pr” converge. 
xX 
1 
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Solución Esta integral es impropia cuando x > œ, Ahora, si x > 0, 


1 1 372 
<=, 
мх3+1 yx 


y Д`х?? dx converge, por el apartado a de 8.5.7, Por lo tanto, por comparación, esta 
integral también converge. Ф ` 


Ejercicios de $8.5 


1.  Establézcase la fórmula с del ejemplo 8.5.7 como sigue. Demuéstrese que e™ xP? > 
О cuando x —> go y después compáresc la integral con Дау) dx. 


2.  Seaf: [а, ©[ >R integrable Riemann en intervalos acotados. Muéstrese que ДУ 
(convergencia condicional) existe sii para cada e > 0 existe T tal que 1,2 2 T 


impliquen 
2 
/ Јо) ах 
n 


3.  Muéstrese que Í ет? dx converge si -l < p. 


SE 


(éste es el criterio de Cauchy). 


= 
А ѕеп х 
4. Миёзгезе que dx es convergente. 
1% +1 
> ма 
5. {Рага qué valores de о converge 
; Хх“ 


$8.6 Algunos teoremas de convergencia 


En el capítulo 5 vimos que la convergencia uniforme es suficiente para permitirnos 
intercambiar las operaciones de límite e integración. En esta sección perfeccionamos 
este resultado. ` ` 

Un curso de este nivel no es el lugar adecuado para un estudio exhaustivo de los 
teoremas de convergencia, ya que encajan de forma más natural en los cursos avanza- 
dos de teoría de la medida e integración. Por lo tanto, nos restringiremos a un teorema 
ilustrativo: el teorema de la convergencia monótona, que necesitaremos en el capítulo 
10 relativo a las series de Fourier. Para un análisis más completo de los teoremas de 
convergencia en la teoría de Riemann, véase УУ. A. J, Luxemburg, “Arzelá's Dominated 
Convergence Theorem for the Riemann Integral”, Am. Math. Monthly, 78 (1971), págs. 
970-979. 


о IAS VOTE PAPI те р эЛ утуу ACA O A чар тт 
88.6 Algunos teoremas de convergencia 


8.6.1 Teorema dela convergencia monótona de Lebesgue 5а, : [0,1] > К 
una sucesión de funciones no negativas tales que cada integral impropia h 2) dx 
existe y es finita. Supóngase que O < gu 5 8, Y que 2,00) > 0 para cada x Є [0, 1]. 
Entonces 


1 
lím 2.(х) dx = 0. 


n—=00 


En este momento el lector debería regresar a los ejemplos de $5.3 para ver que 
coinciden con este teorema, Ciertamente, si las funciones g, no son decrecientes, el 
resultado no tiene por qué ser cierto, como lo muestran los ejemplos de esa sección. 


8.6.2 Corolario Sean f, f : 10, 1] > R funciones integrables no negativas y 
supóngase дие 0 5 fı S fan 5 f y que ГА f(x) dx existe como integral impropia. Ade- 
más, supóngase que f(x) > f(x) para todo x Є [0, 1]. Entonces 


1 1 
lím J мда | / Ох) dx. 
o o я 


n= 


Este resultado es consecuencia de la aplicación del teorema 8.6.1 a las funciones g,(x) = 
Хо) – f(x), que decrecen en forma monótona a cero. Los detalles se dejan al lector. 
Usamos el intervalo [0, 1] para fijar ideas, pero se podría usar cualquier otro intervalo, 
y los resultados también se podrían generalizar a Е". 


8.6.3 Corolario 517: [a,b] > К, f = 0y la integral impropia Sp < œ existe, 
entonces f> F- fa? > 0 cuando M = œ. 


En este caso usamos el teorema 8.6.1 con g, = f— f, (la función fy, donde M se elige 
aquí como n, se definió en la sección anterior). 


8 6.4 Ejemplo  Demuéstrese que іт, ya he awe d= 05ір> -U 


Solución Sc aplica el teorema 8.6.1. Las funciones g,(x) = є "л? satisfacen g,(x) = 
x? y, por lo tanto, son integrables; además, las funciones g, decrecen puntualmente a 
cero. Ф 
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8.6.5 Ejemplo Sean g, no negativas e integrables en [0, 1]. Sea g(x) = È Enlx) 
y supóngase que g(x) es integrable. Demuéstrese que 


1 оо t 
J gx) dx = Y Í n(x) dx. 
0 пш 70 


Solución Sea 


a 7 жу 
h= y gx(ddx, de modo que / fax) dx = Di geix) dx 
0 7 Јо 


k=l 


Como las funciones f,(x) convergen de forma creciente a g, el corolario 8.6.2 muestra 
que sus integrales convergen a la integral de g. Ф 


8.6.6 Ejemplo Seaa,=1 y12a,20,1=1,2,...,una sucesión decreciente tal 

que a, >0. Sea f, > 0 una sucesión de números positivos y sea fix) = ў en el intervalo 
5 y 5 4 1 

Jan а]. сото en la figura 8.6-1. Supóngase que f es integrable. Muéstrese que f Дх) ах = 


Eaha ау). | 


Лх) 


ПАНЕ — арш, 


0 а, а, а, l=a, 


FIGURA 8.6-1 Una “función escalonada” con infinitos escalones 


Solución Seaf, la función que se anula si x < a, y es igual a f(x) en caso contrario. 
1 п А 

Es claro que AS) ах = У а, — а-л). Pero f, es monótona creciente a f (excepto 

posiblemente en х = 0), de modo que de 8.6.2 obtenemos el resultado. Ф 
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Ejercicios de $8.6 


1.  Muéstrese que el teorema 8.6.1 se puede demostrar mediante los métodos del 
capítulo $ si las funciones g, son continuas. 


Lor 
е a ехѕеплх 
2. Evalúese lím dx. 


n= Jo 


3. Evalúese lím / “чёт, 
ha valuese „бо Jo х 
$8.7 Introducción а las distribuciones 


Hacia 1930, en su famoso libro Principios de mecánica cuántica, Dirac enfatizó la 
utilidad de la función б, que definió mediante las siguientes propiedades: 


szd 0 онь y a водах. 


00 SIX 


Uno puede imaginar aproximaciones а б, donde f, > беп cierto sentido (figura 8.7-1), 
pero difícilmente se puede visualizar 5 directamente. Los físicos se dieron cuenta en 
seguida (como los ingenieros lo habían hecho independientemente) de la utilidad de 
tales ideas y procedieron a usar la función беп sus cálculos. Por ejemplo, para describir 
la densidad de carga O de una carga puntual con carga e, es conveniente escribir с = еб. 
Uno concibe еб como el límite de densidades de carga с, bien definidas, dispersas en 
áreas pequeñas que se concentran en un solo punto cuando л —> eo, 


h 


área debajo de f, = 1 
h 


FIGURA 8.7-1 Una sucesión que aproxima la 5 


Mientras los físicos y los ingenieros realizaban sus cálculos, los matemáticos se 
regodcaban “desde la barrera”, señalando en ocasiones que todo el asunto relativo a esa 
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función б carecía de sentido, pues no podía existir tal función. En realidad, la defini- 
ción sí que carecía de sentido, como cualquiera podría ver. Para aumentar la diversión 
de los matemáticos, ¡Dirac procedió a derivar esta función ô! 

Pero sucedió que los físicos habrían tenido una gran idea. En la actualidad, las distri- 
buciones, de las que б es un ejemplo, son indispensables en el análisis y las matemáticas 
aplicadas. Sin embargo, los matemáticos tardaron casi 20 años en establecer la teoría de 
distribuciones de una forma satisfactoria. Esto fue llevado a cabo por L. Schwartz y 
S.L. Sobolev cerca de 1948, aunque se habían encontrado indicios de la teoría en el 
trabajo de matemáticos anteriores. Echaremos sólo un breve vistazo a la teoría, 

En los cálculos reales, б casi siempre aparece debajo del signo de la integral en la 
forma 


J бхуо)4х = fO). а) 


Podemos ver la idea detrás de la ecuación (1) a partir de la definición de Dirac, pues el 
hecho de que ô se anule fuera de x = 0 significa que solamente cuenta О), de modo 
que deberíamos tener к 


fernazro fioa. 


La ecuación (1) es la clave del modo de proceder, como sigue. Considérese el espacio 
G(R, R) de funciones continuas acotadas еп R (véase $5.5). Entonces, consideramos 


6:6(Е, К) ~ К, f fO. 


Así, no consideramos Ú como una función еп R en absoluto, sino como una función en 
CR, R) que aplica fen f(0). Esta operación está bien definida y es fácil ver que $ es 
continua (véase el ejercicio 40, capítulo 5). 

Así, es posible evitar la dificultad de la definición de Dirac adoptando un punto de 
vista completamente nuevo; es decir, imaginar 5 como una asignación de un número a 
cada función f. Esta asignación se denota mediante la expresión simbólica f ECM) ах. 
Cualquier función continua g define también una operación de este tipo: aplica fen 


/ gy (х) dx. 


-œ 


Así, las distribuciones (de las que son ejemplos las transformaciones lineales de Gen 
R) incluyen más que las funciones ordinarias. 
¿Cómo derivar 8? Para esto, obsérvese que si g es derivable, entonces 


E Bod =- / вооа, 


siempre que fse апше рага |x| grande, como se puede ver mediante una integración 
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por partes. Así, dg/dx aplica fen el mismo número en que g aplica a ~ df/dx. Así, es 
lógico definir $” como 


-£) = Li). 


sul a 


Esto nos lleva a reemplazar С, por las funciones fque son С! y se anulan para |x| grande. 
También podemos reemplazar б, por las funciones C” que se anulan para |x| suficien- 
temente grande, lo que nos lleva a la siguiente definición. 


8.7.1 Definición Sea Del espacio de las funciones С” que se anulan idénticamente 
fuera de cierto intervalo (Des conocido сото el espacio de las funciones prueba). 
Una distribución Т es una transformación lineal Т: D>R (estrictamente, debe pe- 
dirse que T sea continua, en el sentido de que si f, > f uniformemente en conjuntos 
acotados, todas las derivadas de f, convergen uniformemente a las derivadas de f en 
conjuntos acotados y todas las funciones f, se anulan fuera de un conjunto compacto 
Fijo, entonces ТС > TJ) 3ineñibargo, la topología realde Des amntanto complica” 
da). La derivada T' se define como T' : DoR, f o Т( аах). 


Si g es una función continua, se acostumbra a usar el mismo símbolo g para la 
distribución que aplica f > SZ, 26060) dx. 

Esta elegante formulación se debe a los fundadores de la teoría de las distribucio- 
nes. Todavía había que demostrar teoremas significativos acerca de las distribuciones, 
lo que supuso una importante revitalización de la teoría de las ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales. Los físicos quedaron encantados y todo el mundo contento (y 
así siguen, al menos por ahora, hasta que el escenario se repita con otros temas). 


Ejercicios de $8.7 


1.  Muéstrese que 9"(f)-=f"(0). 


2. Sean Т, T distribuciones. Digamos que T, > TSi T, Y > TO paratodof ED: 


п 


Muéstrese que 
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3. 517, — T (véase el ejercicio 2), muéstrese que T; > Т”. Analícese y compárese 
esto con $5,3. | 


4. Епсиёпмігеѕе una sucesión de funciones continuas g, tales que g, > б'. 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 8 


Demostraremos juntos el teorema de Darboux y la condición de Riemann. 


8.1.2 Teorema de Darboux SeaA CR" acotado y contenido en algún rectán- 
gulo S. Seaf: A э R acotada y extendámosla a S definiendo f=0 fuera de A. Entonces 
Fes integrable con integral I sii para todo € > 0 existe $ > 0 tal que si Р es cualquier 
partición de $ en rectángulos S,, . . . „Sy, con lados de longitud 5 y six, E S,,...,xy E Sy 
tenemos 


N 
Уяу) — 1 


SE 


Decimos que Y, fS) es una suma de Riemann. 


8.1.3 Condición de Riemann fes integrable sii para todo є > 0 existe una 
partición P, de $ tal que 0 < U(f, P)-L(f P) <e. 


Demostración  Mostraremos que las condiciones “f integrable”, “f satisface la condi- 
ción de Riemann” y “f satisface la condición de Darboux” son equivalentes. Haremos 
esto en cuatro pasos, 


Paso 1  Sifes integrable, entonces f satisface la condición de Riemann. 


Demostración Dado ғ > 0, existe una partición Р, tal que 


Е 
> 


ШОР <1+5 


төнө. ANA A утте = Ө ииүү чет = + 
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donde [ = ЈА Podemos hacer esto, pues! = inf(U(f, Р) | Pes una partición]. SiP es ип 
refinamiento de Р, , entonces sabemos que 


E 


Uf, P) < U(f, PL) <1+5 


Análogamente elegimos Р” de modo que si P es un refinamiento de Р; , tenemos Lf, 
Ру>1-&/2. Sea P, = Р} О P} . Si P es un refinamiento de P,, entonces 


€ 


I- 5 < LP) SUL, P)< 145 


de modo que 
0 s UL, P)- ЦУ,Р) < =, 


que es la condición de Riemann. 


Paso 2 \ Si f satisface la condición de Riemann, entonces f es integrable. 


Demostración Para cualquier e > 0, existe P, tal 
0 Ss UL. Pe) – ЦАР.) < =. 
Esto implica que $ = s. De hecho, para cada P, tenemos 
Щ].Р) < s s$ < U(f, Р), 


y entonces, si U(f, Р) — L(f, P,) < є, también tenemos que 5 — s < £ para cada € > 0, y 
por lo tanto, 5 = ғ. 


Paso 3 Sif satisface la condición de Darboux, entonces f es integrable. 


Demostración Моѕігагетозѕ que el valor / dado en la condición de Darboux será 
igual a 5 =inf(U(f Р) | P es una partición) y también igual а s. Para ello, dado £ > 0, 
produciremos una partición P tal que 


JUL, Р) -I| < є, 
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lo que mostrará que 5 < Г. Análogamente, tendremos 7 < s y entonces 35% 5 <] 
implicará s = 5 = /. Para hacerlo, elegimos 5 > 0 tal que si P es una partición con lados 


< 0, entonces 
Drams- < 5 


donde $,, . . . , Sy son los rectángulos que conforman la partición Р. Elíjase х, tal que 
1/0) – 80000) < y козу 
Entonces 
Ш.Р) — | = [UL Pr E faso + Eres) — 1). 
Ahora, 
[ue - Esas] < E 2090 = 5, 


de modo que [2 Р) -1| < €, como se pedía. El caso de las sumas inferiores es análogo. 


Paso 4  Sifes integrable, entonces f satisface la condición de Darboux. 


Demostración Ѕирбпғаѕе que fes integrable, con integral /. Mostraremos en dos 
pasos que para cada € > O existe б > 0 tal que si P es cualquier partición en rectángulos 
S,..., Sp де lados < Ô, y six, E S,,...,xy € Sy, tenemos ` 


(xis) -I < е. 


i=l 


Paso 4А Sea Рипа partición del rectángulo B C К". Dado ғ > 0, mostraremos que 
existe б >0 tal que para cada partición Р' en subrectángulos con lados menores que б, 
la suma de los volúmenes de los subrectángulos de P' que no están totalmente conteni- 
dos еп algún rectángulo de P es menor que є. 

Para ello, examinaremos los casos п = 1 y п> 1 por separado. En primer lugar, 
supóngase que trabajamos con el intervalo [a, b]; supóngase que la partición P consta 
de N puntos. Afirmamos que |а.5 necesaria es simplemente ғ/№. De hecho, la longitud 
de los intervalos de P’ que no están contenidos en un intervalo de Pes N х $ = (número 
máximo de intervalos no totalmente contenidos en un intervalo de P) x (longitud máxi- 
ma de cada uno de tales intervalos de Р) = ғ. En el caso general, la partición P consta 
de rectángulos V,, ... ‚Уш. Denotamos Т al “área” total de las caras situadas entre 
cualesquiera dos rectángulos. Sea б = €/T y Р' cualquier partición de Ben subrectángulos 
con lados menores que 5. Рага cualquier rectángulo 5 Є P’ tal que 5 no esté contenido 


көнбөө ао ЗУ 
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en algún У, 5 interseca dos rectángulos adyacentes. Se puede ver que v(S) = ôA, don- 
de A es el área total de las caras entre dos subrectángulos contenidos еп 5 (véase la 
figura 8.P-1). Así, Y sep: US) <T =€. 


rectángulos en P 


A = árca de esta cara 


FIGURA 8.P-1 Demostración de que v(S) = wA < A 


Paso 4B Como f es acotada, existe M > 0 tal que | х)| < M para todo x E 5. Exis- 
ten particiones P, y Р, de S tales que /– L( f, P,) <8/2 y U(f, Pa) —[<e/2. Elíjase una 
partición Р que refine Р, y P}. Entonces U(f, Ру—1<&/2 e 1- Lf, Р) < e/2. Por el 
paso 4A, existe 5 > 0 tal quë para toda partición de Р en rectángulos con lados < ô, la 
suma de los volúmenes de los subrectángulos no contenidos en algún subrectángulo de 
Р es menor que £/2M. Sca 51, ..., Sy una partición en subrectángulos con lados 
menores que б; sean S,, . . . , Sg subrectángulos contenidos en algún subrectángulo de P, 
y sean Sk, ... , Sy los subrectángulos restantes. Six, Є 5,,..., ху Є Sy, entonces 


N K N 
Y fans) = Y SWS + Y fS) 


i=} izl i=K+l 


SUL, P)+M- ун 


=U EP) les. 


Análogamente, 


N 
DIAS) ® LSP) -$ >l- e. 


i=l 
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En consecuencia, 


N 
У 50045) - <e. Ш 


i=l 


En algunas demostraciones posteriores, será conveniente tener a la mano el siguiente 
detalle técnico: en la definición de medida nula se pueden usar rectángulos abiertos o 
cerrados. 


Demostración Sea A CR”, En primer lugar, supóngase que, айо ғ > 0, existen 


rectángulos abiertos V,, У,,... que recubren A con un volumen total < =. Sea B,=ckKV/). 
Entonces В|, B,, . . . son rectángulos cerrados que recubren A con el mismo volumen 
total <€. 


Кесіргосатепіе, dado ғ > 0, supóngase que tenemos un recubrimiento mediante 
rectángulos cerrados B,, B, . . . con volumen total < e/2”. Sea У, el rectángulo abierto 
que contiene a B, con el doble de lado. Entonces v(V;) = 2"v(B;), de modo que 


оо оо 


Y uv) = 2" Y vB) < =. 


iat і=і 


Este mismo argumento también sirve рага el contenido nulo. Véase el ejercicio 11 
al final del capítulo, Ж 


8.2.4 Teorema  Supóngase que los conjuntos A,, A», . . . tienen medida nula en R". 
Entonces A, U A, U + + > tiene medida nula en R". 


Demostración Como todos los A; tienen medida nula, existe un recubrimiento de 
A; соп rectángulos В, Bn, ... tales que У (Ву) < 5/2! Como la colección В, В,,,... 
recubre los A, la colección numerable de В, recubre A, U A, О. - ·. Pero 


YN 81) = Y Y eb) < у ш 


їі isl j=l izi 


| 


с 


Y 


Сото e es arbitrario, A, U A, U + ++ tiene medida пша. Mi 


Nota. El hecho de que podamos sumar los v(B,) primero con respecto a j y después 
con respecto a ¿es consecuencia de que los términos se pueden reordenar en una serie 
doble absolutamente convergente. Véase el ejercicio 51, capítulo 5. 


8.3.1 Teorema de Lebesgue SeanA С Е" un conjunto acotado yf: A >R una 
función acotada. Extiéndase f a todo R" definiéndola сото cero en los puntos no con- 
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tenidos en A. Entonces f es integrable (Riemann) sii los puntos donde la función f es 
discontinua forman un conjunto de medida nula. 


Demostración Considérese algún rectángulo В que contenga a A. Entonces debe- 
mos mostrar que la función f es integrable en А sii el conjunto de discontinuidades de 
la función g, que es igual a f en A y cero fuera, tiene medida nula. 

Para la demostración, es útil tener una medida de lo “mala” que puede ser una 
discontinuidad. Para esto, definimos la oscilación de una función h en xy que se escri- 
be O(h, xp), como 


Olh, xp) = іа {вир{|/(х,) — 20) | х„ 12 € U} | U es una vecindad de xp). 


Obsérvese que el ínfimo se toma sobre todas las vecindades U de хуу que O(h, xp) > 0. 

Afirmamos que O(h, xp) = 0 sii h es continua en хо. Para verlo obsérvese que h es y 
continua en х, sii para cada £ > 0 existe una vecindad U de xy tal que sup(|A(xo) - һо) Е 
|х, Є U} <e, y que esto es equivalente a O(h, хо) = 0. | 
"Ahora estamos listos pata'continuar la "demostración; рог conveniencias Та separa- © ` 
mos en dos pasos. Sea g : В > R dada por g(x) = Дх) si x E A y g()=0six А. 


Paso 1 Supongamos que el conjunto de discontinuidades de g tiene medida nula. 
Así, si D, = {x |О($, х) > €], parae >0 y D = (discontinuidades de g}, entonces D, C D. 
Si y es un punto de acumulación de D,, cada vecindad de y contiene un punto de D,. 
Entonces, cada vecindad U de y es una vecindad de un punto de D,, y por la construc- 
ción de D,, sup{| Rx) -Ax | | x1, Є U} > e. Esto implica O(f, y) > €, por lo que y € 
D, Esto demuestra que D, es un conjunto cerrado. Puesto que D, С В, D, está acotado 
y, por lo tanto, es compacto. Ahora, D, es de medida nula, pues D, C D y entonces, por 
definición, existe una colección В|, B,, . . . de rectángulos (abiertos) que recubren D, 
tales que D 1У(В,) < e. Sabemos que un número finito de В, recubren D,, pues D, es 
compacto. Supóngase que B,, . . . , Byrecubren D,. Está claro que E ‚У(В,)у< в. 
Elíjase ahora una partición de B. Refinando esta partición podemos conseguir que 
cada rectángulo de ella o bien sea disjunto de D, o bien esté contenido en uno de los 
rectángulos В, B», . - . , By que recubren D,. Así, los rectángulos de la partición pertene- 
cen a dos colecciones (no necesariamente disjuntas): C, = (los rectángulos contenidos 
enuno“delos”"B;) y Ez =-Hlos rectángulos que no intersecan a Dj Ahora usamos la" 
compacidad para subdividir los rectángulos de C, y obtener otro refinamiento de nues- 
tra partición. Para cada rectángulo 5 que no interseque a D, la oscilación de g en cada 
punto del rectángulo es menor que £. Por lo tanto, podemos hallar una vecindad U, de 
cada punto х del rectángulo de modo que My (2) — my (8) < £, donde М, (8) = sup{ 0) 
|y E U} y my(8) = inf{g(y) ly Є U,}. Como $ es compacto, una colección finita de 
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los conjuntos abiertos U, recubre $. Elíjase una partición refinada de S de modo que 
cada rectángulo de la partición esté contenido en U,, para algún U,, en la colección 
finita que recubre $. Si hacemos esto para cada 5 en C,, obtenemos una partición P tal que 


Ul, P) ~ Ша, P) < У Msg) – тѕ(6)%(5) + Y Msg) — ту())у($) 


SEC SEC) 
s UB)+ y 2Mv(S), donde |f(x)] < M en A 
SEC, 
N 
< ev(B) + 2Мє, pues у у$)< УВ) < є. 
SEC; del 


Comoe es arbitrario, la condición de Riemann muestra que g, y por lo tanto f, es integrable. 


Paso 2  Supóngase que g es integrable. El conjunto de discontinuidades de g es el 
conjunto de puntos de oscilación mayor que cero. Por lo tanto, (discontinuidades de g} = 
D, U Din U Din U + +- , donde Din = {x € B | Olg, х) > 1/n). Por el teorema 8.1.2, 
existe una partición de B tal que U(g, Р) —L(g, Р) = $ sep (M, (8) — m, (8)v(S) <€ . Por 
otro lado, D,,, = {x € D,,, | х está en la frontera de algún S}U {x Є D,,, | x E interior ($) 
para algún $} = 5, U 5,. El primero de estos conjuntos, $,, tiene medida nula, pues 
podemos recubrir la frontera de un rectángulo con rectángulos arbitrariamente delga- 
dos. Sea С la colección de rectángulos de la partición que tienen un elemento de D,,, en 
su interior. Entonces, si $ Є С, 


als 


М5(8) — msg) > 


1 
= 2 rO = у (Му )- meS) < у (Ms(g) — msES) < £. 


Sec: sec SEP 


Por lo tanto, C es una colección de rectángulos que recubre 5, у У sec (8) < ne. Pode- 
mos encontrar una colección С' de rectángulos que recubre $, de modo que У, sec V(S) <€. 
Entonces C U C' recubre Diny У, зєсис' Y(S) < (л +1)e. Como e es arbitrario, Di, 
tiene medida nula. Por último, (discontinuidades de g} =D, U рь U руз U - - - tiene 
medida nula, por el teorema 8.2.4. Ш 


8.3.2 Corolario Un conjunto acotado A С R" tiene volumen sii la frontera de A 
tiene medida nula. 
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Demostración Porel teorema 8.3.1, basta demostrar que el conjunto de disconti- 3 
nuidades de 1,, donde 4 


fO, зіхфА 
nozi l, sixE€A, 


es la frontera de A. Pero si х Є дА, entonces cualquier vecindad de x interseca a Á y a 
"А. Por lo tanto, existen puntos у en la vecindad tales que 1„(х)— 1„(у) = 1. Así, 1, no 
es continua en х. Si x @ дА, entonces existe una vecindad де х que está totalmente 
contenida en А о en R"\A. En cualquier caso, 1, es constante en esa vecindad, de modo 
que 1, es continuaenx. W 


8.3.3 Corolario SeaA СК acotado y con volumen. Una función acotada f: A > R 
con una cantidad finita o numerable de puntos de discontinuidad es integrable. 


Demostración Las discontinuidades de la función extendida g, que es igual a fen 
a A у сего. en los puntos fuera de A, son sencillamente las discontinuidades de f, tal vez, 
junto con algunas discontinuidades de g en la frontera de A, por la misma razón que en 
la demostración de 8.3.2. Pero дА tiene medida nula, por el corolario 8.3.2. Por lo tanto, 
basta mostrar que un conjunto numerable tiene medida nula. Pero esto es consecuencia 


del teorema 8.2.4 y del hecho de que un punto tiene medida nula. Ё 


8.3.4 Teorema 


i Sea A CR” un conjunto acotado, de medida nula y f : A >R cualquier función 
integrable (acotada). Entonces Í Ро) ах = 0. 


ii Sif: А — Е es integrable y f(x) > О para todo ху IS) ах = 0, entonces el 
conjunto {x Є A |œ # 0} tiene medida nula. 


Demostración 


i——Afirmamos que un conjunto de medida nula no puede contener un rectángulo по 
trivial, es decir, un rectángulo [a,, b,] X - - - X [a,, b,) tal que a, < b; para cada i. 
La razón de esto es que un subconjunto de un conjunto de medida nula debe tener 
medida пша y un rectángulo no trivial no tiene medida nula. Sea $ un rectángulo 
que contiene аА y extendamos faS haciéndola igual а 0 enSWA; sea P cualquier par- 
tición де Sen subrectángulos S,,...,Sy y sea М tal que f(x) = M paratodox € A. 
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Entonces 


N N 
LE, P) = У ms (AWS) < Му туу(1д)у(50). 
i=l il 

Supóngase que ms(14) # 0 para algún í, tal que S; es un rectángulo (no trivial). 
Esto significa que 5; С A, lo que contradice las observaciones al principio de la 
demostración. Así, para cualquier 5, no trivial, т,(1,) = 0, mientras que si 5, es 
trivial, S, (5) = 0. Por lo tanto, о У; msa) = =0,о Lf, Р) < 0. Ahora, 
supe /(Х) = — inf.es(F(0)), de modo que 


UL, P) = У) SUP fa vS) == Y ESOS) = LS, P), 


s¡eprES, 56Р" 5 


у de nuevo, por el mismo argumento, L( - f, Р) = 0. Por lo tanto, — L( - f, Р) = 
U(f, Р) 2 0. Como P era arbitraria, U(f, Q) > 0 > L( f, О) para cualquier parti- 
ción О de 5, por lo que 


y como fes integrable, 


Je [i [r 


Considérese el conjunto A„={x E А | Дх) > 1/m); primero mostraremos que A,, 
tiene contenido nulo. Dado ғ > 0, sea 5 un rectángulo que contiene a A, extenda- 
mos fa S haciéndola igual a 0 en S\A y sea P una partición del rectángulo 5 tal 
que U(f, Р) <£/m. Dicha partición existe por el hecho de que S,f= 0.SiS,...,Se 
son los subrectángulos de la partición Р que tienen intersección no vacía con An 
y M; Q) es el supremo de fen 5, 


K 


K 
Уу) < Утуру) < e, 


del i=l 


ya que mM; (f) > 1. Por lo tanto, Sr ‚+ , Sg es un recubrimiento por rectángulos. 
cerrados del conjunto A,, tal que Y, AS) <e. Por lo tanto, А, tiene contenido 
nulo. Como A,, tiene contenido nulo, también tiene medida пша. 


Por último, obsérvese que 
оо 
(E 41700) #0} = (ЈА. 
m=l 


Así, el teorema 8,2.4 implica que este conjunto tiene medida nula. W 


RI ж-а ч mona Wi A NS 
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8.4.1 Teorema Sean A, B subconjuntos acotados de R", c E R y f.g: A >R 
funciones integrables. Entonces 


і f+ges integrable y [Af +8)= ff + fig 

й. cfes integrable y [ (cf) =c hf. 

iii Л es integrable y | fi f| = h Ifl. 

iv. Sif < g entonces | f 5 f,8. 

v.  SiA tiene volumen y | f} S M, entonces | f, f| < Mv(A). 


уі Teorema del valor medio para integrales Sif:A—R es continua y A 
tiene volumen y es compacto y conexo, entonces existe xy E A tal que Í, fœ ах = 
fA). La cantidad 

i ? 
УА) Ју 


se denomina promedio de f sobre A. 


vii Sea f AU BERT Si los conjuntos A YB son táles que A ГҮ B tiene medida nula” 7?” 
yf |(А ПВ) [А yf | B son todas integrables, entonces fes integrable епА U By Í ув 
= + 558 


Nota. Sifes integrable еп А у B, entonces es integrable еп A N В. De hecho, si A y Ё 
B tienen volumen, también A N B, pues д(А N В) С дА U ðB. | 


Demostración 


i Sea S un rectángulo que contiene a A; extendemos f y g a 5 haciéndolas iguales а 
сего en SYA. Sea e > O dado. Рог el teorema 8.1.2, existe д, > 0 tal que si P, es 
cualquier partición de S en subrectángulos S,,..., Sy соп lados menores que д, y 
six, ES,..., Xy E Sy Entonces 


Y хив) - f: 


ial 


g£ 
> 


Análogamente, existe ô; > Otal que si Р, es Cualquier partición de 5 еп subréctán- 
gulosR,,..., Ry con lados menores que б, y six, ER,,...,Xy E Ry, entonces | 


N 
Eems) - / 7 
і=} А 


“ЕЁ 
7 
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Si ô = mín(ô,, 5), P es cualquier partición de S en subrectángulos Т\,...,Тксоп 
lados menores que dy x, ET,,..., xx Є Ту, por lo que 
K 


<E 


Lews- //- fe 


Por el teorema 8.1.2, podemos concluir que f+ g es integrable y que + #8) = 
Ју в. 
А А 


Sea £ > 0 dado. Sea 5 un rectángulo que contiene a A, con fextendida a $ como 
епі. Sea ô > 0 tal que si Р es cualquier partición de 5 еп subrectángulos 5),..., Sy 
con lados menores que б y six, ES,,..., xy E Sy, entonces 


N 
E 

(х0) s- f леч 

а үл 
Esto implica que 

М ) 
Erom -eff <E. 
i=l A 


Por lo tanto, cf es integrable y Sic =c Jf. 
Demostraremos esta parte como un corolario de iv. 


Sea P cualquier partición del rectángulo 5 que contiene a А. Como < g, vemos 
que U(f, P) < U(g, P). Así, 


fr = infíU(f, Р) | Р es cualquier partición) ` 
A 


< infí[U(e, P) | Р es cualquier partición) =f 8. 
А 


Utilizamos el hecho de que si fes continua en un punto x de su dominio, entonces 
Izl es continua еп ese punto, pues ІА es la composición de у > ly con f. En con- 
secuencia, si fes integrable en A, el teorema 8.3.1 implica que | f | es integrable еп А. 


Ahora, —| f} sfs [А урогіу, -f |f| < Г ГА. рогіоаое | f f| < ЛА. 


Si P es cualquier partición del rectángulo $ en subrectángulos $, ..., Sy, entonces 


N N 
Jin < UAAP = Умако = м) мым) = MUAA, P) 
, ) 


iel i=l 
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Esto implica que f, | f| < Mv(4), y entonces 


fi 


vi. Sean п = inf{ Дх) | x єА}уМ= supi fœ | х € A). Por hipótesis, т y М son 
valores que se alcanzan, pues А es compacto. Sea À = S PMA). (Siv(A)=0,el 
teorema es consecuencia del 8.3.4.) Por v, т < A = М, y por el teorema de valo- 
res intermedios, existe xp Є A tal que / (хе) = A, lo que demuestra la afirmación. 


= fir < Му(А). 
A 


Nota. Un razonamiento un poco más cuidadoso muestra que la compacidad de A 


no es necesaria; véase el ejercicio 19. 


vii, Sean fi=f; la, fAi=f: la y f =f: lanp de modo que esto represente las extensio- 
nes de f|A, ДВ y ДАГВ necesarias para la definición de integrabilidad. Por 
hipótesis, fi, f, y Jı son integrables y, por ejemplo, Ја» l= A por defini- 
ción. Ahora bien, f=f, + -f por lo que i implica 


IAS 


Como A N B tiene medida nula, el teorema 8.3.4 implica que Јовѓ= 0. E 


8.5.2 Teorema  Supóngase que f > 0 y que está acotada y es integrable en cada 
cubo [-a, а)". Entonces f es integrable sii se cumple la siguiente condición: para ca- 
da sucesión B, de conjuntos acotados con volumen tales que 


і В, С В para cada k y 
ii. раға сайа cubo C tenemos С С В, para К suficientemente grande, 


йт, Saf existe. En este caso, liM, pe f,f= ПШ 


Demostración Supóngase quefes integrable. Si [-a, а ]" C B, C [-b, b]" entonces 


| -аађ FS LE $ 


pues / laar 57 15, 57 ои Como йт, Два existe, también existe lím, p» Sos. 
y el límite es el mismo. Por ii, para k suficientemente grande, tenemos [-a, al” С B, 
para cualquier a dado. 
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Para el recíproco, Ía , Fes una sucesión creciente en k, usando i, y tiene un límite; 
digamos que Í ЭС cuando k > ©. Así, como S, „fE С para todo k y como, para 
cada a, [-а, al" С B, para algún £, 7 С рага todo а. Por lo tanto, cuando а > œ, 
ésta es una función de a creciente y acotada superiormente, por lo cual converge (¿por 
qué». Ш 


8.5.5 Teorema 


і. Supóngase que ў: (а, o[ >R es continua y que f > 0. Sea F una primitiva de f. 
Entonces f es integrable sii íM,» F(x) existe. En este caso, 


J f =f fu) dx = { lím Fw} = F(a). 
[а,со[ а ч 


ii. Supóngase que f : la, b] > R es continua y que f > O. Entonces f es integrable sii 
b 
Jim. f f(x)dx 
are 


existe. Este límite es igual a LIO dx. 


Demostración 


і Sia wf Пан = Ју parab > a, y Ју = ЕФ) – Ка). Por lo tanto, Ит, „ S’, f 
existe sii lím, „F (b) existe, yI f= (@т,_„ РОР) - F(a). 


ii La segunda parte es un poco más enrevesada. Para € > 0, definimos f* сото Оеп 
[a, a +€] y fen Ja + e, b]. Primero damos dos pasos preliminares. 


Pasol SiM = supi fœ) | а+& £x b, entonces, recordando que f(x) =f si f) < 
М y cero en caso contrario, tenemos 


Lrfs fo 


pues f < fy en [а, b]. Obsérvese que fy podría ser distinta de cero en [a, a + €]; en la 
figura 8.P-2 no lo es. 


вда зм асе HAUR оа я A O ачкыча 
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Paso 2 Рагав y М dados, 


Fi fr < Me. 


Esto se debe a que fy < Men [a, a+ ғ], y para x Є [a + €, b], f(x) < fx), de modo que 


Га Гн Г) Lil re 


Para demostrar el teorema, primero supóngase que S fu > [cuando М > oo. Obsérvese 
que comof > 0, Í fu crece cuando М crece. Debemos mostrar que f f* también conver- 
ge af cuando £ > 0. Está claro que crece hacia algo menor o igual que /, por el paso 1. 


-————Dado8-> 0; elíjase Mide modo quel=ff<8/2-Sie=8/2M; entonces, porel paso 


2, f fa- ЈР < 8/2. En consecuencia, 1- f ff < 8, Así, ím, Jf = 1. 

El recíproco sigue un procedimiento análogo, usando de nuevo los pasos 1 y 2 para 
mostrar que si ff > 1, entonces Sa =I п 

Como preparación para el teorema de la convergencia monótona, demostramos el 


siguiente lema. 
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Lema  Supóngase que fes integrable Riemann, ӯ: [0,11 >R, Izl = My que ГА f2 
а> 0. Entonces E= {x € [0, 1] | FG) = 0/2) contiene una unión finita de intervalos de 
longitud total | > а/4М. 


Demostración Sea P una partición de [0, 1] tal que 0 < ГА f- Lf, P) S 0/4. 
Entonces L( f, Р) > 30/4. Ahora mostraremos que los intervalos R € P tales que R С 
E satisfacen la conclusión; sea 1 su longitud total. Tenemos que 


PS LP Y ARA Yi 


КЄР,КСЕ REPRTE 


а а 
< siepe ый 
=MI+ 30 0 =М1+ =. 


En consecuencia, | > (:/4M, como se afirmaba. W 


8.6.1 Teorema de la convergencia monótona de Lebesgue Sea g, : [0,1] > 
R una sucesión de funciones no negativas tales que cada integral impropia Leo 
dx existe y es finita. Supóngase que O < g, S 8, y que g(x) >0 para cada x Є [0, 1]. 
Entonces 


1 
lím 2„(х) dx = 0. 
п— 00 o 


Demostración Tenemos que 0 < Ј En Ж Si En; е5 decir, las integrales forman 
una sucesión acotada decreciente, de modo queA= Аа, S, g, existe y À 2 0. Quere- 
mos mostrar que A = 0, de modo que suponemos que А > 0. “Obsérvese que Б 2.24 
para todo п. Considérese E, = {х Є [0, 1] | 8,00) > 20/5} y obsérvese que Е, С E, 
Queremos aplicar el lema, pero g,, podría no estar acotada. Sin embargo, g, < #1; como 
Д g, existe como integral impropia, | Em > ГА g, cuando М > œ. En este caso, 


_ J 8.00) para 2„(х) < М 
g { М рага вх) 2 М. 


Considérese М > 24/5 y tal que 0 < S, (2, — 21м) < А/5 de modo que para todo n, 


1 1 
0 < f en-em) = | @ - ан) я \/5. 
0 


A сезесиз то 
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Por lo tanto, Г, бм 2 445 = о. Obsérvese que, como M > 24/5, E, {x Є [0, 1] амо) 
> 24/5}. En consecuencia, por el lema, E, contiene una unión finita de intervalos de 
longitud total mayor o igual que А/5М. Ahora definimos 


оо 
D= Ut € [0, 1] | g, no es continua en x}; 


n=l 


entonces D tiene medida nula. Así, D está contenido en la unión U de una familia nu- 
merable de intervalos abiertos disjuntos de longitud total menor que A/5M. Puede verse 
fácilmente que E, no es un subconjunto de U. Obsérvese que si xy es un punto de acu- 
mulación de Е,, pero no está en Е,, entonces g, debe ser discontinua en xp, de modo que 
Xo E DC U. Es decir, cl(E,) C E, U U. Defínase F, = СКЕ, MU. Por lo que acabamos de 
ver, F, C Е,. Pero F, es compacto y Ё„ C F, de modo que la propiedad de los conjun- 
tos encajados implica que [Г F, + Ø y, por lo tanto, (Ta, E, + Ø. Pero esto significa 
que para algún x € [0, 1], g,() > 24/3 > 0 para todo n, lo que contradice la hipótesis 
2.00) 0. € 


8.6.3 í Corolario _ Sif: [a,b] 2R, f2 0 y la"integral impropia Í, ДЬ! <= existe, . 


етопсе$ ДУ f Esg 30 cuando M > œ. 


Demostración Aplicamos el teorema de la convergencia monótona a g, = (/— А). 
Como(f-f,+ 19 = (f- fY 5 72. las integrales f? 2, existen y 8ni <р. E 


Ejemplos resueltos del capítulo 8 


Ejemplo 8.1 Muéstrese que un conjunto acotado A С В" tiene volumen nulo sii 
puede ser recubierto por un número finito de rectángulos de volumen total arbitraria- 
mente pequeño. 


Solución Supóngase que А tiene volumen nulo y sea € > 0 dado. Sea S un rectángu- 
lo cerrado que contiene a А y 1, la función característica de A (es decir, es igual a 1 en 
A y a 0 en SMA). Por definición de volumen nulo, existe una partición Р de $ en subrec- 
tángulos 5 Sy tarque-U(tP)<eSecaPtacolecciónde aquellos subrectángulos 
5, que intersecan A. Entonces (/(1,, Р) =È sen (S), de modo que P, es una colección 
de rectángulos que recubren А con un volumen total menor que £. 

Por otro lado, supóngase que dado є > 0, A se puede recubrir con un número finito 
de rectángulos de volumen total menor que e. Sean V,,....,V,, tales rectángulos, 5 un 
rectángulo cerrado que contiene a А у P una partición de 5 en subrectángulos 5,,..., Sy 
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tales que cada S; está contenido en algún V; o, a lo más, tiene frontera común con 
al unos V, (definimos la partición usando todas las aristas de los М). Entonces 1, P) = 
Ni (У) < e, lo que implica que inf(U(1,, Р) | Р es una partición] = 0, de modo que 
ці, Р”) = О рага cualquier partición P”, pues 0 < L(1,, Р) < U(L,, Р) para todo P. En 
consecuencia, A tiene volumen y dicho volumen es nulo, Ф 


Ejemplo 8.2 Sea f, una sucesión de funciones integrables (Riemann) y acotadas 
k А 

definidas еп R = [а, Б] х [c, а]. Supóngase que f, > f uniformemente. Demuéstrese que 

fes integrable en R y que 


Је» | Ро, у) dx dy 
R к 


Solución (Compárese con el teorema 5.3.1) Obsérvese primero que f está acotada. 
De hecho, si fyes tal que |р, у) - А, »| < І para todo (х, y) Є R, entonces, usando 
la desigualdad triangular, 


[E (о, у. 


. 
Por lo tanto, como fy está acotada, también lo está f. 

Según el teorema 8.1.2, debemos encontrar un número / tal que para todo £ > 0 
exista ô > 0 tal que 


лун 


AA = Ap O 56-1) - 1 << 


а=] 


para cualquier subdivisión xy, ..., х, de fa, b] tal que |х, - | <Ê y Xx Ex S Xp y 
cualquier subdivisión análoga yo, . . ., у, de [c, d}. Así, esperamos que 1 = liM, 
ЈР, у) ах ду. Аһога, SIRE: y) di dy es una sucesión de Cauchy. Para verlo, obsér- 
vese que 


| Ж. nads- |f fax y dxdy < е si |р, У)- UNA < ——— 


área ==. 


Por lo tanto, la sucesión converge a un valor que llamamos /. 
Dadoe > 0, elegimos N tal que k = N implica que |] Ах. у) dx dy — | < £/3; elíjase 
N, tal que si k > N, implica |А, у) - (х, у) <€/3(b ~ aX(d – с) рага todo (х, у) ER, у 
Е K máx(N, №). Como fy, es integrable, existe ô > 0 tal que para [x,- хы < 8, 
YT Yeal < ô, 


nm 


S mG; Xr Y Xp = Xp Y = Yq- D- Јод > 


Pa! 


Ejemplos resueltos del capítulo 8 


Con esta elección, la desigualdad triangular da por resultado 


Y FA — Ap (Ya — Y) —1 
pal 


nm nm 


= | Y fl y — Ap — Y) = Y falo Y dp — tp- Yy — а) 


pyq=l paal 


+ DAGSA = Xp-1)X Yq — Ya) — Јова 
R 


paal 


/[же»&в&-! 
R 


lo que demuestra la afirmación. Ф 


E é 
<т+р+грч=е, 
3 3 


wit 


+ 


Obsérvese que este procedimiento se ha llevado a cabo sobre rectángulos de R?, 
pero que las mismas ideas son válidas sobre subconjuntos de Ё". El lector debe formu- 
lar la proposición precisa (véanse los ejercicios 14 y 16 al final de este capítulo). 


Ejemplo 8.3 Determínese 1 dx 


(0,001 (1+)? 


Solución Estamos integrando una función no negativa definida en un conjunto no 


acotado, por lo que, por definición, 
f dx т ах 
——= = lim 5 
10,001 (1 +0) a Jo (+x) 


del/de) 1 
dx т 1+) 


el teorema fundamental muestra que 


Como 


F dt 1 КЕ. а 
o G+x}  l+a 1+0 1+a 
Por lo tanto, 


1 ах dx 
lí — =l= ———5. 
ла / Е и Eo $ 
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8. 


10. 


п. 
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Ejercicios del capítulo 8 


a. Sea f:A СЕК" =R, donde 4 está acotado y festá acotada y es integrable en 
A. Considérese otra función acotada integrablé р : A >R tal que g(%) = Дх) 
excepto en un conjunto $ С.А de medida nula. Supóngase que f y g son 
integrables en S y en А\5 y demuéstrese que S,s= = Si 


b.  Sif:ACR">Ryg:ACR">Rson funciones acotadas, integrables en 
el conjunto acotado А y tales que Í, |/- |= 0, demuéstrese que f(x) = g(x) 
para todo x Є A, excepto posiblemente para un conjunto de medida nula. 


Proporciónese una demostración directa del teorema 8.4.1йі por medio del teo- 
rema de Darboux y la desigualdad triangular para los números reales. 


Démuéstrese que una función creciente f: [а,Ь] > R es integrable Riemann. 


Muéstrese que f(x) = x™*! para п entero > 0 йо es (absolitamente) integrable 
sobre R, aunque lM, Г a J existe. 


En К°, demuéstrese que cualquier subconjunto del plano XY tiene medida nula. 


Si f: ACR'>Ryg:ACR”>R son funciones acotadas e integrables en el 
conjunto acotado A tales que Дх) < g(x) para todo x E A y xa) # 0, muéstrese 
entonces que ЈР fe: 


Sea, f: їа, 5] > R continua y derivable en Ja, Ы. Supóngase que ез 0, ДЬу=-1 
y Н Jœ) dx = 0. Demuéstrese que existe с E Ja, b[ tal que f'(c) = 


Proporciónese una demostración del teorema 8.4.11, ii, iii, iv y vii para a 
impropias (las partes omitidas del teorema 8.4.1 no tienen sentido si A tiene volu- 
men infinito). 


Calcúlense las siguientes integrales: 
эл 

а. fo senxdx; 
ba / 

b. f; enodx. 


Si S es un rectángulo abierto o cerrado, muéstrese que las dos definiciones de 
volumen coinciden; es decir, demuéstrese que S, 1 =(b, —aXb,-—a,) -+:(b,-a,), 
donde 5 = [a,, Бу] X --* х [a,,b,]oS=]a, b, [ X--- х Jap В. 


a. ЗАСА ОА, О... U Ay y todos los conjuntos A; tienen volumen, 
muéstrese que (А) < e v(A;). 


E E Ие таоми ен, 29 н 
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b. 81А еѕ compacto, muéstrese que А tiene medida nula sii A tiene contenido 
nulo. Muéstrese que un conjunto acotado B tiene volumen sii 0B tiene 
contenido nulo. 


12. Demuéstrese que А tiene medida nula sii para todo £ > O existe un recubrimiento 
de А por conjuntos V,,V,,... con volumen, tales que Sai UY) <E. 


13. Demuéstrese que una función acotada f : 5 — R es integrable en el rectángulo 5 
sii existe un número Г tal que para cualquier € > 0 existe una partición P, tal que 
para todo refinamiento P de P, y оа elección де х; АЕ S; соп $, Є Р, i 


[> sar ¿GS 1] <e. 
14. Generalícese el ejemplo resuelto 8.2 al caso de las funciones f : A C К" >R. 


15, ¿Es Г x? dx convergente para todo número real p? En caso contrario, ¿para qué 
valores de p? 


16. a. Supóngase que f, > f uniformemente en A CR”. Sea A, el conjunto de los 
puntos de discontinuidad de f, (extendida). Muéstrese que las discontinui- 
dades de f (extendida) están contenidas en nA, UA,U--- : 


Б. её а para dar otra demostra 
del ejemplo | 8.2. 


с.  Encuéntrense funciones integrables f : А >R tales que f э f puntualmente 
pero que fno sea integrable. 


17. a. Sea Р, la división de [a, b] en 2" subintervalos de igual longitud y forme- 
inos L f, Р) у U(f, Р,) para f : [а, b] э Е una función acotada. Muéstrese 
que f es integrable sii lím, „e (7, А = йт, Ut f, P). ¿Por qué siempre 
existen dichos límites? 


b. Generalícese a para Á СК". 


18. а.  Generalícese el teorema del valor medio para integrales (8. 4.1vi) al caso en 
que Á sea un conjunto acotado y conexo arbitrario. 


e 


Sip) > 0 рагах en un conjunto compacto y conexo A С Е; pes continua 
y creciente ёп x, y f es positiva e integrable, entonces fp es integrable y 
Í, fo= pto) Í, fpara algún punto c Є A (segundo teorema del valor medio). 


с. Muéstrese que ‘b falla si A está acotado pero no es compacto. 


19. Sea f:B > К integrable y f = 0. Si A С B y fes integrable en A, entonces Í, fs 
Í, f. ¿Es cierto esto si no suponemos que f > 0? 


20. Supóngáse que f: 10, b} > R es continua, positiva e integrable en JO, 2], y que, 
i cuando x <> О por la derecha, f(x) crece monótonamente a +00, Demuéstrese que 
efe) > 0 cuando € > 0. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Muéstrese que ЛД; x? sen x dx converge si p > 1. Muéstrese que si О < p < 1, 
entonces la convergencia es condicional. 


La función gamma se define como la función dada por la integral impropia T(p) = 
Је хт dx, Muéstrese que la integral converge sip > 0. _ 


a. Sig: [а,Ь] К" es una función continua, muéstrese que el conjunto 5 = 
gráfica de ф= {(х, p) | xE [a, b]} СЕ"! tiene contenido y medida nulos. 


b. Para ф:К э R” continua, muéstrese que la gráfica de ф tiene medida nula. 


с, беа f: [а, Б] >R integrable. Muéstrese que la gráfica de ф tiene volumen 
nulo, considerando la diferencia entre las sumas superior e inferior de f. 


а. Миєёѕігеѕе que la elipse д? + 3y?=9 en R? tiene volumen nulo, 


Proporciónese un ejemplo para mostrar que lo siguiente no es equivalente a la 
integrabilidad de f : para cualquier є > 0 existe 5 > 0 tal que si P es cualquier 
partición en rectángulos $, .. . , Sycon lados < 6, existe x, ES,,...,xy E Sytal 
que 


N 
Pras) — 1 


i=l 


< Е. 


Seaf: [0, se[ Е una función no negativa, integrable y uniformemente continua. 
Muéstrese que 


їй є) =0. 


Considérese un conjunto A CR”, donde А está acotado y tiene volumen. Sea f: A С 
R">R, f2 Otal quef > 0, donde f puede no estar acotada. Supóngase que С, 
es una sucesión de conjuntos compactos con volumen tales que С, С A y С, crecen 
hacia А; además, v(C;) > (А) (esto es cierto automáticamente, como veremos en el 
ejercicio 15 al final del capítulo 9). Muéstrese que f es integrable sii f es inte- 
grable en cada C; lím,_.. A fexiste y 


f= [7 


Demuéstrese que si f: А C R" >R es continua, А es abierto con volumen у S,f= 
0, para cada В C A con volumen, entonces f = 0. 


Sea f: [0, 1] >R integrable en [0, 1] y continua en xy. Muéstrese que la transfor- 
mación хн f; Ау) dx es derivable en х con derivada igual a Дх). Proporciónese 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


и ун A rE Уу a e 
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un ejemplo de una función f integrable y discontinua para la cual esta transfor- 
mación no sea derivable. Para una función f acotada e integrable, demuéstrese 
que esta transformación siempre es continua y, de hecho, es Lipschitz. 


Muéstrese que el conjunto de Cantor С С [0, 1] tiene medida nula (véase el 
ejercicio 38 al final del capítulo 3). 


Demuéstrense los siguientes análogos de los criterios de Weierstrass y Dirichlet 
para la convergencia uniforme, por medio del criterio de Cauchy: 


a. Sea /[а,ео{ x[c, d] >R y supóngase que existe una función positiva М(х) 
definida para x Є [a, cof, tal que EE s)| < M(x) para todo s € [c, d), y tal 
que Г М(х) ах < х. Entonces F(s) = Де. s) dx converge uniformemente 
en 5. Si f(x, 5) es continua en (х, 5), demuéstrese que F es continua. 


b. беа f: [a, [ х [c, d] +R continua y supóngase que | Ao 5) dx] <M, 
con M constante para todo r > a, s Є [c, d]. Supóngase que ф(х, 5) es 
decreciente en x y que ф(х, 5) > O cuando х => eo uniformemente en s. De- 
muéstrese que F(s) = Г ф(х, s) f(x, s) dx converge uniformemente. 


Supóngase que ф es una función derivable en [a, b] y que f es continua en la 
imagen de q. Muéstrese que 


d | en 


E ғ) а) =/(р(х))ә (х). 


pla) 


Defínase una función fen el intervalo (0, 1] haciendo f(x) = 1 six es racional y f(x) = 
— 1 six es irracional. Muéstrese que izl es integrable en [0, 1] pero que fno lo es. 


Defínase una función fen [0, 1] haciendo f(x) = 1 six es irracional y f(x) = 1/4 si 
x es un número racional igual a p/q рага p,q enteros sin factores comunes. ¿Es f 
integrable en [0, 1]? (Véase también el ejercicio 38.) 


35.__Ѕса.А=(п.+ 1)-+ (0+2)... + (п. +. п). Ретиќѕігсѕе дое іт, ..„(1/1)А, = 


36. 


37. 


3/2 рог medio de Іа integral de Riemann. 


Demuéstrese que lím,_,..(111)%/n = e”, considerando las sumas de Riemann para 
f, log х dx basadas en la partición 1/п < 2/n <---> < L 


a. ¿En qué condiciones S'£(p(0) Фф (0 di = ES fde? 
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38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 
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dx 


b.  Evalúese a dl 02 usando х = cos £. 


Sea f : [0, 1] + R dada por 


0 si x es irracional 


е5 { 19 six=p/g, 


donde p, q > 0 no tienen factores comunes. Muéstrese que fes integrable y calcú- 
lese S, f (véase también el ejercicio 34). 


+ 1 1 1 
Demuéstrese que log 2 = lím,-—.0 ЕРУ? + ер Фф zl: 


Encuéntrese un subconjunto abierto de R contenido en ]0, 1[ que no tenga volu- 
men como sigue: 


a. Revísese la construcción del conjunto de Cantor (véase el ejercicio 39, 
capítulo 3). 


b.  Modifíquese el conjunto de Cantor haciendo que С, se obtenga de Char 
eliminando el intervalo central de tamaño 1/2* de cada intervalo de С, у 
haciendo С, = [0, 1]. Sea C = Mia, C,. 

А 1 
с.  Muéstrese que v(C;) = П.а = 1/2) > 7 
d. Sea U el complementario de С. Determínese la frontera de U y, usando e, 


muéstrese que no puede tener medida nula. 


Este ejercicio produce también un ejemplo de conjunto compacto С con interior 
vacío que no ticne volumen. 


Sea R({a, Ь]) = {f : [a,b] > R | fes Riemann integrable}. Sea 


b 
а, 8) = / [лә — go) dx. 


¿Es d una métrica en el espacio R([a, Ь])? 


Encuéntrese un subconjunto A de [0, 1] tal que A = cl(intA) y aun así дА no tenga 
medida nula. 


Es un hecho (véase J. Marsden у M. Hoffman, Basic Complex Analysis, 2 ed., 
W.H. Freeman, Nueva York, 1987, pág. 26) que 


(1-1)т_ п 
п 20-17 


T 
sen — sen — --- sen 
n n 


> . . . А . к 
Usese esta identidad para evaluar la integral impropia 7 log sen х dx. 


47. 


48. 


49. 


50. 
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44. 
45. 
46. 


Analícese la generalización del teorema 8.6.1 a Е". 
Analícese la generalización del teorema 8.6.1 de [0, 1] a [0, =]. 
a.  Supóngase que О = ]-1, 1 [x] -1, 1[ C R?, f: U > R, que affðx y 0f/0y 


existen en cada punto de U y que están acotadas en U, donde (х, y) son las 
coordenadas usuales de R?, Muéstrese que fes continua en (0, 0). 


b.  Muéstrese, mediante un ejemplo, que el hecho de que las derivadas parciales 
estén acotadas es necesario en la parte a; la simple existencia no es suficiente. 


N N-1 
Para cada (> 0, compárese Í, x” dx соп Ne y Ул“ dx y con ello deter- 
mínese 


lím 3 
Моо L N'o 


n=l 


M= 


Para, cualquier función f(x) continua en los reales, defínase la sucesión f, (х) = 
nf, FExóEparan=1,2,3,...  Muéstrese que df.(0)/dx existe aunque dfx)/dx 
no exista, que f(x) = lím, „ /,(х) y que la convergencia al límite es uniforme 
cuando-f.es.uniformemente.COntiNUA emm 


Supóngase que (1,) es una colección de intervalos abiertos cuya unión recubre un 
intervaló compacto C en el eje real; muéstrese que existe un número positivos tal 
que cada subintervalo de С que no sea más ancho que € esté totalmente conteni- 
do en al menos uno de los /,. 


Establézcanse los lemas, teoremas, etcétera, necesarios para justificar cada una 
de las siguientes afirmaciones: 


а. Итле Dg 2 *еп(ҝ/п) = 0. 
b.  Sif(x) es una serie de potencias convergente en ] —, 1(, entonces ocurre lo 
mismo para f'(x). 


e. Sean f(x) = іап(лх/2) y a, = f™(0)/n!. Entonces Doin no es una serie 
convergente (no se intente calcular а„). 


а 51/(х)е$ derivable en la, b] y R) | < 10 para todo ny six € [a,b] ух) > | 


0 en cada x, entonces f(x) > 0 uniformemente. 


0 = Há 8909 bono derivada-continua. 
E a PA 99 /991| = е*х190/100! para x > 0 
g ЈО) = ү x"/n* es continua en el intervalo cerrado [ –1, 1]. 
ПТ к= = 

senbx b 
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52. 


53. 


54. 
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e 


. . = 7А кю 
і Si Èr- [а„| <, entonces ЈУ" за, cos nx) dx = У? оба, Гл) sen т, 
j. Рага algún entero n, n > 10'% (ор n), 


¿Cierto o falso? Una función definida en (0, оо[ pero que no es infinitamente 
derivable no se puede expresar como la suma de una serie de Dirichlet 


Р) = У ape”, 
n=0 


Sea Q el conjunto de puntos (x, y) Є К? que se pueden expresar en la forma 
(ѕелӨ + sen y, cos 8— cos y) para algún par (Ө, 1р). Encuéntrese un punto interior 
de £2 (es decir, un punto que, junto con un disco en torno de él, pertenece a О). 


Muéstrese que la serie 

= 1 

2 2* — ksen(kx) 

es uniformemente convergente en R. 

Demuéstrese el “teorema de la convergencia dominada para series”. Si 
і para cada k, а, „—э a, cuando n > co, ауа, Є К", 

i para cada n y k, lasal] 5 llel 5 b, para algún b, ER, y 


Я a А E 4 sy = 
iii, 1б, es convergente (es decir, por el criterio de com агасібп, 2, 4 
k=l а= Y 
Fes en son convergentes), entonces 


?о оо 
Уа i У ак cuando п > о, 
k=} k=l 


Proporciónesc un ejemplo para mostrar que la condición iii es necesaria, 
aun cuando se suponga que DA yy ¿4, SON convergentes. 


Encuéntrese una función f(x) derivable tal que f'(x) esté acotada pero no sea 
integrable en [0, 1]. 


Capítulo 9 
Teorema de Fubini y la fórmula 
del cambio de variables 


59.1 Introducción inma | 


Dos teoremas fundamentales de integración nos ayudan a evaluar las integrales múlti- 
ples. El primero se refiere a la evaluación de integrales múltiples por medio de una 
integración iterada; con este método podemos calcular el valor de una integral múltiple 
mediante varias integraciones simples. 


9.1.1 Ejemplo Sea A el cuadrado dado por0 =х 5 1у0 5х5 1; evalúese la 
inte-gral de (x + y)x sobre A. 


. Solución 


р 1 1 
fo + у)х dx dy sf (/ [А2 + ух] 4) dx 
A х=0 Ху 
кд | 


' эе 
iy ЕА 
=Í (5 кх) ario $ 


Si A no es un cuadrado, sino, por ejemplo, un triángulo, entonces extendemos la fun- 


ción a un cuadrado haciéndola cero fuera de A, Entonces, en el proceso de integración 
mostrado en el ejemplo, la integración con respecto a y se corta en algún punto que 
depende de x, como se indica en la figura 9.1-1. 

La idea intuitiva detrás del método del ejemplo 9.1.1 es la siguiente: para una fun- 
ción dada f(x, y), 0 S x < 1,0 < y < 1, el número RFE y) dy es el área debajo de la 
gráfica de f sobre la recta x = constante; al' integrar esta área sobre x obtenemos el 
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y y 
4 


1 
fro y)dy ғо) 
Ы [е y)dy 
0 


gix) 


dx dx 


FIGURA 9.1-1 Integrales iteradas 


volumen debajo de la gráfica. Esto sugiere que Í, f(x,y) dx dy = ГИ (7, Дх, y) ау)ах. El 
resultado preciso se dará en el teorema de Fubini 9.2.1. Ф 


El segundo teorema básico del capítulo es la fórmula del cambio de variables, que 
se usa junto con el método del ejemplo 9.1.1 para evaluar ciertos tipos de integrales, El 
siguiente ejemplo es típico. 


9.1.2 Ejemplo  Evalúese f до + y?) dx dy, donde A es el disco unidad dado por A = 
(y) ER? | + y? < 1). 


Solución Cambiamos de variables a las coordenadas polares (r, 0):x=rc0s 0, y= 
т зеп Ө, parar > 0 y 0 < Ө < 27. Tenemos la “regla” dx dy = r dr d9. Como x? + у= г, 
obtenemos 


1 2л 1 
[оа = | raraos f f Pasar= | 2ardra 1. y 
A ` А r=0 J 0=0 r0 2 


La justificación de la “regla” dx dy = r dr 20 está dada por la fórmula del cambio de 
variables (teorema 9.3.1). El factor adicional r es justamente el jacobiano д(х, y)/0(r, Ө). 
Sin embargo, es fácil “justificar” heurísticamente la regla, considerando dr y 40 сото 
infinitesimales: dr representa un infinitesimal radial, mientras que rdð representa una 
longitud de arco infinitesimal generadas por шт cambio 20 en el ángulo a lo largo de un 
círculo de radio r. Así, r dr d8 es el elemento de área en un sector acotado Por r,r+dr 
y 0, Ө + 20 (véase la figura 9.1-2): . 

En una dimensión, la fórmula del cambio de variables es sencilla; establece que si f es 
continua en (a, b] y tenemos uña transformación y € : [a, В] > [a, b] tal que ф(а) = а, 


$9.1 Introducción 


FIGURA 9.1-2 Un “elemento de área” en coordenadas polares 
ФВ) =b y y existe y es continua, entonces 


ь в 
[ross | Fee (и) аи. 


Рага demostrarlo, encontramos primero uia F tal que F"="f, Toque“es posible"porel 
teorema fundamental, y observamos que 
b 
/ Рох) de = F(b) ~ Fla). 
a 
Ahora, sea G(u) = F(p(u)). Por la regla de la cadena, 
Си) = F (pude u) = fug (и). 
` y usando de nuevo el teorema fundamental, 
В А 
Я / fiou) (и) du = G(8) – Gla) = Fib) — Fla), 


como se pedía (este teorema también es válido si f no es continua sino solamente inte- 
grable, como veremos en $9.3). Esta técnica se Пата con frecuencia “integración por 
sustitución” y el estudiante ya conoce su eficacia: ` 


9.1.3 Ejemplo Jnrégrese SA +)" x dx. 


Solución Sea у = 1 + х? y obsérvese que у' = 2x, de modo que 
1 1 1 1 
2,10 10,, 10 П) 2411 
25 dx=- == == С, 
faro xdx JE y dx JE dy 55У +C 224 +) +С, 


donde C es una constante. Ф 
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La generalización de este resultado a dimensiones mayores aparece en el enuncia- 
do de la fórmula del cambio de variables; aunque su demostración es bastante más sutil, 
es fácil de comprender y, junto con el teorema de Fubini, es uno de los métodos de 
cálculo más poderosos con los que contamos. 


Ejercicios de $9.1 


a 1 
1.  Evalúese f Pe” ах. 


1 - 

, sen х 
2. Evaliese f > 
0 


АХ. 
Costa 


3.  Evalúese / (х + у?) dx dy, donde A = [0, 1] x [0, 1]. 
4. Еуаійеѕе Í, е? dx dy, donde A es el disco unidad en R?. 


5.  Evalúese Í, dx dy, donde А es el triángulo en R? acotado por las rectas x = 0, у = 0, 
x+y=l. 


$9.2 Teorema de Fubini 


Enunciaremos ahora el primero de nuestros dos teoremas básicos. Comenzaremos con 
el teorema de Fubini para el caso del plano R?. 


9.2.1 Teorema 


i Sea A el rectángulo descrito pora < x < b, c < y < dy sea f: А —› Җ continua. 


Entonces 
b d d b 
fr=/ (/ sena) a= | \/ лез) dy. 
А а с с а 
La expresión 
b а 
/ ( / ле») dx 


significa que la función 


4 
e= [sanos 


se integra de а аЬ. 


89.2 Teorema de Fubini 


ii  Eni,supóngase que f es integrable y que la función fy: [c, dl > R definida por 
Ру) = Fx, y) es integrable para cada x Є [а, b] fijo. Entonces 


fi -[ (Гое) ах. 


De manera análoga, podemos suponer que 


b 
/ f(x, y) dx 


existe para cada y, y obtener 


d f pb 
fi - | ( ља) ау. 
А с а 


Como es usual, podemos aplicar esto a una región no cuadrada А, extendiendo f co- 
mo cero fucra de A y aplicando este teorema a un rectángulo que la contenga. Obsérvese 
ТТТ que al hacer esta extensión, f puede desarrollár discontinuidades En la frontera de А. 
No se puede eliminar la hipótesis de existencia de las integrales iteradas y reempla- 
zarlas por la existencia de la integral doble de f en el presente contexto, Para obtener 
dicho resultado, el estudiante deberá esperar a cursos más avanzados de teoría de la 
medida. Sin embargo, lo habitual es que, en la práctica, el teorema 9.2.1 resulte adecuado. 
Como mencionamos en $9.1, el resultado es, intuitivamente, completamente razonable. 
El siguiente corolario es una aplicación típica del teorema. Este corolario se puede 
usar con frecuencia si se descompone una región complicada en regiones más pequeñas 
a las cuales se aplica el corolario. 


9.2.2 Corolario Sean ф үр: fa, b] > R transformaciones continuas tales que 
ф(х) < (х) para todo x Є (а, b]; sea 


А = {(х,у)|а <х 56,0) sy sy). 


ysea ў: А >R continua. Entonces (véase la figura 9.2-1) 


b у(х) 
ғ] | fay аа 
А а ela) 


Existe un teorema análogo en el que se intercambian los papeles de x e y. El corola- 
rio es una consecuencia del teorema si recordamos que f se extiende como cero fuera de 
A. Estos resultados se extienden a integrales múltiples como sigue: 
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y 
va) 


фо) 
ре. y)dy 


Ф(х) 


| | 
ЕГИ 
| I 
i | 


FIGURA 9.2-1 Teorema de Fubini 


9.2.3 Teorema 


і. Sean A CR" y A CR” rectángulos y sea f: AXBCR"XR”>R una función 
continua. Para cada x Є A, defínase f,: В C R" => R сото }х(у) = f(x, y). 


Entonces 
йе] (Гло) dx= f (Гоа) ах. 


й. Si f es integrable y f, es integrable para cada х fijo, entonces, nuevamente, 


(Ж) (Гоа) а. 


Análogamente, si Í a Ро, y) dx existe рага cada y, entonces 


hat L Grana) a 


En la práctica, este teorema se puede usar varias veces para reducir un problema a 
integrales iteradas de dimensión 1. 


9.2.4 Ejemplo Evalúese 
fo +yz” dx dy dz 
A 


donde A es el volumen tridimensional representado en la figura 9.2-2. 


и пан ла A орнун лене чүкечне нүш ано A Ea р 


$9,2 Teorema de Fubini T crm | 


(0,1,0) 


А (1,0,0) 


х 
FIGURA 9.2-2 Una región tetraédrica еп R? 


Solución En cste caso, A es el conjunto ((x, у, ) ER?|x>0,y 20,22 0yx+y+ 
z £ 1), por lo que consta de aquellos puntos (x, y, 2) para los cualesx 2 0,y > 0,x+y<l 
y0 sz s l-(x+y). Sea B= tœ» |х >0,у>0 у x+y S 1). Entonces, por el teorema 
9.2.3, y recordando que f se anula fuera de A, A 


1-(1+y) 
[aryr acá | (/ онунла) ахду. 
A в 


Análogamente, В consta de los puntos (x, y) para los que x Є [0, 1] e y E [0, 1 – х], de 


modo que 
і м-х plo) 
[aryr adva | f Í (х+у+ 2) de dy dx. 
А о Jo Jo ; 


Usamos ahora el teorema fundamental рага evaluar estas integrales. En primer lugar, 
obsérvese que 


2 1, +у+2) | = ‚+? 
E [50 у+ | =(х+у+гу, 
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de modo que al realizar la integración con respecto a z obtenemos 


fo +у+ 2) dxdydz 
А 


Ios _ 3 ‚+0 

-f / En at an» ) aras 
1-х 3 

у. ык е 


De nuevo, usando el teorema fundamental, la integración con respecto a y da como re- 
sultado 


5 lla Y 
ferro dxdydz= | ( yo “зыш Е a) id 
2/1 x 1 EN 
ae 
1_21_1,1_20-10-5*1_1 
37671276 60 10 


Para las integrales impropias, por lo general basta aplicar primero el teorema en una 
región acotada y después tomar los límites. Véase el ejemplo 1 al final de este capítulo. 


9.2.5 Ejemplo En la siguiente integral, cámbiese el orden de integración y eva- 


lúese: 
1м 
Í | ay dy dx. 
o dy 


Solución La región en cuestión se muestra en la figura 9.2-3 (véase el corolario 9.2.2). 
En el orden original, primero integramos con respecto а y. Para cada x entre 0 y l, yva 
de xa 1, como en el apartado (а) de la figura. En el orden inverso, para cada y entre 0 yl, 
x va de O a y, como en el apartado (b) de la figura. Obtenemos 


[ [vaa [zo + 
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y 


A А 


FIGURA 9.2-3 Una región triangular de integración еп R? 


Ejercicios de $9.2 


1.  Muéstrese que el volumen de la región A en el ejemplo 9.2.4 es 1/6. | 
2.  Dibújese la región correspondiente a la integral Ј Г; (х + y) dy ах y evalúese. 


3.  Intercámbiese el orden de integración en el ejercicio 2 verificando que la respues- 
ta no se altera. 


4. Ѕеа А la región en R? acotada por los planos x= 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 


x + y”, Muéstrese que 
2 
[ааа =8 (2) В 
A \ 15 


$9,3 Teorema del-cambio-de variables | 


Ahora veremos la fórmula del cambio de variables para integrales múltiples. 


9.3.1 Teorema del cambio de variables Sean a CR" un conjunto abierto 
acotado con volumen y sea g : A >R" una transformación С' inyectiva. Supóngase que 
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Jg) + О para todo x€ A y que | Ja) | y1/ | Je(x) | están acotados еп A. Sea В =g(A) 
y supóngase que B tiene volumen (véase $8.2). Si f: BR está acotada y es integrable, 
entonces (f o g) 6) | es integrable еп A y 


ya = Јова, 


es decir, 


0(81,--->8n) 


dx >> din. 
XL)... 41) м de 


[о-у Фу = /[ тб... 
B А 


La demostración de este teorema necesita cierta manipulación sutil, pero podemos 
dar un argumento sencillo para su plausibilidad, como sigue. 

Para comenzar, supóngase que aislamos un pequeño rectángulo $ en A. Entonces, g 
es aproximadamente afín cerca de 5, de modo que g(5) es aproximadamente un 
paralelepípedo, como en la figura 9.3-1. Si g fuera afín, el volumen de g(S) sería | det 
g | у(5), donde £ es la parte lineal de g. Sin embargo, g(xo) + Юр(х,) aproxima bien g 
cerca de ху y es afín, de modo que у(8(5)) = |Jg | у(5). Азї, 


FEO VEN dx = /(у)ау, 


donde y = g(x), por lo que al “sumar” estas cantidades infinitesimales obtenemos el re- 
sultado. 


FIGURA 9.3-1 Cambio de coordenadas 


9.3.2 Ejemplo ¿Cuál es el volumen del paralelepípedo generado por los vectores 
(1,1,1), (2, 3, 1), (0, 1, 1) en ®?? 


in IS ша RR NE 
| ` 89.3 Teorema del cambio de variables 


Solución Estos vectores son la imagen de la base canónica bajo la transformación 


lineal con matriz. 


1 


2 0 
131 
11 


1 


Por el teorema del cambio de variables, el volumen del conjunto imagen B es |det el 
veces 1, el volumen de A (el cubo unidad en R?). Este determinante resulta ser 2, de 


modo que el volumen pedido es 2. Ф 


9.3.3 Ejemplo Evalúese f Ј ; (*—у°) dx dy usando el cambio de variables u = 


-y, v=2x. 


Solución Se toma В = ]0, 1[x ]0, 1 y g es la transformación que aplica (u,v) en el 
(х, y) correspondiente, de modo que ех, y) = (x? – y?, 2ху): La región А correspon- 


diente a B se muestra еп la figura 9.3-2. Podemos verificar que g : A > B es inyectiva ~ 


y que 


1 


Jg, v) = ENTE = дел ҮҮ 


рче$ 


Au, v) _ ( 2x -2у 


2 iy 
aay = À 7) ie, 


que no se anula. Así, рог el teorema del cambio de variables, nuestra integral es 


» о, dudv 1670 
[eee СУИ! ududv=0, 
A +y?) 4 ?/4у—1 


(Estrictamente, se debería aplicar el teorema del cambio de variables primero sólo a la 
integral. L fe- уй) ах dy y después hacer £ — 0, рага ‹ que.. Jg(u, у) este acotado; ün 
refinamiento. muestra que esta hipótesis ño es realmente necesaria.) La integral dáda se 


puede calcular también directamente como uná integral iterada: 


1 ! 1 
f f (e — уй) dx dy -f е - y) dy=0. Ф 
0 0 0 5 
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FIGURA 9.3-2 Un cambio de variables en R? + 


Ejercicios de $9.3 


1.  Muéstrese que el teorema del cambio de variables tiene como caso particular el 
teorema de una variable analizado en $9.1, 


2. ¿Cuál es el volumen del paralelepípedo generado por (1, 1, 1, 1), (0, 1, 1,0), (2,0, 3, 0), 
(1,1,0, 1) en Rt? 


3.  Transfórmese f и / Ё (2 + у?) dx dy usando el cambio de variables x = u +v, у= ну. 


4. Миёѕігеѕе que el volumen del paralelepípedo generado por los vectores v... , v, 
еп R" está dado por | det A, | ?, donde А; = (у, у). 


5. Мибѕітеѕе que el área de la elipse х?/а? + y/b* <1 es лар haciendo un cambio de 
variables y reduciendo el problema al de determinar el área de un círculo. 


$9.4 Coordenadas polares 


Una aplicación de la fórmula del cambio de variables es la evaluación de integrales por 
medio de las coordenadas polares. La función que pasa de coordenadas polares a coor- 
denadas rectangulares es g(r, Ө) = (r cos 6, r sen 6). El determi::ante jacobiano es 


cosh  —rsenó 


2 2 
=rcos 0 + rsen 0 =r. 
send  rcosó 


Jg(r,0)= 
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Si g está definida en el conjunto {(r, 0) | r>0,0<0<2x), entonces Jg(r, 6) nunca se 
anula y g es inyectiva en este conjunto. Dejaremos que el lector verifique que g es 
inyectiva, Aunque la imagen de esta función excluye el conjunto de puntos sobre el eje 
X con x 20, éste es un conjunto de medida nula y, por lo tanto, no contribuye al valor de 
una integral (véase la figura 9.4-1). | 


FIGURA 9.4-1 Coordenadas polares 


9.4.1 Ejemplo  Determínese la masa de una placa delgada соп la forma de un 
anillo, con radio interno 1, radio externo 2 y densidad de masa 1/r* en los puntos que 
están a distancia r del centro. Véase la figura 9.4-2. 


FIGURA 9.4-2 Descripción de un anillo en coordenadas polares 


ASES 


510 Capítulo 9 Teorema de Fubini y la fórmula del cambio de variables 


Solución Si B denota el anillo, entonces В es la imagen (salvo por los puntos en el 
eje X positivo) de A = {(5 0) | 0<0<2x, 1 <r<2) bajo la transformación de coorde- 
nadas polares. Entonces, la masa pedida está dada por 


Је +y асау = | а/2рајана = | 1/7 агав 
В А А 


2т pl 2л 1 
=f J Шана = | (5+1) 48 =т. Y 
0 1 0 


Ejercicios de $9.4 


Evalúense las integrales de los ejercicios 1 y 2 usando coordenadas polares. 

1. f exp(x?+ у?) dx dy, donde D= ((x, y) |2 +y <1}. 

2. у, Int? + у?) dx dy, donde D = {(х, у) | х2 0, у2 0, а2 = х +y < b} y допдеа 
у Б son constantes reales positivas. 


А 
3.  Determínese el área de un círculo de radio г usando coordenadas polares. 


$9.5 Coordenadas esféricas y cilíndricas 


Las mismas técnicas que aplicamos a las coordenadas polares se pueden aplicar a las 
coordenadas esféricas. En este caso, sea g(r, p, Ө) = (г sen p cos 0, r sen Ө sen Фф, r cos 
€) y considérese que g está definida en {(r, Ф, Ө) | г>0,0<0<2л,0<ф<л}.\/ёазе 
la figura 9.5-1. La imagen de este conjunto bajo g es todo R?, excepto la parte del plano 
xz tal que x 2 0, Por el ejercicio 5 del capítulo 8, éste es un conjunto de medida nula, por 
lo que se puede despreciar en las integrales. El determinante jacobiano está dado por 


senpcosé rcosipcosó —rsenpsend 
Jg(r,p,0)=| senpsend rcosgsenó  rsenpcosé |=r*senp. 
cosy —rsenp 0 


Por lo tanto, Jg(r, q, 0) # O en la región dada; g también es inyectiva en esa región, por 
lo que la fórmula del cambio de variables implica 


] Гоу даха = | firsenpcos, rsengsend,rcos рузе de р. 
8A) A 
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z 


(x, у. z) 


х 


FIGURA 9.5-1 Coordenadas esféricas еп R? 


9.5.1 Ejemplo Intégrese la función f(x, y, 2) = х? + y + 2 sobre el conjunto В = 
TAI RAP FRI TA, A a тд 


Solución El conjunto В cs la imagen de A = (r, p,0) |0<ғ<1,0<0 <2л,0<ф< 
л} bajo g (excepto los puntos de В en el plano xz, donde x > 0). En consecuencia, 


fe +y +2)dxdydz= / r?Vg| drdp de = / r°- геп dr dp de 
B A A 


(ya que sen p > 0 еп la región correspondiente). Así, nuestra integral es 


2л т 1 2 т 27 
1 
f | [ *senparapas= f а=: 248 =fr. 4 
0 0 0 0 0 5 5 0 5 


Las coordenadas cilíndricas se tratan de forma análoga a las coordenadas polares y 
esféricas. La transformación adecuada es g(r, 9, 2) = (r cos Ө, г sen Ө, z) sobre el conjun- 
to {(r, 8,2) | г> 0,0<0 < 2л}. Véase la figura 9.5-2. El jacobiano es Jg(r, Ө, z) = ғ, de 
modo que el teorema del cambio de variables implica 


Го, у, Ddxdy dz = Гео 0, rsen, z)rdr dô dz. 
gA) A 


Esto es útil para integrales triples con “simetría cilíndrica”, frente a los problemas con 
“simetría esférica”, que se resuelven con coordenadas esféricas. Ф 
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х 


FIGURA 9.5-2 Coordenadas cilíndricas en R? 


9.5.2 Ejemplo Evalúese f ге dx dy dz sobre la región В = {(х, у, © | + у? < 
1,0< : 


га 
lA 


Solución En este caso tenemos 


topar pl . 
/ f f 207" rdrdð dz = Za -eD. 4 
г=0 Јо=0 Jr=o 2 


Ejercicios de $9.5 


Evalúese Јен?" 
Sea D la bola unidad еп К°. Evalúese Дх ау dz/ yl + x? + y +z’. 
Evalúese Sz x? + у? ах dy dz, donde D= ((x, y, 2) | 1<0+у252,15:252}. 


Hágase un cambio de variables рага evaluar Ј ¿Exp (х + YY - у)) dx dy, donde D = 
(ох, y [0 sysx0<x<1l)] 


1 1 @ yr 
/ / / то? + y) dx dy dz 
о J-i d-u)? 


por medio de coordenadas cilíndricas. 


™ donde D es la bola unidad en В. 


e е юг 


5. Саісйеѕе 
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$9.6 Un comentario sobre la integral de Lebesgue: 


En diversas partes de este y el anterior capítulo hemos dado indicios de la existencia de 
otra teoría de la integración. Tal teoría existe y se llama teoría de Lebesgue. Ahora 
analizaremos la necesidad de dicha teoría y sus diferencias básicas subyacentes con la 
teoría de Riemann. А 

La necesidad де la teoría de Lebesgue es, en gran medida, técnica: algunas funcio- 
nes no son integrables Riemann, pero tal vez necesitemos integrarlas de algún modo. 
Por ejemplo, una función de este tipo puede aparecer como el límite de funciones 
integrables Riemann (un límite uniforme de funciones integrables Rieniann es integrable 
Riemann, pero un límite puntual puede no serlo). Sin embargo, es deseable trabajar con 
espacios “completos”, que contienen los límites de sucesiones de Cauchy, como, por 
ejemplo, R” en el capítulo 2 y C(A, R) en el capítulo 5. En el siguiente capítulo, que 
trata las series de Fourier, veremos un útil espacio de funciones, con la propiedad de 
que la convergencia en ese espacio puede ser puntual pero no necesariamente unifor- 
me. La teoría de Riemann no basta para integrar tales funciones límite. 

El problema de Henri Lebesgue era determinar una teoría de integración más general 
que la teoría de Riemann y que, además, fuera más útil desde el punto de vista técnico. 
En realidad, esto es una simplificación; la historia real es mucho más complicada, Por 


ejemplo, su trabajo recibió cierto reconocimiento por primera vez cuando usó sus ideas 
para dar una caracterización de las funciones integrables Riemann (véase el teorema 
8.3.1, capítulo 8). Para los detalles históricos, consúltese, por ejemplo, M. Kline,' 
Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Oxford University Press, Nueva 
York, 1972). 

Daremios aquí un breve vistazo a estas ideas. Para desarrollarlas completamente se 
requiere todo un curso (véase, por ejemplo, H.L. Royden, Real Analysis, 3* ed., MacMillan, 
Nueva York, 1988). 

La base de la teoría de Lebesgue es la siguiente. En la teoría de Riemann, la integral 
se definía dividiendo el área por debajo de la gráfica de una función en rectángulos 
verticales. Pero, ¿por qué no dividirlá también en rectángulos horizontales? Véase la 
figura 9.6-1. 


Intuitivamente, este tipo de subdivisión en la que se toma una partición en el eje Y” 


en vez de en el eje X tendría que dar la misma área. Pero existe, de hecho, una diferencia 
técnica, y la idea de Lebesgue (rectángulos horizontales) es precisamente la que quere- 
mos. Esto nos lleva también a unas matemáticas más complicadas; veamos por qué. 
Sea f : [a, b] > R y supóngase que f está acotada y que es no negativa. Sea y, < 
y, <*--<y, una partición de un intervalo que contiene a la imagen de f. Nuestro candi- 
dato-como-suma-aproximante-es-(obsérvese-la-figura-9.6-1): 


Y oia — уг) - (“longitud” del conjunto {x | fœ) > ур). 


! Traducción al castellano: M. Kline, El pensamiento matemático de la antigüedad a nuestros días, 3 
vols., Alianza Editorial, 1992. (N. del R.T.) 
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(b) 


FIGURA 9.6-1 (а) Aproximaciones de Riemann; (b) aproximaciones de Lebesgue 


El detalle técnico es que {х 03) 2 y;} = 1, podría ser un conjunto complicado; 
después de todo, la teoría de Riemann ya podía trabajar con funciones “decentes” y 
controlables, de modo que debemos estar preparados para trabajar con funciones un 
tanto complicadas. Así, nuestro problema es que si /,еѕ un conjunto complicado, ¿cómo 
calculamos su longitud? Aquí es donde entra una parte fundamental de la teoría de 
Lebesgue. Primero hay que desarrollar la idea de la medida (o longitud) de un conjun- 
to. Esto se convierte en algo un tanto complicado, pero una vez desarrollada esta teoría 
de la medida, se puede proceder al estudio de las sumas aproximantes de Lebesgue en 
la forma que acabamos de describir. Observése que ya hemos visto un aspecto de la 
“medida” en el capítulo 8, cuando estudiamos los conjuntos de medida nula. Este con- 
cepto está tomado directamente de la teoría de Lebesgue. 

En consecuencia, la conclusión es que, con considerable más esfuerzo, es posible 
construir una teoría más amplia de la integración (que incluye la teoría de Riemann 
como caso particular). En áreas más avanzadas de las matemáticas, los logros técnicos 
valen más que el esfuerzo invertido. 


$9.7 Operaciones de intercambio de límites 


En el siguiente capítulo comenzaremos el estudio de un área muy vasta del análisis que 
ha sido la inspiración y una de las muchas aplicaciones de gran parte del análisis desa- 
rrollado en los dos últimos siglos, incluyendo una gran parte del contenido de este 
libro. Nos referimos al desarrollo de una función dada en términos de senos y cosenos, 
ya sea como una integral o como una suma, y se conoce como análisis de Fourier. 
Antes de esto, sería bueno hacer una comparación de varios de los resultados que he- 
mos visto en el texto hasta ahora. 

El análisis se ocupa principalmente de los procesos infinitos. Las cantidades anali- 
zadas son con frecuencia los valores de un límite de cierto tipo. Esto se aplica a las 


a A деро ФЕ 
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derivadas, las integrales, las sumas de series infinitas, etcétera. Muchos de los teoremas 
que hemos encontrado pueden plantearse diciendo que, en ciertas condiciones, algunas 4 
operaciones de paso al límite se pueden intercambiar o realizar en un orden arbitrario. 


9.7.1 Ejemplo Un límite uniforme de funciones continuas es continuo. 


Uno de los primeros resultados del capítulo 5 era que si Л, fo, А... son funciones 
continuas que convergen uniformemente a una función f, entonces f también es conti- 
nua. La continuidad en un punto a expresa el hecho de que lím,.,, f(x) = f(a), de modo 
que el resultado de este teorema se puede expresar como ч 


lím ( lím по) = = ий (im) 


х—а \n— o 


La expresión de la izquierda es lím,.,, f(x), mientras que Ја de la derecha es lím, ... (£,(4)) = 


Fa). 


9.7.2 Ejemplo Bajo hipótesis adecuadas, la integral de un límite es el límite de las 
integrales, 


Este tipo de conclusión afirma también la validez del intercambio de dos operacio- 
nes de límite. En este.caso estamos interesados en conclusiones de la forma 


pb b А 
q (tim к dx = lim / fi) dx 


a 


En el capítulo 5 vimos ejemplos que muestran que este intercambio no siempre se pue- 
de hacer. También vimos un caso bastante importante en el que sí se puede. 

Si fis fo А... es una sucesión de funciones integrables en un intervalo [a, b] que 
convergen uniformemente en [a, b] a f, entonces f es integrable y 


b -b 
/ FO) dx = „т / faa) dx 


9.7.3 Ejemplo Operaciones término a término. 
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Los teoremas que afirman la validez de la derivación o integración término a térmi- 
no de las series bajo diversas condiciones son también de este tipo. Sus conclusiones se 
pueden expresar como 


b оо © pb 
f Улюв= у | Fl dx 
а nal п=1 ^9 


о сото 


2. Э) = У) 2. БО. 
n=l n=] 


Cualquiera de estas conclusiones necesita ciertas condiciones para ser válidas. Encon- 
tramos algunos teoremas de este tipo en el capítulo 5, donde fueron particularmente 
eficaces en el caso de las series de potencias. 


Derivación e integración 


Existen varios resultados relativos a las integrales y las derivadas, algunos de los cuales 
ya hemos visto; recientemente, el teorema de Fubini, el cual afirma que las integrá- 
les iteradas se pueden evaluar en cualquier orden, con las condiciones adecuadas: se pue- 
de intercambiar un par de integraciones. Anteriormente, en el capítulo 6 hemos visto el 
resultado de que, con hipótesis bastante débiles, podemos concluir que las derivadas 
parciales cruzadas se pueden evaluar en cualquier orden: se puede intercambiar un par 
de operaciones de derivación, Es interesante ver la relación entre algunos de estos re- 
sultados, tal vez con hipótesis un poco más restrictivas. El propio teorema fundamental 
del cálculo afirma que se pueden intercambiar una operación de integración y una deri- 
vación. 


Teorema Sify f'son continuas en [a, b] ya <x < b, entonces 


ap o 
gJ 9а =о)+ | foa 


Este resultado es el núcleo de todo nuestro desarrollo posterior, pero comenzaremos 
con una versión un tanto distinta del intercambio de las operaciones de derivación e 
integración. 


9.7.4 Ejemplo Derivación de una integral que depende de un parâmetro (deriva- 
ción bajo el signo de integral). En condiciones razonables, 


d ? fra 
dy (/ ља) =f гоа 


четте A A A КҮЗ тҮ үчү O чле AE етте өзен ee 
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Не aquí una versión precisa: 


Proposición —Supóngase que f : [a, b} X [c, d] > R es continua y que д}/ду existe 
para с < y < d y se extiende de forma continua a [a, b] х (с, d}. Sea 


b 
Ey) al fœ y)dx. 


Entonces F es derivable y 
b of 
ЕУ) =f 350-04 


Demostración Necesitamos mostrar que el límite del cociente de diferencias existe 
y que es igual a la integral deseada. Así, considérese 


b een -fi д 
5 / pen LD La) Ра 


Fly +h) = FO) f af 
—— Ax, y) dxi. 
ду һ 


h 


Por el teorema del valor medio, 


Ly fay) nn Aey _ Fo, Сул) 
д ду 


para algún c,, entre y e y + А, de modo que 


h 


2 (af of 
/ (Zac Яа) dx 


Fly +H) ~ Fly) - Las уф = 


Сото д//ду se extiende de forma continua en el conjunto compacto [a, b} х [c, d], es 
uniformemente continua. Dado £ > 0, podemos elegir $ > 0 tal que 


Y öf E 
(Eoo Зу (х,у)| < Гүл 
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siempre que |x — xo] <ĝy ly -y| < б. Si |4 < б, entonces 
= / gol 
a 


a 
зуб) — y) lx 
ecatboájsz, 


b-a 


Ely +h) ~ F(y) afo 
yS ay yde 


Esto establece el límite deseado. Mi 


Existen resultados similares para las integrales impropias, pero requieren algún 
tipo de uniformidad. Esta situación es análoga a la de las sumas, aunque estono es 
sorprendente si consideramos la integral como un límite de sumas. La derivada de la 
suma de un número finito de términos es igual a la suma de las derivadas. La misma 
conclusión para series infinitas requiere de ciertas hipótesis. El teorema que obtuvimos 
para series utilizaba la convergencia uniforme de la scrie de derivadas. He aquí una 
hipótesis similar acerca de la integral de la derivada parcial. 


9.7.5 Proposición Supóngase que 7: [a, eo) x [c, d] >R es continua у, como en 
la proposición anterior, 9f/0y existe y es continua en [a, œ] x[c, d]. Supóngase además 
que las integrales 


y rana y I y nd 


convergen, la segunda uniformemente con respecto a y € [c, 4]. Sea 


FO) - | Дх, y) dx. 
Entonces F es derivable y 


оё 
P= f Y de 
ду 


a 


La hipótesis de la convergencia uniforme de la segunda integral a algún G(y) signi- 
fica que para cada € > 0 existe B tal que 


va 
С(у)— / Zo Y) dx| < e para todo y E [c,d] siempre que b > B. 
a бу 


La demostración es análoga a la del resultado correspondiente acerca de la derivación 
término a término de las series. 


ы Сыа mn e H- sem 
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Estos dos resultados justifican la derivación bajo el signo de integral en muchos 
casos. Esta idea tiene un valor práctico importante еп los cálculos; en los ejercicios apare- 
cen algunos ejemplos. En el ejemplo resuelto 9,2 al final del capítulo, incluimos este 
resultado en una fórmula general para derivadas de integrales. Aquí estamos interesados 
en la forma en que esto se relaciona con otros teoremas de intercambio, como el de Fubini. 


9.7.6 Ejemplo Teorema de Fubini: Con las condiciones adecuadas, las integra- 
les iteradas se pueden evaluar en cualquier orden: 


b d d | pe 
1 | sana] е f | поа dy. 


Es interesante ver cómo una demostración para f continua se puede basar en cl pro- 
ceso de derivación bajo el signo de la integral que acabamos de obtener. 

La función A(t, у) = k f(x, y) dx es continua en [a, b] х [c, d], al igual que su de- 
rivada parcial h/ðt = f(t, y). La integral 


e Mi e e e os bi al ДЫ 
«бў=] na 


es una función continua de x. Ahora sólo necesitamos considerar la función 


t d d d 
но= f [/ sana] a- f [/ fana dy. 


Está claro que H(a) = 0 y queremos mostrar que A(b) = 0. Pero 


i d 
но f gwd- f hlt, y)dy 
с 


а 


de modo que 
d dh 4 d 
Hosso- | а= f send- | funda 


para todo /. Así, H debe ser constante en [a, b], de modo que A(b) = 0, como se deseaba. 


Por último, veremos la forma de obtener la igualdad de las derivadas parciales cru- 


zadas a partir del teorema de Fubini. 


9.7.7 Ejemplo Igualdad de las derivadas parciales cruzadas. 
Pg Se | 

Si y 
дхду 7 дудх 


existen y son continuas, entonces son iguales. 
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Queremos mostrar que 


Ye 02 


дхду Ж дудх 


Como es una función continua, basta mostrar que la integral sobre cualquier rectán- 
gulo pequeño (a, b] х [c, d} es 0, Si R es uno de tales rectángulos, entonces 


Pg _ 0р 
27 2 а 
JI Е | dxdy 
d b 9 de hb 49 de 
[2 a| ay- la 
с [Ja 3x \ду а [Je dy N dx 


dá до bid de 
Е Е мус дуу da 28 кау E 
>| [Loy Ea dy J EZ ae o) dx 


= (g((b. d) — g(b,c) — gla, d) + g(a, с) — (g(h, d) — gla, d) — gib, c) + gla, с)) 
=0 


como se deseaba. Ш 
Ejercicios de $9.7 


l. а. Ѕеаг> –1. Muéstrese que 1, x' log(x) dx existe. 


b. — Evalúese la integral cn a considerando 


d ах 
2/24) 


с. — Sean un entero positivo y £ >-1. Evalúese 7 x (log) dx. 


2.  Muéstrese que 


зеп(2тї) — 2r1cos(211) 
р 


2л 
/ xsen(tx) dx = 
Jo 
considerando la derivada de Г cos(tx) «х con respecto a t. 
Е d єт 
3. Evalúese — xcos(tx) dx. 
dt Ja 


4. — Demuéstrese la proposición 9.7.5. 


5. — Evalúcse Sat e™ dx derivando varias veces Г e™ dx (aquí а > 0). Justifíquese 
la aplicación de la proposición 9.7.5, 


¡ree a TE DN NN кеен EI AI Oe a 
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Demostraciones de los teoremas del capítulo 9 


9.2.1 Teorema 


i. Sea A el rectángulo descrito pora < x < b,c < у < dy sea f: А >R continua. 


Entonces 
b d d b 
Jif (/ jana) a= | (/ sana) dy. 
А а с гу а 
La expresión 
bf pd 
T (/ una) dx 


significa que la función 


а 
ga) = j Ро, y) dy 


se integra de a a b. 


ii.  Eni,supóngase que f es integrable y que la función f,: [c, ај >R definida por 
FO) = f(x, y) es integrable para cada x € [a, b] fijo. Entonces 


Jet (frena) dx. 


De manera análoga, podemos suponer que 


b 
J fla, dx 
а 
existe para cada y, y obtener 


[= [ (Га) dy. 


Demostración Сото і сѕ un caso particular de ii, sólo necesitamos demostrar ii, 
Sea g : [а,Ь] CR - R la función dada por 


а 
80) = J о, у). 
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Debemos mostrar que g es integrable en [a, b] y que J, f= ГИ g(x) ах. 

Supóngase que a = ху<дху <: «х, =b Y C= y< < y, =d son particiones de los 
intervalos [a, Б] y [c, d]. Sea Р, Іа partición de [a, b] dada por los conjuntos У, = [ху „х, 
Pican la partición de [c, d] dada por los conjuntos W; = [y;.,, у] y Pa la partición de A dada 
por los conjuntos 


Si = [к-а] х [y-1, yy). 


Entonces 


LF, PA) = Утум = Y Y vis UI, 


ij ij 


donde (7) es el ínfimo mínimo, por la continuidad def sobré el conjunto 5. Parax EV,, 
tenemos m, (f) £ mL, donde f, está definida como (у) = f(x, y). Por lo tanto, 


| | , 
Утум = oo є / лода = в. 
i 1 j 


Como esta desigualdad es válida para cada x Є V, obtenemos D; m, (РУУ) = m, (8). 
En consecuencia, 


LG, Pa) = Y my УУ) = LG, Ры). 


A partir de esto y de un argumento similar para las sumas superiores, obtenemos las 
desigualdades 


ЦУ, Pa) = Lig, Pian) = U(8 Ры) = US, РА). 


Como f es integrable en A, estas desigualdades muestran que g es integrable y 


ТА (freva) а= | вда f. 


; у. b 4 
Con el mismo argumento, si suponemos que И f(x, y) dxexiste para cada y, obtenemos 


= F (Luna) ау. йш 
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9.2.2 Corolario Sean Q, Y : la, b] > R transformaciones continuas tales que 
ф(х) = р(х) para todo x € la, bl: seaA=((x, »la <xsbq()=<y< ко ysea f: 
A > R continua. Entonces (véase la figura 9.2-1) 


b Y 
[ЕГ е 


Demostración Seas = [a, b] x [c, 4] un rectángulo cerrado que contenga аА y ex- 
tendamos f a S haciéndola igual a сего en SM. Los conjuntos gráfica() = Lo фо) |х € 
[a, b]) y gráfica(p) = {(х, Yo) |х Є [a, b]) tienen medida nula (por el ejercicio 23 del 
capítulo 8). Así, el conjunto de discontinuidades de f definida en 5 tiene medida nula, 
рог lo que f es integrable en 5. Además, para cualquier x, /, es continua en [c d], 
excepto tal vez сп ф(х) у Ya), de modo que f, es integrable ра Cualquier: хє [a, b]. 
Aplicando elt teorema 9. 2.1 obtenemos 


b d b ve 
PA =} fly) af ЖОЕ ОЕ ua 
А. S a У Ы а Pa) 


La demostración del teorema 9.2.3 es análoga ala demostración de 9. 2.2, de modo 
que la dejamos como ejercicio. & 

Pasemos ahora al teorema 9.3.1. Su demostración puede ser muy laboriosa si no se 
lleva a cabo de una manera eficiente. En particular, la idea dada en el texto es difícil de 
precisar si la interpretamos de un modo demasiado literal. La demostración que vamos 
a dar es de J. Schwartz, American Mathematical Monthly 61 (1954), págs. 81—85. І 


9.3.1 Теогета del cambio de variables Sean A CR” un conjunto abierto 
acotádo con volumen y sea g : А > R" una transformación С) inyectiva. Supóngase que 
Jax) #0 para todo x E A y.que |w] y 117209] están acotados еп A. Sea В = (А) 
узирбп азе que B tiene volumen (véase 58.2). Si f: B >R está acotada y es integrable, 
entonces (f 08) O) es integrable enA у 


[= [conve 


es decir, 


ро-и S fet EE 
B А 1» 
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Nota. Un análisis de la demostración muestra que f, (gl y | “no tienen que 
ser acotados (véase $8.7, para el caso de integrales impropias, así como la observa- 
ción después del ejemplo resuelto 9,4). 


El primer paso de la demostración es el de establecer nuestra fórmula cuandog = Г, 
es una transformación lineal, en cuyo caso JL = det L, Esto proporciona la interpre- 
tación geométrica de det L: es el factor de cambio de los volúmenes bajo la transforma- 
ción L. 

Como no queremos suponer esto del álgebra lineal, desarrollaremos la demostración 
con algo de detalle. Sin embargo, sí necesitamos recordar dos puntos del álgebra lineal: 
(i) det TS = det T - det 5 y (ii) cualquier matriz es producto de matrices elementales. 


Lema 1 SiL: R° >R’ es una transformación lineal у A CR” es un conjunto que 
tiene volumen (es decir Í, 1, existe), entonces L(A) tiene volumen y el volumen es |det 
L| А), esto es, Fis „= Í, | det L (véase la figura 9.P-1). 


L(A) 


FIGURA 9.P-1 Imagen de un rectángulo bajo una transformación lineal 


Demostración Primero consideramos el caso particular en que A es un rectángulo 
y Les una transformación lineal cuya matriz expresada en la base canónica es de uno de 
los dos tipos siguientes: 


Ere 


- о 


чета ера 
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0 9. 0 
1 


1 о 
0 ун 01 


La primera matriz se obtiene de la matriz identidad reemplazando un 1 de la diagonal 
por una constante c. La segunda matriz se obtiene de la matriz identidad escribiendo un 
1 en cualquier parte fuera de la diagonal, Éstas son las matrices elementales. 

Si A = [а,Ь] X- X [а„ bn] y с está en la ¡-ésima fila, entonces 


L¡(A) = [a1,b,] x +++ x [can ср) х х lan, ba], 


de.modo.que.el volumen.de_L,(4A)es. 


vL KA) = |с](А) = | det ДУА). 
Si el 1 fuera de la diagonal está en la posición (і, j), entonces 
LAA) = [rc AiAi H Aj Ait Ха) | Ак Є [ae bal} 


| 

| 

| 
para 1 < k < n. Esta imagen es un paralelepípedo en el que las secciones paralelas al pla- 
no x; x; toman la forma de paralelogramos. Las secciones еп todos los planos perpen- 
diculares siguen siendo rectángulos. Las posibilidades aparecen en la figura 9.P-2, donde 
se muestran las secciones paralelas al plano x; x. 

Para nuestra conveniencia, renumeramos las coordenadas de modo que el “1” apa- 
rezca en la segunda columna de la fila superior, para que las variables afectadas sean x, 
y хь. Geométricamente, vemos que el volumen no se ha alterado, pues estas secciones 
transversales son paralelogramos con la misma base y altura que el rectángulo original de 
dos dimensiones. Esto se puede confirmar analíticamente, examinando la integral que da 
el volumen de la imagen y usando el teorema de Fubini para que la integral con respecto 
a x sea la penúltima y la integral con respecto ах, la última (continuamos con la nume- 
ración. en la. cual las variables afectadas por el corte son хуу х›). 

Así, el volumen de L,(A) es 


иш = f ff [14 dxi dx3 + ху хл 


= (by — an Xba — а) хх (b3 — wjf l dxa dx. 
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ox 


(b) 


FIGURA 9.P-2 Imagen de un rectángulo bajo una matriz elemental L, 


Para сайа x, entre a, y b, x, está entre las rectas de 45° х = y+ajyx = y +b, En 
consecuencia, 


by ху, by 
JJ Тах dxa =f (/ а) аэ = (bi — adx 
ау Ажар а 


=4(b3 — ab, — ар), 
lo que lleva a que 
V(LAA)) = (bp — а, — an) х xX (b3 — аз) — а) — a1) = УА). 
Como det(L,) = 1, tenemos v(L,(A)) = | det L, | v(4). 


Sea A un conjunto arbitrario con volumen y L; una de las matrices elementales. 
Supóngase que det L; + 0 (es decir, с # 0 si L, es una matriz elemental del primer tipo). 


Sea $ un rectángulo que contiene a А y sea Р una partición de А en subrectángulos $}, ..., 
Sy de modo que 


Ulla, P)-v(4) < 2(2| дег Li) y УА) – Lila P) < e(2| det Ll). 


Si V, = U(S,| 5, C A} y W, = U(S;| 5, N A +Ø}, obtenemos v(L(V.)) = [det L| Ga. P) 
y LW.) = [det Ll (1л, Р), de modo que v(L(W,)) – v(L(V,)) < €, y así L(A) tiene 
volumen y UL(A) = [det L| v(A). Si det L, = 0, es decir, L; es una matriz del primer tipo 
con с = 0, entonces v(L/(S)) = O para cualquier rectángulo S, y lo mismo ХХА) = 0 
para cualquier conjunto А con volumen. 

Si L es una transformación lineal y А es un conjunto con volumen, entonces, del 
hecho de que cualquier matriz es el producto de matrices elementales concluimos que L= 
Li La + + + Lẹ donde las L; son matrices elementales. Aplicando repetidamente lo que 
acabamos de demostrar se sigue que L(A) tiene volumen y que 


v(L(A)) = | det L,]|det Lo] ---]det Lsjv(A) = [дех L|v(A). Ш 


Lema-2—Siel teorema es cierto para la función- f =-k entonces -también-es cierto. == 
para cualquier función integrable f. 


Demostración Siel teorema es cierto para f = 1, entonces es cierto para cualquier 
función constante (¿por qué?). Si f es cualquier función integrable en (А), sea 5 un 
rectángulo que contiene a g(A) y sea P una partición de g(A) en rectángulos $}, ..., Sy 
Sea m, (f) = іпЕ( 0) |x Є 5,}, lo que denotará también la función constante еп 5, con 
valor constante т, (f). Entonces 


N 


N 
LSP) = у m SDD | т) 
д ү Si 


El i=l i 


] (ms,( о Del 


3748; 


N 
< У (Го #9178 


jar 7871050 


Por lo tanto, f at 5 ЈО 8) || ‚Оп resultado análogo con Ms (f) = sup{ (х) | хЄ$,} 


muestra que f > Јов) |Jg], de modo que Saf Јо) |]. m 
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Lema 3 El teorema es cierto si 8 es una transformación lineal, 


Demostración Рог el lema 1, 


ds la 
£(A) A А 
J s= аер. m 
RA) А 


Necesitamos otra observación fundamental: 


pues g = Dg. Por el lema 2, 


Lema4 Siel teorema es cierto parag: A =R" y para А: В ээ В", donde g(A) С B, 
entonces el teorema es válido para h og: A > В". 


Demostración Realizamos el siguiente cálculo: 


f iaf f= (f о л] 
hagía) MRAN gía) 


= [еге ho gX|Jh] o ggl = fu: (ло 2) (ло g)]. m 
А А 


Un poco más de notación nos permitirá desarrollar nuestra demostración de una forma 
sencilla. SixER”,x=(x,...,x1,), sea lx] = MÁX и |5] ‚ Esta “norma” tiene la propie- 
dad de que, en términos de ella, un cubo con centro en p y lado de longitud 2s se puede 
caracterizar como |х—р| 55. 51А: В" Е" ез la transformación lineal con matriz а 
de modo que 


АФ) = Аба...) = | Y ар... Уау |, 
j=l j=l 


definimos 


; 
Аав 


Así, [awl < lall] - También utilizamos la matriz jacobiana у(х) = Gao) de la trans- 
formación g(x) = (2,(x) - - - 8,00), donde, como es habitual, j¿(x) = de (x)/0x,. 
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Si C es un cubo en el conjunto abierto A, tal que C es el conjunto de los x que 
satisfacen |х - pl < 5, entonces ъ(С) = (25). Рог el teorema del valor medio, 


шо) — gp) =D jul p + ёб — Pk — ре), 


k=l 


donde 0 < Ө(х) = 1. Así, |g(x) —#(р)| ж S MáX,ec Lol ; es decir, g(C) está totalmente 
contenido en el cubo definido por la —#(р)| E s MáX ec lio»! , de modo que si g(C) tie- 


ne volumen, entonces 


О) < (más Loxo} | а) 


Para garantizar que g(C) tiene volumen, demostramos otro lema. 


Lema 5 Sih: UCR" >R" es una transformación С! inyectiva, ЈН) # 0, U es un 
conjunto abierto acotado y C es un conjunto con volumen tal que СС) С U, entonces 


МС) tiene volumen. AA _ _ _ 0020252 e 


Demostración Basta mostrar que la frontera 3(A(C)) tiene contenido nulo. Para 
ello, primero mostramos que д(А(С)) С H(9(C )). Sca x E 20(С)); para mostrar que x € 
A(9(C Y), sea у = W(x). Entonces debemos mostrar que y Є (C). Sea V una vecindad 
de y, y supóngase que V C U. Entonces h(V) es una vecindad abierta de x, ya que A”! es 
continua. Así, A(V) contiene puntos de h(C) y de RMC), pues x E 9(C). Como A es in- 
yectiva, V contiene puntos de А y de К“\С, de modo que y Є (С). Aplicando este 
argumento а hr!, vemos que, de hecho, д(А(С)) = А(9(С)). р 

Para mostrar que (д(С)) tiene volumen nulo, dado e > 0, recubrimos d(C) con rec- 
tángulos В.,..., By de volumen total < €. La ecuación (1) mostraba que h(9(C)) está 
contenido en un recubrimiento mediante rectángulos con volumen total (máx jaco de, 
donde el máximo se evalúa sobre В, U - - - U By. Así, h(9(C)) tiene volumen nulo. W 


Si A es una transformación lineal у 5 tiene volumen, entonces 


v(AT US) = ЧецА-!)ь($) 


(tómese f= Tema (Sy f=0emel complementario y aplíquese-ctlema3)-En(h); sea $ =———— 


g(C), que ahora sabemos que tiene volumen; como 


Į dera -Dg (O) < (más on) (С), 
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obtenemos 


800) = |аеца) (más А-д э} YO). О) 


Subdividamos el cubo С en un conjunto finito Сү,..., Cu de cubos que no se 
solapen, centrados en x,, . . . , Xa у Supóngase que 5 es mayor que la longitud de un lado 
de cualquiera de ellos, Aplicamos (2) a cada C,,..., Су, tomando А = ху) en (2), y 
después sumamos, para obtener 


M п 
eC) < У; [аео (melon) (Сә. 


i=] 


Como j(x) es una función continua (cuya imagen son matrices), PODIO) tiende а la 
matriz identidad cuando z -э y, y por lo tanto (тах, «с [А (кууу) | Y <1 +10), donde 
7](8) tiende a cero con б. Así, ` 


M 
KO = (1 +008) У der); 


iz} 


cuando б tiende а cero, la suma en el miembro derecho tiende а Íe |. О) | dx, y la 
desigualdad queda ` 


víg(C) < f Hga)| dx. (3) 
с 

La demostración del lema 2 con f = 0 fuera де В, junto con (3), produce 

rs [reos (4) 

gA) A . 
La ecuación (4) se puede aplicar también a g” para dar 
[Seose f Sorog "лов! |! 
A ФА) 


еѕ деси, 
(КЕТЕ fs 6) 
А 8А) 


Combinando (4) y (5) se obtiene el teorema. ЖШ 


Я Я А Я 
и 
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Ejemplo 9.1 Úsese la fórmula del cambio de variables y las coordenadas polares -A 
para mostrar que К 


Г, е dx= ут 


(la función e” se denomina función gaussiana; véase la figura 9.ER-1). 


FIGURA 9.ER-1 La función gaussiana A 

Й 

Solución Рага usar coordenadas polares, sea J, = L, е7" dx dy, donde A, es el i 
círculo de radio b con centro en el origen. Así, A 


рр эт 2 
bo -f f e`" габа, { 
г=0 490 ` 


lo-que evaluamos mediante integrales iteradas. Como (d/d) let) =-2re”, obtenemos 
| Р 2 b? 
16 = 2 f re" йг=т(1—е”). 
г=0 


Para relacionar /, con f TEF, dx, primero observamos que 


f e dydy = Иш a0 е7) = т. 
p b. 


Сото la integral existe у е—% > 0, podemos evaluarla de la forma que queramos. 
Vamos a evaluar Ja e dx dy mediante el rectángulo Eb, Б]? = [-b, b] x [—Ь, b]. Así, 


| ет" ахау = lím ет ахау. 
р: b—oo [-h,b]? 
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3 
b b b Д 
f ei dx dy = / е“ dx il er dy} = J е7 dx 
[-5,5P =b —b -b 


Ж ЕС А А: b 2 
por el teorema de Fubini y el hecho de que ЄЎ e*e*. Concluimos que lím, ($ ye 
ах) = л. Como e™ > 0, tenemos que Ге" dx= л, сото se pedía. Ф 


Ejemplo 9.2 Regla de Leibniz para la derivación de integrales Supónga- 
se que f: [а, b] X [c, d] >R es continua y que df/0y existe y es continua en [a, b] x [c, а]. 
Sean u(t) y v(t) funciones continuamente derivables de [c, d} en [a, b] y sea 


xn 
F= fa, дах. 
«lo 


Demuéstrese que F es derivable y que 


од 
Y (х, г) dx. 


Ей) = Хуб), уо) = fuli), Du (0 + 7 5 


u(r) 


Solución Ésta es una aplicación de la regla de la cadena, una vez planteada de 
forma adecuada. Sean u = u(t), v = (т) y w =t. Entonces F (1) =8(4, у, м) = f fx, wdx. 
Así, 


dede, dde, dde 


Puye ðu dt a dv dt Ы ðw di” 


Las derivadas parciales de g con respecto a и у v se obtienen mediante el teorema fun- 
damental del cálculo. Como ese teorema utiliza cl límite superior de la integral, la deri- 
vación con respecto al límite inferior se realiza invirtiendo los límites y aplicando el 
teorema. Esta inversión introduce un signo menos. La derivada parcial con respecto a w se 
obtiene derivando bajo el signo de integral, mediante la proposición 9.7.4. Como w =? 
y dw/dt= 1, esto nos da la fórmula deseada. Ф 


Ejemplo 9.3 — Calcúlese el volumen de la bola de radio r con centro en el origen en 
R” (es decir el conjunto {х + R" | 1х1 <rp. 


Solución Usamos inducción sobre la dimensión de n. En R, la bola es simplemente 
el intervalo abierto ]-—r, r[ y tiene volumen 2r. Supóngase que hemos calculado el volu- 


men de la bola de radio геп Ж”! como а„ r™ (se intuye que la respuesta es de esta 
forma, pues la bola en R™ es un objeto (п — 1)-dimensional). Entonces, сото la fron- 
tera de la bola en R™! tiene medida nula, podemos aplicar el teorema de Fubini. Para 
сабах, fijo, 0 <x, <7; la sección transversal de la bola de radio геп R"!, que denotamos 


Bín, r), es 


{@1,....Хи—1,Хл) | х л +2 <r? = 02}, 


que es una bola de radio (2 – xY}? en R"! , Por lo tanto, el teorema de Fubini implica 


, , 
ЕЛҮ 

/ 1=/ q = | ar? PY dex. 

п, -r Хв) -r 


Haciendo x, = r sen б para 0 < 0 < 1/2, obtenemos (г = 2)" =rc080 y dx,/d0 = r cos 
8 > Оеп ]0, л/2[. Así, 


А r 
/ | i ae? РУ ds 2 | an? — PY ах, 
Вал -r 0 
E IA e A A 
=]. аһ—1(гсо$5@)'7!гсо5@4@ = жле] cos” 0 de 
0 D 


к/2 
=алг", donde а, = 243-1 f cos” 0 40. 
0 


Usando cálculo elemental, tenemos que i 
a- Da 3) ihoa d 
1/2 ду ї К 
f cos" 0 d9 = ane 
o (п = 000-3): т BAR 
nía — 2)--- 2 раг. | 
Por lo tanto, tenemos | 
UB(1,N) = 2r v(B(2,r) = aa 
2 2 
= ar 
a 2 л 
UBB) = 2-0. у(В(4, г) = 2-а: > 
= Sr = Ep 
8 15 
v(B(5,r)) = _ агу; UB(6, г) = Las е 
= ДАРС. а> 13 6 
= тт = ¿rr + 
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Ejemplo 9.4  Mejórese la fórmula del cambio de variables reemplazando “A es 
abierto” por “A tiene volumen”. 


Solución Existen (al menos) dos formas de hacer esto, y daremos ambas como 
teoremas, 


Teorema Sea 8: D CR" э К" de clase С\, donde D es abierto. Además, sea С 
inyectiva y Jg(x) # © para todo x € D. Sea В = g(D). Supóngase que D у B tienen 
volumen. Sea А С В con volumen y f: A =R integrable. Entonces 


[еш = fs 
Ја UA) A 


Demostración Extendemos f a B haciendo f =0 fuera de A. Por 9.3.1, LS og) |g! = 
S, J. Como f = 0 fuera de A, f o g se anula fuera de 7 (А), de donde se sigue la conclu- 
sión. W 


Teorema 50 Bcon volumen y f:B=>R integrable. Sea A con volumen y supóngase 
que g : int(A) CR” > іп(В) CR” es С! y biyectiva, y que Јв(х) + 0 para todo x Є 
int(A). Si f: B > R es integrable, entonces 


= Јао 


Demostración Сото В tiene volumen y д(їп(В)) C 9(B), int(B) бепе volumen 
(pues d(B) tiene medida nula). Además, int(B) U (9(B) N В) = B, de modo que кв f= 
Л Por lo tanto, obtenemos el resultado por el teorema del cambio de variables. Ш 


Obsérvese que las condiciones sobre g son equivalentes a la existencia de una in- 
versa С! рага g (por el teorema de la función inversa). Ф 


Nota. En estos dos teoremas, se puede mostrar que la hipótesis Jg(x) # 0 se puede 
eliminar (entonces, g no tendrá necesariamente una inversa С!). Esto se puede dedu- 
cir del ejercicio 27. El ejercicio 26 pide al lector que demuestre la fórmula del cam- 
bio de variables para integrales impropias. Una solución se puede basar en la fórmula 
del cambio de variables usual y nuestro análisis de las integrales impropias en el 
capítulo 8. 


миы. 
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Úsense las coordenadas cilíndricas g(r, Ө, z) = (r cos Ө, г sen Ө, 2) definidas en 
[r,0,2) | г> 0,0<0 < 2л) para calcular la integral sobre А = {(х, y, 2) ES +y< 
1, |z| <1} de f, y, 2) = 02 + у). 


Proporciónese un contragjemplo para mostrar que la fórmula del cambio de varia- 
bles no es válida si g no es inyectiva, aunque Jg(x) # O. [Sugerencia: sea f = 1 y 
g(x, y) = (e cos y, е sen y).] 


Evalúense las siguientes integrales, si existen: 


Sa Xy dx dy, donde А = {(х,у)|0<х< y, 0<y<2+xx< 1) 
f,sent? + y?) dx dy, donde А es el disco unidad, 
Ses 1/00 + y +2) dxdy dz. 


ЈО) dx dy, donde А es el cuadrado unidad (х, y)]0<x<1,0< 
y< 1} 
e. fy xdxdy, donde А = {(х,у)]0<х< ут, 0< y < зеп х?}. 


Lo fi Ју ғана. 


е оо pp 


g Ji а-ы зү 3y?x) dy dx. 


o 


Supóngase que f, fı fa, Дә... son funciones continuas de valores reales en [0, 1] 
y que f, > f uniformemente en [0, 1] cuando n > oo, Demuéstrese que cada una 
de las funciones fl. Lal. |5], | £ |,- - -es integrable en [0, 1] y que А] > 
S | f| cuando л > eo. 


Calcúlese el volumen de los siguientes conjuntos: 
a. Оп tetraedro con área de la base A y altura A. 
b. Un cono con radio de la base r, y altura Ap. 
e [Gayli<y<i-AL 

а. ((y,] Xy] y 2<1/2) 


Demuéstrese: 


ar Sii tiene volumerry sidrse-define-como: 


оо 
= {у (Si) | S1,S2,... es un recubrimiento numerable de A mediante 


=і 


rectángulos abiertos } ‚ entonces v(A) =А, 


536 


de 


Capítulo 9 Teorema de Fubini y la fórmula del cambio de variables 


Sea A un conjunto acotado con volumen y A, una sucesión de conjuntos con 
volumen tales que los A, no se solapan (es decir, sus interiores no se 
intersecan) y 


Muéstrese que 


УА) = y v(A;). 


i=l 


Determínese J, xy sen(x? — у?) dx dy, donde 


A={@y)]|0<y< l >y y -y <l}. 
Sean u : A C R? > Ja, b[ y v: B C R? > ]с, а dos funciones de clase C! de 


los conjuntos abiertos A y B sobre los intervalos ]а, b[ y lc, dí tales que u(x, 
Y) = ul’, y") y у(х, y) = у(х, y) solamente cuando (x, у) = (х,у) y que 


еп cualquier punto (х, y) € А N В. Sea М = ((x, y) [а <и(х, у) <Б, с< 
у(х, y) < d} y sea f una función integrable en W. Muéstrese que 


d b ðu ду ду дц =l 
= Wl= == == du dv. 
ү / КЄ ду ax a) gi 
Úsese a para evaluar 
Је ува, 
т 


donde W = ((x, у) [x>0,y>0,-1 <№-у «1, ху<1р 


Supóngase que f : Ja, b[ >R y g : ]с, d| Е son dos funciones integrables. 
Defínase f(x, у) = /(х), #(х, у) = 80) (supóngase que f y g están acotadas). 
Demuéstrese que 


b d 
Í Jaya, y) de dy = ( ғо) a) ( / 20) a) 
Гарей а с 


10. 


11. 


12. 
еше э ыш (# үш 


13. 


14. 


ыша Мыш 


re 
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Supóngase que A C R" y que A tiene volumen nulo. Supóngase que f : A > R es 
una función acotada. Demuéstrese que f es integrable y que S, f=0. 


Sea S = ((x, y) ER? | хтасїопа|, 0 < x < l y six=p/m fracción irreducible, 
y=k/m,k=1,...,m-1). Muéstrese que 


ба 

| оао 
о Јо 
‚С. 
{0.11 x [0.4] 


Muéstrese que si f"(x) > 0 para todo x, entonces f es convexa hacia arriba, es 
decir, 


pero que 


no existe. 


Ди 2 
Supóngase que C C A X B y v(C)=0, Sea C, = (y E В | (x, y) Є C} y suponga que 


= siwyecC 
Icy) = { O en caso contrario 


es integrable sobre B para cada x € A. Muéstrese que C, tiene volumen nulo en А 
para todo x excepto quizá un conjunto de medida nula. Proporciónese un ejemplo 
donde у(С,) # 0 para algún x. 


Verdadero o falso (si es verdadero, dése una razón; si es falso, formúlese un con- 

traejemplo). ` 

a. $ирбправе que f es integrable еп A y que g es una función en А tal que g < 
f. Entonces g también es integrable en А. 


b.  Supóngase que A tiene volumen y que f es continua en A. Entonces Í, f 
existe. $ 


c.  Supóngase que Á tiene volumen y que [`уехийб. Entonces f es continua ёй А, 


d. Cualquier subconjunto acotado de R? tiene volumen nulo cuando se considera 
como un subconjunto de R°. 


e. 51 1= [0, 1]у фу ф,5оп funciones continuas de Геп R con ф(х) < ф(х) 
para todox Є J, entonces $ = ((x, y) |х E], ф(х) <y < ф.(х)} tiene volumen. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22, 
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Si A es un conjunto acotado con volumen y А, es una sucesión de conjuntos con 
volumen tal que А, DA yA, UA, О... = A, muéstrese entonces que (Ад) > 
v(A) cuando ¡> оо. 


Supóngase que g: R > R eş derivable en todo punto y que g'o) 5 M para 
todo x E R. Muéstrese que si e es suficientemente pequeño, la función / dada por 
Хо) = х + Eg(x) es inyectiva. 


Sea f : [0, 1] > R dada por 


n? зіх= 1/л 


sos 0 sixe[0, 1} x #1/n. 


Demuéstrese que f es integrable y que 7 Дх) dí = 0. (Advertencia: f no está 
acotada.) 


Sea (х) = Y, (1/2) sen mx definida para todo x ER. 
a. — Muéstrese que lím, „= f(x) existe. 

b.  Muéstrese que la sucesión converge uniformemente. 
e. — Muéstrese que J7 (lím, £(0) dr=0. 


Sean A СК", B C R” con volumenyf :A > R, 8:B => R imegrables. Sea 
F(x, уу=](х) + g(¥). Muéstrese que 


F(x, y) dx dy = (fa) UB) + (fa) v(A). 
AxB A B 


Calcúlese 
а. límp—ool! +2* +--+ л), donde k > 0. 
b. т, (1/00 +1) + 1/41 +2)+- + 1/21). 
¿Para qué valores de р es +” integrable en R?, donde 
r= yal + y? + 127 
Sean f y g funciones de valores reales, integrables en [a, b]. Sea 


Si p-d ЛО) si fu) > glo), 
h(x) = máx (fx), 260) = ( gu) si FO) < (д). 


Muéstrese que A(x) es integrable. 
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23. Sea A un rectángulo cerrado en R” y С СА con volumen. Demuéstrese que para 
cualquier £ > 0 existe un conjunto compacto K C C tal que у(С\К) < e, y que 
existe un conjunto compacto L D C tal que (ГАС) < e. 

24. “Verdadero o falso: 

a. 51 f es una función continua en [0, 1], entonces f está acotada en {0, 1]. 

b.  Sif: SR” es una función continua, donde 5 es un subconjunto compacto 
de R, entonces f(S) es compacto, 

с. Una función integrable en [0, 1] debe ser continua en [0, 1]. 

d. 50у YV son subconjuntos abiertos de R, entonces U x V = {(х, y) | Є и, 
y E V} es abierto еп R’. 

e. 5і/уд son funciones integrables en [а, b], entonces /— 28 es integrable en 
[a, b]. 

f. Cualquier sucesión acotada en R” debe tener una subsucesión convergente. 

в. Sif es una función continua de valores reales сп [0, 1] tal que' f(x) > 0 para 
todo.x.E-[0,-1] y. Í Los. dx_=.0, entonces f(x). =.0.para todo x Є [0,1]... cin 

h. Si f es una función de valores reales infinitamente derivable еп, entonces 
f tiene un desarrollo en serie de potencias en torno de cada punto de R. - 

1. Si f. fo fa fa... son funciones de válores reales, continuas y uniformemente 
acotadas en [0, 1] tales que f(x) = lím,- f,(x) para cada x Є [0, 1], entonces 
fo fo fo... converge a f uniformemente en [0, 1]. 

} Si ау ау, аз,.. . es una sucesión de пітегоѕ reales y r es el radio de con- 
vergencia de У? за, х", entonces Уз уа," converge. 

Кк ЗАБА... converge uniformemente afen la, b] y si f, es integrable 
рага cadan=1,2,3,..., entonces f es integrable en [a, b]. 

L Si д, fo 5... converge uniformemente a f en [a, b] y si /, es derivable en Ja, b[ 
рага cada п = 1, 2; 3, . . . , entonces f es derivable en [a, b]. 

m. Un subconjunto abierto conexo de R” es conexo por arcos. 

n Si f es una función derivable de valores reales en ]0, 1[ y £(1/2) > f(x) 
para todo x Є ]0, 1[, entonces f(1/2) = 0. 

o Sif esuna función: integrablezen [07 ye >0;entoncesexisteruna función 
escalonada g en [0, 1] tal que Г, |- gl <E. 

р. Тойо subconjunto cerrado y acotado de R contiene a su supremo. 

q. 51 f(x) tiene un desarrollo en serie de potencias en ]—г, r[, entonces f es 


derivable en ]-r, rl. 


540 


26. 


27. 


Capítulo 9 Teorema de Fubini y la fórmula del cambio de variables 


г. Si f es integrable en [а, b] y [b, с], dondea < b < с, entonces f es integrable 
en Ía, с]. 


s.  Sif:R"=R"”es continua y Ses cerrado en R", entonces f-!(S) es cerrado 
en R”, 


Я - ә sx ЕА 
t. Si una serie Ўша, converge condicionalmente, entonces la sucesión de 
sumas parciales 2/,_,a, está acotada, 


u. Si f es una función continua de valores reales en Ja, b[, entonces existe una 
función derivable F en Ja, b[ tal que f = F' en Ja, bl. 


Calcúlese el área de la región D = {(х, y) | 1жх<Зухл жух?+1]. 


Investíguense las posibles generalizaciones del teorema 9.3.1 a regiones по aco- 
tadas. 


El propósito de este problema es demostrar una versión simplificada de un teore- 
ma algo difícil, conocido como el teorema de Sard. Un tratamiento general apa- 
rece en Milnor, Topology from the Differentiable Viewpoint, Princeton University 
Press (1967), o en Abraham, Marsden y Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis and 
Applications, Springer-Verlag (1988). En nuestro caso, el enunciado del teorema 
es el siguiente. 


Teorema SeaA С Е" un conjunto abierto уя: A ә К" de clase C'. Sea B= 
{x EA | Jg(x) = 0). Entonces g(B) tiene medida nula. 


El conjunto В no tiene por qué ser de medida nula (para verlo, tómese g como una 
función constante). Antes de dar un esquema de la demostración, pediremos al 
lector que dé por válido el resultado y lo use para mostrar que en el teorema 9.3.1 
se puede eliminar la hipótesis de que Jg(x) # O (siempre que el conjunto (abierto) 
de puntos tales que Jg(x) + O tenga volumen). 


El teorema se demuestra como sigue. Primero se muestra que si U es un rectán- 
gulo cerrado en A, basta mostrar que g(U N В) tiene medida nula (muéstrese 
que g(B) es la unión numerable de estas intersecciones). Mostraremos, de hecho, que 
2£(U N В) tiene contenido nulo. 


Demuéstrense estos dos puntos: para cualquier € > 0, existe 8>0 tal que para x, 
y€U6, lla >| < Ó, tenemos 


lle) — 20у) — раб) — у) < ellx — yll. 


авечы нума ял 
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28. 


29. 


30. 


31. 
32. 


33. 


Además, existe М tal que 
lew — в) = MIly — «ll. 


Supongamos que U tiene lados de longitud /. Hágase N > 1/8 tal que si U se divide 
еп N” rectángulos (de lados !/N) y $ es uno de tales rectángulos, entonces, para 
x, y € 5 son válidas las dos desigualdades anteriores. Supóngase que x Є 5 N В. 
Determínese un hiperplano Н еп R" (H será algún subespacio (n—1)-dimensional) 
tal que 


{Deaky - jy ES) CH. 


A continuación, muéstrese que (2(y) ly Є 5} está contenido en un cilindro de 
altura < 2п(1/№) y base un cubo (s:—1)-dimensional de lado < 2Mn(1/N). Dedúzcase 
que g(U N В) está contenido en N” rectángulos de volumen total < €K, donde K = 
2"M"" (пу'!' es una constante independiente de N. Esto demostrará el resultado. 


Supóngase que f(x) es continua en ]-1, 1, f(0)=0 y f(x) 40 six # 0. Demuéstre- 
se que lím,.... [log(1 + РО) (х) existe. ¿A qué es igual? 


Supóngase que f está acotada y definida en [0,b],b > 0, y que f fexiste para 
todo 0 < с < b. Muéstrese que f, f existe, 


Considérese el siguiente teorema. 


Teorema Sea А un subconjunto abierto de R" y ф: A > R" una transforma- 
ción inyectiva, continuamente diferenciable, cuyo jacobiano ЈФ no se anula en 
A. Supóngase que la función f: p(A) >R es continua, que se anula fuera de un 
subconjunto compacto de p(A) y que So aJ existe. Entonces S АГЕ Sifo Фф | A 


Sean A, ¿=1,2,..., subconjuntos abiertos de R” tales que el teorema es cierto 
para cada A, y para la restricción de y a А, Sea A = UA,. Muéstrese que el teore- 
ma es cierto para Á y ф. 


Calcúlese lím,.,.. 1 log (1 + 1/n). 


Supóngase queS С R” tiene volumen y seat ER. Ѕеаг5 = (tx), ...,1x,) | (х...) 


ES Muéstrese quets tiene volumen y que vot(Sy="|+|“-vol(S): 


a.  Demuéstrese el teorema 9.2.3. [Sugerencia: como en el teorema 9.2.1, bas- 
ta demostrar ii. Hágase de la misma forma que en el teorema 9.2.1.] 


b.  Demuéstrese la siguiente generalización del corolario 9.2.2. Sea A С ЕК" 
un rectángulo cetrado y sean p: A CR" >R” y y: АСК" >R" funciones 
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gráfica de y 


+ |— el conjunto D 


—— gráfica de p 


FIGURA 9.E-1 El conjunto D del ejercicio 33 es la región entre las gráficas de las 
funciones 


continuas, tales que ф(х) < Хх) para todox Є A, 1 £ 5 m.SeaD=((x, y) € 
КХК" |x EA, ф(х) < y, <), 1 < } < т). Véase la figura 9.Е-1. Sea 
f : A -э R continua; defínase B, С R” como В, = {y € R” j| ф(х) E y 5 
0/0), 1 £j < т), defínase f, : B, CR” -R como fO) = f(x, y), y defínase 
8: A CR" ~ К como g(x) = Ía f. Entonces g es integrable en A y Í, g= Í F 


айдин e rema sers taent ine s эе, E e q y есер ММ 


Capítulo 10 
Análisis de Fourier 


El análisis de Fourier surgió históricamente en conexión con problemas de mecánica, 
como la conducción del calor y el movimiento ondulatorio. El tema se ha desarrolla- 
do como una amplia teoría con muchas aplicaciones, tanto matemáticas como físicas. 
La idea de este capítulo es dar un breve, pero básico, conocimiento operativo de algu- 
nos métodos de Fourier, introducir al estudiante сп la teoría general y delinear algunas 


vibrante. En secciones posteriores se presentan más aplicaciones (por ejemplo, a la 
mecánica cuántica). Considérese una cuerda de longitud /, con extremos fijos, que se 
deja vibrar libremente después de pulsarse. La posición (desplazamiento vertical) de la 
cuerda se representa mediante una función у(х, x), donde г ез el tiempo y x € [0, 0. и 
Véase la figura 10-1. De la mecánica elemental se sabe que, para vibraciones de peque- ; 
ña amplitud, y obedece la ecuación de ondas 


donde с es una constante determinada por la naturaleza de la cuerda y su tensión. El 
hecho de que la cuerda tenga fijos los extremos indica que y(t, 0) = y(t, ) = О para todo £. 

Para simplificar.nuestra exposición, analizaremos primero el caso de las soluciones 
particulares llamadas ondas estacionarias, éstas son soluciones de la forma y(t, x)= 
u(x) cos wt, donde y(t, х), como en la figura 10-1, representa el desplazamiento vertical 
en xen el instante г, y donde о es la frecuencia. Así, |и(х)| representa la amplitud en el 
punto x, y la forma de la onda está dada por la función u(x). Físicamente, una onda 
estacionaria es un movimiento síncrono hacia arriba y hacia abajo que repite su forma 
periódicamente después de un tiempo += 2л7о, como el que ocurre cuando uña cuerda 
produce una nota pura. Ondas estacionarias específicas, llamadas soluciones Junda- 
mentales o armónicos, están dadas por 


Yn(t, X) =sen (=) со), n=0,1,2,..., 
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уй, x) 
о х 9 
FIGURA 10-1 El desplazamiento de una cuerda en la posición х y en el instante г se 


denota y(x, À 


donde о, = nxc/l es la frecuencia. Por ejemplo, si n = 2 y t = л/о,, obtenemos la onda 
de la figura 10-1. 
Es importante y notable que cualquier solución у(х, г) que describa el movimiento de 


la cuerda se puede descomponer en armónicos; es decir, se puede escribir como una serie 
ос 


со 
ум) = Y саун, D = Y Cruna) сов (omt), 
nal п=! 

donde y, es como antes y и„(х) = ѕеп(плх/). Decimos que и, es la primera componente 
armónica (o primer armónico) de y, u, la segunda, etcétera. Así, una vibración de 
apariencia complicada (como la que ocurre en las cuerdas de un violín) es en realidad 
una combinacion infinita de armónicos, donde cada componente armónica aparece con 
peso с„. En la figura 10-2 mostramos cómo la suma de tres curvas sinusoidales con am- 
plitudes variables puede dar lugar a una forma de onda más complicada. Para conseguir 
una forma de onda general se podría necesitar una combinación infinita de curvas 
sinusoidales. 


FIGURA 10-2 La superposición de tres armónicos 


La finalidad del análisis de Fourier es realizar este procedimiento de descomposi- 
ción mediante un método general. Para regiones finitas (como el intervalo [0, 1] del 


K 
AIEE REMIR TOE: E AAN NTE NTRA 


$10.1 Espacios con producto interno 


ejemplo anterior), el método adecuado es el uso de series de Fourier, mientras que en 
una región infinita (toda la recta real, por ejemplo), se necesitan integrales de Fourier. 

Las series obtenidas para sen nx, cos пх о е!" son las series de Fourier clásicas. 
Para otros tipos de problemas (el oscilador armónico en la mecánica cuántica, por ejem- 
plo), aparecen otros tipos de soluciones básicas, y cualquier solución arbitraria debe 
desarrollarse en términos de estas soluciones básicas (por ejemplo, para el oscilador 
armónico de la mecánica cuántica se usan las funciones de Hermite). En consecuencia, 
es útil analizar la teoría general de tales desarrollos, como lo haremos en 810.1 y $10.2. 

En $10.3, $10.4 y $10.5 estudiaremos el caso particular de las series de Fourier 
trigonométricas y justificaremos el procedimiento de desarrollo. Para justificar este 
procedimiento en el caso de otras familias de funciones, a menudo hay que examinar 
las situaciones particulares (por ejemplo, la ecuación diferencial que da origen al pro- 
blema). A este respecto existen dos teoremas principales. El primero trata el importante 
concepto de convergencia en media y establece que cualquier función de cuadrado 
integrable tiene una serie de Fourier que converge en media. Como explicaremos más 
adelante, esto no debe confundirse con la convergencia puntual. Para esta última, pode- 
mos usar el teorema básico de Dirichlet y Jordan. En $10.6 daremos otros teoremas de 
convergencia, como la justificación de la derivación término atérmino. En $10. 7 presen- 


mos algunos casos particulares de tres problemas: la ecuación de ondas, ki problema de 
Dirichlet (ecuación de Laplace) y la ecuación del calor, todo desde el punto de vista de las 
series de Fourier. En $10.8 damos un tratamiento informal de las integrales de Fourier, 
estableciendo sus propiedades y definiciones básicas, sin demostraciones (que se dejan 
para un curso más avanzado). Esperamos que el estudiante obtenga con esto cierta 
perspectiva del papel de las integrales de Fourier y su relación con las series de Fourier, 
Por último, en $10,9 damos un pequeño vistazo a la mecánica cuántica y a la forma de 
usar las técnicas de $10.1 a §10.3 para establecer algunos de los resultados básicos de esta 
teoría, 


$10.1 Espacios con producto interno 


Antes de iniciar nuestro estudio de las series de Fourier analizaremos algunos concep- 
tos que nos permitirán simplificar nuestro trabajo. Estas idéas revelan un importante 
aspecto geométrico de las series de Fourier. En este capítulo también necesitaremos 
algunos hechos básicos acerca de los números complejos del capítulo 1. 

Eret capítulo Festudiamos et producto interno(5yemR"-Ahora ampliaremosestos 
conceptos a un espacio vectorial arbitrario Y. En este capítulo, У ya no será de dimen- 
sión finita, sino un espacio de funciones de dimensión infinita, como el espacio C(A, 
R”) estudiado en el capítulo 5. Por ejemplo, Y podría ser un espacio de funcionesf : [0, 
271] > R. Éste es un espacio vectorial si usamos las definiciones usuales, (f + 
DO = РО) + 2(0 y (ANO) = af). La expresión ( f, g) = Б Коўв(х)ах es el escalar 
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(o producto interno) de fy g. Éste es el tipo de espacio Y que debe tener presente el 
lector al estudiar las siguientés dos secciones. 

Es importante permitir que los elementos de nuestro espacio de funciones tomen 
valores complejos, por la sencilla razón de que, con frecuencia, es más conveniente 
trabajar con e que con sen 0 y соѕ0. En el caso complejo, definimos 


Ue) = | лода, 


donde g(x) es el complejo conjugado de g(x). La razón por la que usamos g(x) es para 
que podamos (como en el caso real) definir la longitud o norma de f como 


2 


їл == [rra 


(para los números complejos z, recuérdese que lz? = 13 es un número real positivo). 

Empezaremos nuestro estudio utilizando espacios vectoriales abstractos con pro- 
ducto interno, en vez del espacio de funciones particular ya mencionado (que es en 
realidad el más importante para nosotros), puesto que, en términos de conceptos y no- 
taciones, es más sencillo trabajar con la notación ( , ) que con integrales. En este mo- 
mento sólo nos interesan las siguientes propiedades básicas de (, ).” 


10.1.1 Definición Sea Y un espacio vectorial complejo (es decir, un espacio vec- 
torial en el que permitimos el uso de números complejos para la multiplicación por un 
escalar). Un producto escalar (o interno) en Y es una aplicación ( ,): V X V >C 
(donde С denota los números complejos), con las siguientes propiedades: 


і. (af + 86,1) =a(f,h) +8B(8,h) para todo }, he V у a,BEC. 
i. (f,h) = (hf) 
üi (f.f) 20, y (f.f) = 0 implica que f =0. 
De i y ii deducimos que (h, af + 8g) = &(h, f} + B (h, ө). Obsérvese que si todas las 
cantidades fueran reales, tendríamos las mismas propiedades del producto escalar usual 


de R”. En general, como ya hemos señalado, Y no será de dimensión finita, por lo que 
no podremos usar ni bases ni matrices finitas. 


10.1.2 Teorema El espacio Y de las funciones continuas f : (а, b) > C es un 
espacio con producto interno si definimos 


А b Еи 
(7.8) = / одра) dx. 


итке. + 
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La integral de una función de valores complejos está definida como 


b poo b 
Ј лода Гло] fx) dx, 


donde f= f, + р. Las propiedades de las integrales complejas son similares a las de las 
integrales reales y se pueden deducir de éstas. 

En un espacio con producto interno podemos introducir muchas de las ideas trata- 
das en el capítulo 1. La norma de f, que se denota ||f||, se define como 


ПАР = (АР 


y la distancia entre f y g сото 


df. e) = Uf = 81. 


Usamos el mismo lenguaje que en R” por analogía. Por ejemplo, decimos que f y g 
son ortogonales si (f, в) = 0. Como Y es un espacio vectorial, también podemos hablar 
de la independencia lineal y otras ideas relacionadas con esto, que ya vimos en R”. El 
siguiente teorema. sigue desarrollando la analogía con R”. 


10.1.3 Desigualdad de Cauchy-Schwarz Sean f, g pertenecientes al espá- 
cio con producto interno V; entonces 


Ke) ПАНЕ. 


Además, У con la norma | F | satisface los axiomas de un espacio normado, y cond (f, g) = 
|| f-8 |l; los axiomas de un espacio métrico. 


Como tenemos un espacio métrico, serán importantes aquí los conceptos de con- 
juntos abiertos y cerrados del capítulo 2. En este caso, el concepto principal es el de 
convergencia de una sucesión o de una serie, que recordamos a continuación. 


10.1.4 Definición Sea Y un espacio con producto interno y f, una sucesión en Y 
Decimos que f, converge a f y escribimos f, > f si I£- ГА || > 0, es decir si para todo 
número real e >0 existe N tal que п 2 № implica IZ- f | <£. Análogamente, una serie 


a g, converge а f si la sucesión de sumas parciales s, = Dia g, converge a f. 


Si Y está formado por funciones f: [a, b] С, entonces la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz se lee 


b 2 b b 
| лайда) s (/ Iro a) (1 lol? a). 
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La desigualdad triangular (es decir, ||f+g |] = | 11+ [le ||) se convierte en la tta- 
mada desigualdad de Minkowski y se lee 


b 1/2 b LE b 
{/ Yare a] si votas) + horas) 


Con este producto interno en el espacio de funciones Y, la convergencia se denomi- 
na convergencia en media. No necesariamente coincide con la convergencia puntual o 
uniforme, por lo que escribimos f, > f (en media), f, — f (puntualmente) y f, > f (uni- 
formemente) para distinguirlas. Como vimos en el capítulo 5; la convergencia unifor- 
me implica la convergencia en media; sin embargo, la convergencia puntual no implica 
necesariamente la convergencia en media. En $10.3 estudiaremos más relaciones entre 
los diversos tipos de convergencia. 

Así, f, >f (en media) tiene el mismo significado que el enunciado 


b 
(/ 18.60 — fp a) >0. 


Por ejemplo, considérese la función f, definida como f(x) = 1 —nx para 0<x<l/ny 
f(x) = О para los demás x Є [0, 1]. Entonces f, > 0 (en media), pero f, no converge 
a f = 0 puntualmente (en x = 0 en particular), por lo que tampoco converge uniforme- 
mente, Véase la figura 10.1-1. Podríamos considerar otros tipos de convergencia, como 
у(х )| dx > 0, pero la convergencia en media es la más adecuada para el 
análisis de Fourier debido a su estrecha relación con los espacios con producto interno. 


1/2 


FIGURA 10.1-1 La sucesión f, converge a cero en media, pero no puntualmente 


= я o E <P A TN rr 
$10.1 Espacios con producto interno 


El espacio У del teorema 10.1.2 se puede ampliar para incluir otras funciones, 
como las funciones continuas a trozos. Sin embargo, aunque Y se extienda a todas las 
funciones integrables Riemann, adolece de una grave deficiencia: no es completo; es 
decir, existen sucesiones de Cauchy que no convergen. Recordemos este concepto. 


10.1.5 Definición Una sucesión f, en un espacio con producto interno V es una 
sucesión de Cauchy si para todo e > 0 existe N tal que m,n > N implica |A- Fall <E. 
Un espacio con producto interno es completo si toda sucesión de Cauchy en dicho 
espacio converge. Un espacio con producto interno que sea completo es un espacio de 
Hilbert. 


Рага que У en el teorema 10.1.2 sea completo se usa la integral de Lebesgue. Nues- 
tro análisis elemental no requiere de este concepto, pero el lector debe ser consciente de 
que hay una solución a este problema. 

¿Podemos trabajar con funciones no continuas y aun así tener un espacio con pro- 
ducto interno? La respuesta es muy simple. El único punto del teorema 10.1.2 donde se 
usa la continuidad es en la afirmación 


Boa Sal а а 
T ІРО) dx=0 implica f=0. 
a 
Para una función integrable f, hemos visto en el capítulo 8 que 
b 

J |F| dx = 0 implica f=0, 
excepto posiblemente para x perteneciente a un conjunto de medida nula. Si considera- 
mos una tal fequivalente a cero (redefinimos fen un conjunto de medida nula en caso 


necesario), entonces el teorema 10.1.2 se puede aplicar. Con esta convención, es válido 
el siguiente teorema, 


10.1.6 Teorema Sea У = E? el espacio de funciones f: [a,b] > С tales que ||, 
es integrable (es decir, Í oax <æ). Entonces el espacio V es un espacio con pro- 
ducto interno, con el producto interno dado por 


b 
(f.e) = (00 dx 


y la norma 
А 1/2 
їлї = ( f 0f ax 
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Otra clase conveniente de funciones que forman un espacio con producto interno es 
la clase las funciones continuas a trozos, que se definen como sigue. 


10.1.7 Definición Una función f: [a, b] >C es continua a trozos si (а, b) tiene 
una partición finita a = x < X, <+: < X, = b tal que f es continua y acotada en cada 
intervalo abierto 1x,, x,,1[,1=0,...,n=1. 


Posteriormente trabajaremos con esta clase de funciones. 


10.1.8 Ejemplo $Sif,...,f, son vectores ortonormales en el espacio con produc- 
to interno Y (es decir, si (fp 5) = Орағаі +j yk faf} = 1), demuéstrese que f,,..., fa son 
linealmente independientes. 


Solución Supóngase que У” c,f = 0. Debemos mostrar que с, = 0. Fijando і, sea 
g= Уч с; y formemos (g, f;). Tenemos que 


п 


(2.7) = (> 77) = У с) = Ус és а 
Ji н 


=! Fl 


(donde б, = 1 si j = i y se anula si j # i). Como g = 0 obtenemos с, = 0, de modo que 
tenemos el resultado deseado. Ф 


10.1.9 Ejemplo Sea Y un espacio con producto interno y fig E Ир + 0. Defínase 
la proyección de f sobre g como el vector h = ( f, gXe/ lgl Muéstrese дие hy f-h 
son ortogonales e interprétese este resultado geométricamente. 


Solución Calculamos como sigue: 


(hf = h) = (hf) |1 = (6.70, в) _ ge (See 
" ПІР > Пе 
-BIULL _ LATE) o 
|||? lleil? І 


pues (f, в) = (8, 7). En consecuencia, } y f- h son ortogonales. El significado geométrico 
de esto se muestra en la figura 10.1-2. Ф 
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f 
1 
І 
М 
0 h # 


FIGURA 10.1-2 La función й es la proyección de f sobre g 


Ejercicios de $10.1 


1.  Demuéstrese lo siguiente en un espacio con producto interno: 


а (7.8) =0= 117+ = ПАР + П (teorema de Pitágoras). 


(fg) = (Mf +e- 17 РӘ 8 7 {|| Gdentidad de 
polarización). 


с. ALP +2012 = lf + + — el? (су del paralelogramo). 
а. Uf + 11 — ell s ПАР + Mel. 


2.  Muéstrese que 


b 2 b 
fœd| sb-a) | IOF dx, 


a 


y dedúzcase de esto que una función de cuadrado integrable en [a, b], continua en 
la, b[, también es integrable. ¿Se cumple el recíproco? 


3. Seano,..., @, vectores ortonormales en Y y E Y. Defínase la proyección de f 
sobre ф,.... Ф, como g= У (f. ф) Ф. Muéstrose que g y f- g son ortogonales. 
Interprétese geométricamente. 


4. Еп un espacio con producto interno, demuéstrese que | II] - || g || | 5 Is-g || . 
En particular, |І 5 lle || +|- 8 ||. [Sugerencia: Escríbase f= (f— g) + 8 у 
aplíquese la desigualdad triangular. | 


5. Si /,-э }(еп media), demuéstrese que | fa | es una sucesión acotada. 


510.2 Familias de funciones ortogonales 


En esta sección estudiamos algunas propiedades generales de los vectores ortogonales 
en un espacio con producto interno. Los principales conceptos que desarrollaremos 
aquí son los de una serie de Fourier general, un sistema ortonormal completo y las 
relaciones entre ambos conceptos. 


dl 
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Sea Y un espacio vectorial con producto interno (, ). Un vector p E Y está normali- 
zado si ||ф|| = (p, Ф) = 1. Para g € y sig # 0, entonces #/||2|| está normalizado. 
Además, recuérdese que f y g son vectores ortogonales si ( f, g)=0. 

Una sucesión фу P Ф», . .. en Ves una familia ortonormal si cada q, está norma- 
lizada y ф, q, son ortogonales si ¿ + j. Podemos abreviar estas condiciones como 


(ei ej) = бу, 


donde ô= 1 sii=jy0sii $j. 

En última instancia, estudiaremos el espacio У= 1? formado por las funciones de 
cuadrado integrable f: [a, b] > C con (f, g} = LRO g dx, como se señaló en §10.1, 
pero por ahora nuestro estudio será en el contexto de espacios generales con producto 
interno. 

El objeto del análisis de Fourier es escribir cada f Є У en la forma 


сю 
f= У Сре, 
k=0 
donde с, Є C y Qy Pr Q», . . - es una familia ortonormal dada. En general, esto no se 


puede hacer; sin embargo, si se puede hacer para cada f E Y, la familia ф, ф,, Pz... 
se denomina completa (esto no debe confundirse con el concepto de completitud que 
indica que todas las sucesiones de Cauchy convergen). 

Se sobreentiende que la suma Уз ы с. Q; Se toma en el sentido de “convergencia еп 
media”, es decir, si s, = Уу, сеф entonces [|$ сер. – х,|| — 0 cuando п > eo. Las 
cuestiones de convergencia puntual o uniforme (en el caso en que У sea un espacio de 
funciones) se tratarán en secciones posteriores. 

Nuestra primera tarea será determinar las constantes с еп la expresión para f. Esto 
es fácil si tenemos en cuenta la intuición geométrica. Nos referiremos concretamente al 
hecho de que, en R”, si е, . . . e, es una base ortonormal, cada x Є R” se escribe como 


п 
х= J хе, 
E] 


donde х, = (х, є). Este valor es la proyección de x a lo largo de е,. Lo mismo es válido 
en el caso general. 


10.2.1 Teorema Enun espacio con producto interno Y supóngase que f = Fo аф 
para una familia ortonormal_Qy фі, ... еп V(convergencia en media) y quef € У 
Entonces cy=(f, p) = (Qu f} 


Reunimos alguna terminología importante en la siguiente definición. 


CN 


туне ч атуны иса 
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10.2.2 Definición Una familia ortonormal фу, Ф, . . . en un espacio con produc- 
л р! р 

to interno У es completa si cada fE Vse puede escribir сото f= У, с, Py Decimos 

que У КУ 0) Ф. es la serie de Fourier de f con respecto a фу Pp... Y que (Л, Ф.) son 

sus coeficientes de Fourier, 


El teorema 10.2.1 dice que el único candidato para representar fen términos de q, es . 
la serie de Fourier, es decir с, = (f, фу. Decir que ф, ф,,... ез completa es equivalente | 
a la condición de que cada f sea “igual” a su serie de Fourier; es decir, que la serie 
de Fourier de f converja en media a f. Así, (q,) es completa sii para toda fE У 

||/-® (Л. eel ә 0 cuando n => oo, 

Antes de seguir adelante con la teoría, daremos algunos ejemplos de familias 
ortonormales (que, como veremos posteriormente, son familias completas). 

En primer lugar, están las series de Fourier clásicas, donde las q, son las funcio- 
nes dadas por 


n=0,+1,+2,..., x € [0,27]. 


pala) = УЗ” 


- om La serie de Fourier. де_/:.[0,.2л].-э.С рага esta familia está dada рог 


donde 


т р" та 
ск = zf одет" dx = (/. ек) 


(el término е en la expresión de с, tiene un signo menos, debido а que usamos el і 
complejo conjugado de g en ( f, g)). Después de que demostremos la completitud (810.3). ч 
podremos afirmar que fes igual a su serie de Fourier en el sentido de la convergencia 
en media. 

Otra familia relacionada con la anterior por е7" = cos nx + ¿sen nx y denominada 
también la serie de Fourier clásica está dada por 


1 cosmx ѕеплх | 
—— mn=1,2,.... | 


Ит ут ут | 
Verificaremos la ortonotmalidad de esta familia en el ejemplo 10.2.8. El lector debe 
escribir la serie de Fourier de una función con respecto a esta familia. 

Las anteriores son las familias ortonormales más adecuadas para nuestro análisis 
posterior. Sin embargo, como referencia, daremos otros ejemplos clásicos que surgen 
en ciertas aplicaciones; para describirlas, primero daremos un repaso del procedimien- 
to de Gram-Schmidt. 
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Dado un espacio con producto interno У y vectores linealmente independientes gy, 
81 82» - - -€n И se puede formar un sistema ortonormal correspondiente Ф, фу, . .. сото 
sigue: 


80 
Фо = т, 
Ш] 


81 len ео)ро 


Фі = - Я 
"les = (жт. oeol] 
py ы (22, 1) — (83, фо)о 


— Jlez — (22, етт — (82, eo):poll* 


etcétera. Geométricamente, esto se obtiene usando repetidamente las proyecciones 
ortogonales. El lector debe verificar que el proceso conduce a una familia ortonormal; 
véase el ejercicio 2 de esta sección. 

Los polinomios de Legendre normalizados se obtienen al aplicar el procedimiento 
de Gram-Schmidt a los polinomios l,x,x?,...,x",..., en [—1, 1]. Se puede demostrar 
por inducción (una demostración tediosa pero directa) que el n-ésimo polinomio de 
Legendre normalizado es 


2п+1 а", 
Pad = а (А - 1)". 
(х) Я.т gel ) 
En R=]-<o, |, el procedimiento de Gram-Schmidt aplicado a las funciones" е", 
n=0,1,2,..., da las funciones de Hermite normalizadas, mientras que aplicado a las 
funciones x'e”, n = 0, 1, 2,..., en [0, col, da las funciones de Laguerre normalizadas. 


Estas funciones se tratan en el contexto de las ecuaciones diferenciales, donde repre- 
sentan soluciones fundamentales de algunas de estas ecuaciones, así como sen nx es 
una solución fundamental de la cuerda vibrante. 

Continuaremos ahora con la teoría general. 


10.2.3 Desigualdad de Bessel Sea q; 0, ... un sistema ortonormal en un 
espacio con producto interno У Para cada f € Y la serie real Hizo Ke converge, 
y tenemos la desigualdad 


оо 


УКЛ) ПЛР. 


i=0 


Entonces, los coeficientes de Fourier c, = (f, фу) convergen а 0 cuando k => oo, Así, 
la desigualdad de Bessel da cierto control sobre el comportamiento de los coeficientes 
de Fourier. 

El siguiente resultado relaciona la completitud de un sistema fp, фу... con la 
desigualdad de Bessel. 


IPOTEE E летам лун нү 
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10.2.4 Teorema de Parseval Sea У un espacio con producto interno y Py Y,» --- 
un sistema ortonormal. Entonces Qy фу... es completo sii para cada f € Y tenemos 


ПЛР = Уа). 


л=0 


En consecuencia, vemos que la desigualdad de Bessel se convierte en una igualdad 
exactamente cuando se cumple la completitud. Este teorema proporciona muchas rela- 
ciones útiles en las series de Fourier, pero por lo general, no es muy práctico para decir 
si una familia específica fp, Ф. . . . es completa. Para ello se utilizan habitualmente 
técnicas directas, dadas ел $10,3. 

* Gcométricamente, la relación de Parseval se puede considerar como un teorema de Pi- 
tágoras generalizado. Si g es perpendicular a Л (es decir, (e, h} = 0), entonces || g+h I? = 
lle lP + 151°. que es el teorema de Pitágoras para triángulos rectángulos. Si У (б 
Ф) ф,= f. entonces fes una suma de vectores ortogonales (f. Oa} Ф. de modo que ПАР 
debe ser igual а la suma de los cuadrados de las longitudes de (7, Ф.) ф„. Сото 0, está 
normalizado, ( f, (,) P, tiene como cuadrado de su longitud, KA Ф) por lo que debe- 


ríamos obtener_|| £[F = E, Kg, Ф. que es la relación de Parseval. Si tenemos un 


sistema ortonormal incompleto, entonces, intuitivamente, faltarán algunos términos ёп "> 


el miembro derecho, por lo que sólo será válida una desigualdad, la desigualdad de 
Bessel. | Г 

-Hemos visto дие es natural y, de hecho, obligatorio, elegir los coeficientes de Fourier 
c, = (f, ф) al desarrollar f = Se с, ф„ Нау otra razón para esta elección que ayuda а 
comprenderla geométricamente. Las constantes с; para las:que la longitud 


PE D Cipi 
0 


es mínima son с; = (f, €), los coeficientes de Fourier (es decir, la elección e, = (f, 0) da 

- la mejor aproximación media). Esto es razonable, pues УА 0) p, es justamente la 
proyección defen el espacio generado por Po,- - - + Pa Y la distancia más corta de un punto 
a un plano es la distancia perpendicular. Véase la figura 10.2-1. La afirmación precisa 
se da a continuación. ; ` 


10.2.5 Teorema de la mejor aproximación media Sea У un espacio соп 
producto interno y фу Ф... , 9, Un conjunto de vectores ortonormales en М Entonces, 
para.cada.conjunto de números to ty. , 1 ў 


у 


EDDUN 


o 


А 
у У ёк 
k=0 


La igualdad se cumple sii t, = (F ФӘ. 
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y 


SEA P (е) 


% 


FIGURA 10.2-1 La interpretación geométrica que encierra la mejor aproximación 
media 


Esto concluye nuestra introducción a la teoría general. Dedicamos el resto del capí- 
tulo al estudio de los casos clásicos de las familias ortonormales 


1 sennx cosmx 


{= по...) у (== Ук У ' nm=1,2,...] 


en [0, 2л] o [-л, л]. Las familias ortonormales correspondientes en otros intervalos se 
siguen de éstas mediante un cambio de escala (véase el ejercicio 3 de esta sección). 
No podemos dejar de enfatizar que = фу, (/, Pà Ф, sólo significa que la suma 
converge en media a fy que esto no implica la convergencia puntual sin ciertas condi- 
ciones adicionales. En la situación general (véase $10.3), obtenemos por lo general la 
convergencia en media, pero para la convergencia puntual o la uniforme necesitamos 
hipótesis más cuidadosas, como la continuidad o derivabilidad de la función f. 


10.2.6 Ejemplo Sea V un espacio con producto interno y Qy ф,... un sistema 
ortonormal completo. Muéstrese que Фф, Ф, . . . no es completo. 


Solución Si д, €,,.. . fuera completo, podríamos escribir f = E-O. 0) ф para 
cada f E Y. Tómese f= фу; entonces tendríamos 


оо 


Фо = Y (роот). 


Pero (Ф, ф) = 0,1= 1,2,... ‚де modo que ф, = 0, lo que es imposible, pues 19] =], 
Por lo tanto, ф,, Ф, . . . по es completo. Otra alternativa para resolver el problema es 
observar que la relación de Parseval 


E A эл лл, Ter 
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MAR = УКА е)? 


i=l 


no es válida para f= фу, pues el miembro izquierdo sería 1, mientras que el miembro 
derecho sería O. Análogamente, пі Py, Фм, · - . Ni ninguna otra subcolección propia es 
completa. $ 


10.2.7 Ejemplo Sip, фу... es un sistema ortonormal completo en un espacio 
con producto interno Y y fes ortogonal a cada Q, entonces f = 0. 


Solución Сото el sistema es completo, podemos escribir 
oo 
=F eo 
Ea 


Por hipótesis, cada (f, ф) = 0, de modo que f=0 (si Y fuera un espacio de Hilbert, el 
recíproco también sería cierto; véase el ejercicio 14 al final de este capítulo). Ф | 


10.2.8 Ejemplo Muéstrese que las funciones 


1 senax cosmx 


УЖ ут ут 


son ortonormales еп [0, 271]. ` 


п,т= 1,2,..., 


Solución En efecto, este problema significa que 


27 2 Im ane? 2% on? 
[| ( 1 ) hei / сов? тх a, / sen ax | _, 
0 у27 0 т o т 


(рага la normalización); y (рага la ortogonalidad), 


27 1 
—— cos mx dx =0, 
/ М2л. 


2. 
"1 
——sennxdx=0, 
/ Ут 


п 


та 

=] 

ү] — cosmxsennx dx = 0, 
o 
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para todo m,n > 1; 


>. 
f — cos тхсоѕт'хах = 0, m # т"; 
0 л 


Ig 
э! 

/ — sen nxsen л'хах=0,п#т. 
0 п 


Cada una de estas relaciones se puede verificar mediante técnicas del cálculo para la inte- 
gración de funciones trigonométricas, Una forma más fácil de hacer esto es observar que 


1 2л l й 

E [окен 
o 

puesto quesin # т, 


2r 
=0. 


2r 
7 ейт dyz - 1 ema 
0 (п— т) 


Al obtener las partes reales e imaginarias de esta relación para todo n,m, nos dan las 
relaciones deseadas. 
Este método muestra también que 


0 


"=0,я,а2,...} 


ейх 
{ Vr 
es un sistema ortonormal en [0, 2л]. + 


10.2.9 Ejemplo Seaf:[0, 27] >C tal que 


2r 
J ІРО? dx < оо. 
0 


Muéstrese que 


27 27 


lím Јо)ѕеппхах=0 y lím Јох) cos mxdx = 0. 
п— оо 0 т—со 0 


Ejercicios de 510.2 
Solución Porel ejemplo 10.2.8, los conjuntos 


senny =1 2 y cos mx 
Мт | ут 


son familias ortonormales. En consecuencia, por la desigualdad de Bessel, los coefi- 
cientes de Fourier de f con respecto a estos sistemas convergen a cero, de donde se 


sigue el resultado. 
El lector puede preguntar, con justa razón, dónde se usa la hipótesis 


2 


їл = f OP de< оо 


en esta solución; esto se necesita para formar el espacio con producto interno У de tales 
funciones y obtener la cota superior ПАР< ео, de modo que la serie en la desigualdad 
de Bessel converja, y entonces el n-ésimo término tenderá a cero. Más adelante regre- 
saremos a un estudio más cuidadoso de estos puntos en el curso de nuestra demostra- 
ción de los teoremas de completitud (como el lema de Riemann-Lebesgue). $ 


A e —— A A e i 
Ejercicios de $10.2 | 
| 
1.  Muéstrese que cualesquiera n vectores ortonormales en R” forman un conjunto 
completo. 
2. Sean go gı €2 - - - Vectores linealmente independientes en un espacio con pro- 


ducto interno. Defínase inductivamente 


n=l 


ho hn 
ho = go o=o = A Фп “үүт 
ево и аро 607 А 
Muéstrese que Ф. Ф, Øz - - - son ortonormales. ¿Por qué debemos suponer que 
los g, son linealmente independientes? 
3. a.  Supóngase que фобх), f(x), ... . son funciones ortonormales en [0, 2л]. 


. Muéstrese que las funciones 


2 “2 
Ф.) = \/ е, (=) 


son ortonormales en [0, 1. 


b. — Escríbase la familia obtenida al adaptar 1/21, (sen nx) NT, (cos mx) Hr 
o, alternativamente, e*"/y2x., a [0, Л como en a. 
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с.  Escríbase la serie de Fourier de f para las familias obtenidas en b. 
d.  Muéstrese que si las funciones ф, en a son completas, también lo son las Y 


4.  Supóngase por el momento que las funciones 1 / V27, (sennx) / 4/1, (cos тх)/-/лт. 
son completas en el intervalo [0, 2л] (demostraremos esto posteriormente). 


a. — Aplíquese esto a la función х para mostrar que x= x -2 Y... (sen пх)/п 
(convergencia en media). 


b. Оѕепѕе los coeficientes de Fourier determinados en a y aplíquese la rela- 
ción de Parseval para mostrar que 1/6 = Daal /т. 


e. Úsese el mismo procedimiento соп x? para obtener 71*/90= У” 1/п1. 


5.  Demuéstrese que 


т _ веп[(л + 1/2)8] 
пй COS 


ea 


еї) 
1 a 


usando e’? +e”? +... pe"? = а 
е 


6. Оетиёѕітеѕе que la serie de Fourier de una suma de dos funciones es la suma 
término a término de sus series de Fourier. 


$10.3 Completitud y teoremas de convergencia 


Esta sección estudia la convergencia de la serie de Fourier de una función. La serie de 
Fourier de una función queda determinada de forma única por dicha función, pero no 
existe una garantía a priori de que la serie converja, o bien, si converge, que su suma 
sea la función dada, El tipo de convergencia que obtenemos depende de las hipótesis 
acerca de f. Los resultados importantes se resumen en la tabla 10.3-1; en $10,4 y $10.6 
daremos más teoremas de convergencia. 

Es posible debilitar un poco las hipótesis de los teoremas presentados sobre la con- 
vergencia puntual; algunas de esas hipótesis ligeramente más precisas aparecen en la 
sección opcional $10.4.! Los ejemplos y técnicas de cálculo aparecen en $10.5. 


¡x-á  _ HA—+—4+ 

' Existe un resultado profundo de L. Carleson que postula que para VË integrable, la serie de Fourier 
de f converge puntualmente a f, excepto posiblemente en un conjunto de medida nula. Sin embargo, este 
teorema está más allá del objetivo de este libro. Véase el Acta Math. 116 (1966), pág. 135, 


тте ыдан рүче: орел унн O LOS LAA у, а-л тит + AE AR UI q ж 
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TABLA 10,3-1 Propiedades de convergencia de las series de Fourier 


= 
Hipótesis sobre la función f Convergencia de la serie de Fourier 
Б O dx < оо Сопуегас еп media a f 


27] 
f. f’ ambas continuas а trozos, y con Converge puntualmente (y en media) a 
sólo discontinuidades de salto de 

ODA [ос ) 


2 
H 
f continua, con fi) = Дл), f' Converge uniformemente ($10.6), 
continua a trozos y con sólo puntualmente y en media a f 


discontuidades de salto 


A partir de este momento, trabajaremos principalmente con los siguientes dos siste- 
mas.ortonormales,en el. intervalo [0, 2л] о [-л, л]: 


a. Sistema exponencial: 


п=0,+1,+2,...; 


b. Sistema trigonométrico: 


1 sennx cosmx 212 
Te A n,m=1,2,.... 
Estos dos sistemas están íntimamente relacionados; de hecho, el sistema trigonométrico 
se obtiene como las partes real e imaginaria del sistema exponencial (véase el ejercicio 
1 de esta sección). 
_La serie de Fourier de una función f: [0, 2л] > С con respecto del sistema expo- 
nencial es la serie À 


оо N 
5 ce” = lím У cen 
Nos j 
п==00 п № 


donde los coeficientes de Fourier están dados por 


1 a —iny 
= / nc" ау 
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(hemos reunido dos .f27í para obtener 2л por conveniencia, así como por razones 
históricas y convencionales). 
La serie de Fourier de una función f con respecto del sistema trigonométrico es 


ао 
3 + а, COS AX + b, senny, 


n=] 
donde los coeficientes están dados por 


27 
ün = — fix)cosnxdx, n=0,1,2,... 
T Јо 


27 


ba== Рох)ѕепихах, n=1,2,.... 
T Jo 


El lector debe repasar $10.1 y $10.2 si estos postulados no han quedado claros. 

Las sumas parciales de la serie trigonométrica y de la serie exponencial son iguales 
(ejercicio 1 al final de esta sección). Así, si podemos demostrar los teoremas de conver- 
gencia para una de estas series, automáticamente obtendremos los teoremas para la 
otra. El sistema utilizado depende del problema particular y, en cierta medida, los gus- 
tos personales: En $10.5 se dan algunos ejemplos de las diferencias en los cálculos. 

Nuestro objetivo principal es dar teoremas que indiquen cuándo una función es 
“igual” a su serie de Fourier. Si entendemos la igualdad en el sentido de la convergencia 
en media, entonces éste es un problema de completitud del sistema ortonormal. Por 
fortuna, y éste es uno de los principales teoremas del tema, los sistemas exponencial y 
trigonométrico son completos. Por otro lado, si entendemos la igualdad en el sentido de 
la convergencia puntual o uniforme, se necesitan más condiciones sobre f. Primero 
trataremos la completitud: А 


10.3.1 Teorema de completitud media гоз sistemas exponencial y trigono- 
métrico en [0, 2л] (o |-7, л]) son completos еп el espacio Y =L de funciones f: [0,271] > 
C con Lar < o (la integral puede ser impropia). 


Esto significa que si una función f tiene А integrable (es decir, la función f es 
cuadrado integrable), entonces fes igual a la suma de su serie de Fourier, en el sentido 
de convergencia en media, No necesariamente se obtiene la convergéncia puntual. De 
hecho, uno puede construir una función continua (periódica) f cuya serie de Fourier 
diverja en un punto dado (véase, por ejemplo, Widom, Drasin y Tromba, Lectures on 
Measure and Integration Theory, Май Nostrand Mathematical Studies, núm. 20, Nueva 
York, 1967, pág. 153). 


зто вузу ETIE N сл. ын третична ћете норку етв Ж. ө: + моћне e a ка - PeR 
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Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier trigonométrica de una función f 
con valores reales. La idea intuitiva detrás del teorema de completitud media se muestra 
en la figura 10.3-1. Cada s, es una función suave (pues es un polinomio trigonométrico), 
pero cuando n > оо s, puede converger а algo discontinuo, como vimos en el capítulo 
5. Así, si f es discontinua, obtenemos convergencia en media, pero no convergencia 
uniforme. 


El “área” sombreada + 0 
о, más precisamente, 


a 
Fisco = з, (х) Pax >0 
o 


Aunque el teorema de completitud media trata una amplia variedad de funciones, 
no responde a la pregunta sobre la convergencia puntual, El siguiente teorema analiza 
esta cuestión. Para establecer el teorema, necesitamos cierta terminología. Para este 
teorema podemos usar funciones reales o complejas, pero basta considerar solamente 
las funciones reales, ya que si f = f, + ifa la serie de Fourier de f es la de f, + i (la de f) 
(¿por qué?). Supóngase que f: [0, 2л] > R (о [-л, л] > R) tiene una posible 
discontinuidad en ху € [0, 2л]. Six, = 0 o 2%, esto significaría que estamos tomando la 
función f extendida periódicamente, es decir, definimos f(x + 2л) = f(x). Esto es razo- 
hable, pues la-propia serie de Fourier es periódica. Esta extensión periódica se ilustra 
para dos casos en la figura 10.3-2. Definimos 


Гоф) = п/о) = _lm /0) 
х—җ к=; Кодо 


si existe. Estó significa que para cada ғ > 0, existe > 0 tal que si |x- xol < Êy X> Xo 
entonces f69) f(x) <e.-Intuitivamente,--£0x7) indica.el valor.de..£ justo.a.la dere- 
cha de ху. Véase la figura 10.3-3. Por supuesto, f(x) podría no existir, obsérvese la 
figura 10.3-3b. Se define f(x, ) de forma completamente análoga. Una discontinuidad 
en x tal que f(xy) y ЛО ху) existen se denomina discontinuidad de salto y f(x3)- 
Рох) recibe el nombre de salto de f en xy. El salto puede ser positivo о negativo, y se 
anula cuando f(x) = Р(х) = fxj) sii fes continua ёп хо. 
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f(x) = һвеп(х/2)! 


0 2ш 
(а) 


FIGURA 10.3-2 (а) Continua еп O; (b) discontinua en 0 


ББ rn Р 
Хх) 
=н 
% 


(a) 


FIGURA 10.3-3 (а) Discontinuidad de salto; (Б) Рох) no existe 


Supóngase que fes derivable en algún intervalo abierto ]xy, х, + €[. Entonces pode- 
nos hablar de £'(x7) y f'(x3) si existen. Intuitivamente, f (ху) es la pendiente de f jus- 
to a la derecha de ху. Por ejemplo, en la figura 10.3-2a, РО) = lím _.(dldxKsenta /2)) = 
1/2 y en la figura 10.3-2b, /'(0*) = +1. 
Existe una definición un poco más débil de f (ху) que a veces es importante, La 
definición anterior requería que f'(x) existiera para x >x, y que /'(ху) = т, Ро) 
existiera, Es fácil demostrar que si esto es así, entonces 


rey am Sf00 +1) — fa) 
pus yy 5) 


20" 


(véase el ejercicio 39 al final del capítulo). Para el siguieñte teorema basta la existencia 
del límite, por lo que la adoptaremos como nuestra definición, donde F'(x7) se define 
de forma análoga como 
ЕСЕР (х5) -fao — h) 
у= їп [7% | 
Гоо) б { h 


_. ————109.3:4. 


ооа га н m 
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La demostración de que este segundo método es en realidad una hipótesis más débil 
se deja al lector en el mismo cjercicio. Obsérvese que fes derivable enx sii f(x) = f(x) = 
Fxg) y /'О%) y fx) existen y son iguales. 

El siguiente teorema (debido a Jordan) contiene el resultado principal relativo a la 
convergencia puntual. 


10.3.2 Teorema de la convergencia puntual  Seaf: [0,27] > Е (of: [-x, 
л} > R) continua a trozos, con una discontinuidad de salto en ху, y supóngase que 
FG) у FG) existen. Entonces la serie de Fourier de f (en forma exponencial o 
trigonométrica) evaluada en хо converge a [ FG) + РО )/2. En particular, si f es 
derivable en ху, la serie de Fourier de f converge en xy a fx). 


Si x es un extremo del intervalo, entonces, como mencionamos anteriormente, los 
números f(x) y f(x) de la función se calculan después de extenderla en forma pe- 
riódica (véase la figura 10.3-2). Obsérvese también que la serie de Fourier no necesa- 
riamente converge a f(x) en una discontinuidad de salto, sino que converge al prome- 
dio de f(x3) y f(x). Un ejemplo típico es una función escalonada (véase la figura 


St 
fot) + fo) 
2 


foao) 


FIGURA 10.3-4 En una discontinuidad, la serie de Fourier converge al valor promedio 


El teorema de la convergencia puntual es útil, pues nos da condiciones que se verifi- 
can fácilmente en los ejemplos y que son válidas en muchos casos de interés. Sin los be- 
neficios del teorema de la convergencia puntual, sería difícil, incluso en los ejemplos 
sencillos, demostrar directamente que la serie de Fourier converge a la función asociada. 
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En el teorema de la convergencia puntual también tenemos la convergencia en media 
de la serie de Fourier a f, por el teorema de completitud media. Sin embargo, la conver- 
gencia puntual es una condición más delicada y, con frecuencia, más útil. 


10.3.3 Ejemplo  Supóngase que f: [0, 2л] Э С satisface loa <, Mués- 
trese que 


{А одет!" ах 
o 


27 Д со | 
JUE a 


0А Јо? dx 
0 


эү 
раг 


2 


m 


de f(x) cos nx dx! 
o 


ос 
1 

+5 2 
т 

n=l 


> 


| F0)senna dx 
0] 


Solución $га 


2 


у=? = {7:026 | илг= f др dx оо), 
0 


Por el teorema de completitud media, tenemos la familia ortonormal completa 


бах 


{ w: 
Phi) = Jin 
Así, es válida la relación de Parseval: |А? = УКА Ф), donde 


n=0,41,42...). 


5 


E л 2r —їлх 
(Len) = / оўду ах= | ©©© 
0 


o Мт ” 

de modo que se sigue la primera igualdad. Recuérdese que У” КА Ф, ур significa 

que lim». o У |(% Ф, Р para las funciones exponenciales (es decir, se toman en el 

orden Ф, Pas Ф.» . - -; еп este caso, los términos son positivos, de modo que la serie se 

puede reordenar de forma arbitraria, por el ejemplo resuelto 5.5 al final del capítulo 5). 
La segunda igualdad es consecuencia de la aplicación del mismo procedimiento a 

la familia ortonormal completa 


l senny cosmx =12 
Va Va ут y hm=1,2.... 


Esta segunda igualdad también se puede obtener de la primera escribiendo e” = cos пх—ї 
sen пх, elevando al cuadrado y reagrupando términos y observando que los términos 
cruzados de п y -n se cancelan. Ф 


510. 3 Completitud y teoremas de convergencia 


10.3.4 Ejemplo Para las siguientes funciones en [-л, л), establezca si la serie 


de Fourier converge en media o puntualmente y a lo que converge en Xg = 0. 


a sosa туй 


х 


1 
b. йе х> 1. 


с. ЈО) =5епх. 


Ут tash a x<0 


х+веп(1/д) х> 0. 


Solución En la figura 10.3-5 aparecen las gráficas de estas funciones. Cada fun- 


ción es continua a trozos y las discontinuidades son discontinuidades de salto. Esto es 
evidente, excepto posiblemente рага d. En ese caso, f(x) = х sen(1/x) > 0 cuando х э 


0, pues |x sen(1/x) < |x|, de modo que /(0') = 0. 


e ГРН 


(c) 


FIGURA 10.3-5 Determínense las propiedades de convergencia de la serie de Fourier 


de estas funciones 


(4) 
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En 0, / (0°) y f'(0”) existen en los casos a, b y e. Todo esto es bastante obvio. Рог 
ejemplo, en a, f(x) = 2 para x > 0, de modo que lim so f (x) existe y es igual a 0. En el 
caso d esto no es cierto, pues si h > 0, tenemos 

ХО +h)—f(0*) Snas 
h h 
que no converge cuando Л > 0. Así, el teorema de convergencia puntual no se aplica a 
este caso. Sin embargo, en cada caso tenemos convergencia en media, por el teorema 
de completitud media. En x = 0, la serie de Fourier converge ena a0= РОО?) + /(0-)]/2, 
en b a0, en e a Q y en d falla el teorema (uno puede mostrar la convergencia de la serie 
de Fourier en d a 1/2 mediante un análisis directo). Ф 


10.3.5 Ejemplo Encuéntrese un ejemplo de una función f tal que la serie de Fou- 
rier de f converja puntualmente y en media a f, pero no uniformemente. 


Solución Sea 
0 -п<х<0 
f=4 1/2 віх= 00 x=8%w 
1 0<x<r. 


Las discontinuidades de f son discontinuidades de salto (véase la figura 10.3-6). Por 
el teorema de completitud media, la serie de Fourier de fconverge а Jen media, y por el 
teorema de convergencia puntual, converge puntualmente, pues f(x) = [ FAA 
en cada punto. 


FIGURA 10.3-6 Esta función tiene una serie de Fourier que converge en media y pun- 
tualmente pero no uniformemente 


Sin embargo, la serie de Fourier no puede converger uniformemente a f. pues cada 
s,(x) es continua, y si s,(x) > f(x) uniformemente, f sería continua, lo cual no ocurre. 


$ 


1. 


Ejercicios de $10.3 


a. — Muéstrese que la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier trigonométrica 


с. Muéstrese que si fes par en [-x, л] (es decir, f(x) =f(-x)), entonces todos 


Ejercicios de $10.3 


de una función (real o compleja) es igual а la n-ésima suma parcial de la 
serie exponencial. y 


Escríbase la serie correspondiente en [-7, л]. 


los b, = 0 en la serie de Fourier trigonométrica. La serie se llama entonces 
serie de cosenos. 


d. — Repítase la pregunta e para f impar; es decir, si f(=x) = LH, muéstrese 
que todos los a, = 0. La serie se llama entonces serie de senos. 


Para f: [0, 271] э R, muéstrese que f es continua en cero (entendida como una 
función periódica) sii f(0) = /(2л) y fes continua en el sentido usual en ambos pun- 
tos O y 27 en [0, 2л] (es decir, lím y f(x) = =f(0) y lim a f =fQm). 


Supóngase que f: [0, | >C satisface л < оо, Muéstrese que 


[ | ШОН dx=- 


уз ferial dx 


“у | юв? 


рна] 
ES А] A 

+ 257: / Хо) зеп Е ах 
т=1 9, 


2 


Úsense los teoremas de esta sección para justificar los cálculos en el ejercicio 4 
de $10.2. | 


Para cada una de las siguientes funciones en [-л, л] determínese si la serie de 
Fourier converge puntualmente o en media y cuál es el límite puntual, si éste 
existe. 


a. f(x) =x (considérense todos los valores posibles de 1: . ..,-3,-2,-1, 0,1, 
Doa) 


b. tw=f k 5 para algún k є В. 


570 Capítulo 10 Análisis de Fourier 


а. р) = et. 


810.4 Funciones de variación acotada y teoría de Fejér 
(opcional) 


Existe un teorema similar al de la convergencia puntual, pero que es válido en condi- 
ciones más generales y que también da un criterio para la convergencia uniforme. Pos- 
tularemos este teorema sin demostración (la demostración es similar a la del teorema de 
convergencia puntual, sólo que un poco más intrincada). Nos conformaremos con de- 
mostrar una versión más débil еп $10.6 y un teorema relacionado con él, debido a Fejér. 

Para comprender el teorema, necesitamos el concepto de una función de variación 
acotada. Si f: la, Б] > R, decimos que fes de variación acotada si existe un número 
M tal que para toda partición a = x} < x; <+- < x, = b de [a, b], 


Ул) - Роа) = М. 


k=! 


Intuitivamente, decir que fes de variación acotada significa que la gráfica de f tiene 
una longitud de arco finita. Se puede mostrar que una función es de variación acotada 
sii es la diferencia de dos funciones monótonas acotadas.? Se sigue que si fes de varia- 
ción acotada, entonces todas sus discontinuidades son de salto y forman un conjunto 
numerable, de modo que f (x3) y f (ху) están definidos. 


10.4.1 Teorema de Dirichlet-Jordan Sea J: 10,27] >R una función acotada. 


i. Si fes de variación acotada en un intervalo [ху —8, ху + €] (para algún e > 0) en 
torno а ху, entonces la serie de Fourier de f evaluada еп xp converge а [f(x})+ 


FANIA 


ii.  Sifes continua y de variación acotada, entonces la serie de Fourier de f conver- 
ge uniformemente a f. 


—— — 

251 fes de variación acotada, sea v(x) = sup IF, } la=x, 5355055, = х} la varia- 
ción de f. Escribimos f= р ~ q, donde p=v+f/2 y q=w-f1/2. Se puede comprobar que p y q son 
crecientes. El recíproco es fácil de verificar. 


-mente a f. 
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Tanto el teorema de convergencia puntual como el teorema de Dirichtet-Jordan dan 
condiciones suficientes para que converja la serie de Fourier. El ejercicio 34 al final 
del capítulo da un ejemplo para mostrar que las condiciones no son necesarias. No se 
conocen condiciones necesarias y suficientes. 

Como ya hemos observado, la serie de Fourier de una función continua no necesa- 
riamente converge puntualmente. Por el teorema de Dirichlet-Jordan, una tal función 
no puede ser de variación acotada. La teoría de Fejér analiza este caso, debilitando la 
necesidad de la convergencia puntual de la serie a la sumabilidad Cesaro de la serie. 
Recuérdese de $5.10 que una sucesión а, а)... converge en el sentido de Cesaro, о (С, 
1), sia, = (а, +---+4,)/n converge. Sia, э x entonces O, — х, pero no necesariamente 
se cumple el recíproco. Para las series, este criterio se aplica a las sumas parciales. En 
1904, Fejér demostró el importante hecho de que, aunque la serie de Fourier de una 
función continua no necesariamente converge puntualmente, siempre es convergen- 
te (С,1). 


10.4.2 Teorema de Fejér  Supóngase que f es continua a trozos еп [0, 2л] y que 
FG) y Роху) existen. Entonces la serie de Fourier de f converge (C, 1) en xy a GD + 
Дх )\/2. Si f es continua y f(O) = ](2х), la serie de Fourier converge (С, 1) uniforme- 


Obsérvese que по se requiere ninguna hipótesis de variación acotada ni de 
derivabilidad. 

Al considerar las “distribuciones” o las “funciones generalizadas”, como la función 
delta de Dirac ($8.9), la serie de Fourier sigue teniendo sentido con una interpretación 
adecuada, y toda distribución tiene una serie de Fourier convergente (convergente en 
un sentido adecuado). Estos asuntos relativos a la convergencia son muy útiles en la 
práctica, pero por cuestiones de espacio no nos es posible realizar aquí un tratamiento 
sistemático de ellos. Sin embargo, podemos dar un ejemplo. 


10.4.3 Ejemplo  Calcúlese la serie de Fourier de la función delia $ en [-л, л]. 


Solución  Recuérdese que esta función tiene la siguiente propiedad que la define: 


J fG — a)dx = f(a). 


En consecuencia: 


| Je" ах = 1, 
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de modo que la seric de Fourier de 5 es 


Por supuesto, esta serie no converge en x= 0, pero tampoco lo esperábamos, pues $0) 
no está definida. Lo que sí es cierto es que 


en el sentido de que la convergencia es válida bajo el signo de integral; es decir, para 
cualquier función С', f, 


roz f SUYO) de = 2 атла 


La validez de esto es consecuencia del teorema de la convergencia puntual: 


FO) = Э. оета) = 


рага cada y (como la suma es де —œ а +00, podemos reemplazar п рог –п). La situa- 
ción para una distribución general y la demostración de la convergencia de su serie de 
Fourier es análoga. Es decir, si T es una distribución, entonces 


noc 


donde а, = Те). Ф 


Ejercicios de $10.4 


1.  Calcúlese la serie de Fourier de б’, la derivada de la función delta. 


2.  Demuéstrese que У ей еѕ sumable (С, 1) a O si x no es múltiplo de 27. 


pra 


$10.5 Cálculo de series de Fourier 


$10.5 Cálculo de series de Fourier 


En esta sección nos ocuparemos de ejemplos específicos de series de Fourier y los 
métodos para calcularlas. En este análisis incluimos un fenómeno interesante que apa- 
rece en el comportamiento de una serie de Fourier en una discontinuidad de salto, co- 
nocido como fenómeno de Gibbs. 

Las formas trigonométrica y exponencial de una serie de Fourier son equivalentes, 
como ya hemos visto (ejercicio 1, $10,3). Las diversas formas de las series de Fourier y 
sus propiedades de convergencia se resumen en las tablas 10.5-1 y 10.5-2. Las funcio- 
nes pueden ser reales o complejas, pero trabajaremos con funciones reales para simpli- 
ficar nuestra exposición. Debemos hacer varios comentarios acerca de estas fórmulas. j 
Las dos primeras formas (tabla 10.5-1) deberían ser autoexplicativas. Laserie de senos : 
de Fourier surge cuando f cs impar, pues entonces tenemos f(-x) = -f (x) у, en conse- 
cuencia, 


An = 1 Хо) cosnxdx = J /[(—х)со5(—лх)4(—х) 
т Jor TÍ . 
= -1 Рох) cos пх (х) = Zime 


de modo que a, = 0. 
Análogamente, si fes par, la serie de Fourier se reduce a la serie de cosenos. Véase 
la figura 10.5-1. 


extensión 
e periódica 


е. be .-—i. e х 
x -r -x хот 
Y N 
(а) f impar (0) f par - 


FIGURA 10.5-1 (a) f es impar, (b) f es par 


Para el intervalo [—[, 1], reemplazamos las funciones ortonormales q, en [-л, л] por 
las funciones p(x) = /1/1 p(ix1l), que son ortonormales en [-/. 1]. Este cambio de 
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$10.5 Cálculo de series de Fourier 


aia чене 


TABLA 10.5-2 Propiedades de convergencia 


Propiedades de f 


Convergencia de la serie de Fourier 


SEO? dx < оо 


„f tene una discontinuidad de salto en xy y 
Fx), /' (хр) existen. Si xa cs un extremo, 
consideramos a f como extendida, de modo 
que sea periódica (véase el texto para las 
formas en los semiintervalos). 


Converge en media a f 


Converge puntualmente en хуа 


LD AL) 
2 


fcontinua, con Д-л) = Дл), f’ continua a | Converge uniformemente a f 


trozos con discontinuidades de salto 


únicamente 


escala preserva las propiedades de convergencia. El lector debe escribir las series de 
senos y de cosenos (рага f impar o par) en un intervalo arbitrario [-/, 1]. 


Las fórmulas para semiintervalos se obtienen como sigue. Para Ја serie. de cosenos, ........ 


extendemos Ра [-1, 1] como 


Fa = 0). 


Entonces f se convierte en una función par, por lo que tiene una serie de cosenos. 
Véase la figura 10,5-2, Para la convergencia en ху = 0, debemos verificar esta función 
extendida, по la original, Si f(0*) existe, entonces está claro que la función par exten- 
dida no tiene un salto en 0. Análogamente, no tenemos un salto en ! o en ~. Así, aplica- 
mos el criterio usual de convergencia sin modificar la serie de cosenos. 


FIGURA-0,5-2—Extensión-de-f para-que-sea-par: 


La serie de senos para semiintervalos es análoga. En [-l, Of, definimos fcomo f(=x) = 
-f(x), para 0 < x < l, de modo que f sea impar y, por lo tanto, tenga una serie de senos 
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сото seric de Fourier. Véase la figura 10.5-3. En este caso, la serie de Fourier siempre 
se anula en el punto 0 (sen O = 0). Así, generalmente aparece una discontinuidad de 
salto en 0, pero la serie de Fourier se anula en estos puntos. Para garantizar la continuidad de 
la fextendida, tendríamos que imponer las condiciones de que fsea continua y que f(0) = 
F()=0.Así, aplicamos el criterio de convergencia a la serie de senos еп el semiintervalo sin 
modificación alguna, si recordamos que la convergencia es a Оеп Оу en L 


A 


`e 


EN 


TA 
Y 


ee 
-= 


l 
1 
1 
| 
N 


FIGURA 10.5-3 Extensión de f para que sea impar 


Por la teoría general, sabemos que la relación de Parseval es válida рага cada fcon 


27 
Í |f|? dx < оо; 
ZO 


es decir, 


Ir оо 
/ ?ах= У leb, 


n==00 


donde c, son los coeficientes de Fourier en forma exponencial. Hay que tener cuidado, 
уа que с,, а,, b, de la tabla 10.5-1 no son los coeficientes de Fourier en el sentido 
anterior, pues hemos reagrupado los factores Улп, Ja por tradición. Pero si recorda- 
mos esto, es fácil encontrar la relación de Parseval. Los resultados aparecen en la tabla 
10.5-3. 

Si conocemos Ја serie de Fourier de f(x), digamos, еп [=xx, л], entonces podemos 
obtener un desarrollo de la función g(x) = f”, f(1)dy por medio del siguiente teorema. 


10.5.1 Teorema de integración —Supóngase que $7, MOS < % y que f tiene 
la serie de Fourier 


оо 
ао 
2 + Y ía, cos nx + Р,ѕеплх). 


nal 


TABLA 10.5-3 Relación de Parseval 


Tipo de serie Relación de Parseval | 


25 оо . т 
Гене) 
т Jo SS -r 


п=— 


т 2 со e 
Ef rara Уйно (9 / ) 

М КУЕ ТД = 2 
1 Гал de= Уу 


nal 


Serie exponencial 


Serie trigonométrica 


Serie de senos 


т оо 

j 1 Ln аў › 

Serie de cosenos = / ІРО dx = 5+ У а 
ех nsl 


Serie exponencial en 
(1 


П оо 
1 К ЖОЕ, 2 
7 ие dx= J [cnl 


e mmewe eene ad а жже чш д нз 


Serie trigonométrica 
en [4 Д 


l 2 оо 
1 2.00 1,2 
¿fr dx= 2 + > (аһ + bp) 


nal 


Serie de cosenos en 
semiintervalos 


2 [ 4 г 
F оа 9+ У а 
nal 


Serie de senos en 


г о 

m 2 ln 2 

semiintervalos f ICO! e 
he 


Entonces, si g(x) =, Ку)ау, tenemos 


_ аох+т) = s Ыы 
80) = 3 t y (o T. cos ny dy + bn AR ny a) 


n=} 


_аобх+л) fa bn А 
== Df == Senna + = (17 — cos пх) 


n=l 


y la convergencia es uniforme para -л < х < л. 
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Obsérvese que este desarrollo no es la serie de Fourier de g, sino que da el desarro- 
llo de Fourier de g(x) – aox /2. Además, la expresión se obtiene simplemente al integrar 
la serie de Fourier de f término a término. Análogamente, cualquiera de las series de la 
tabla 10.5-1 se puede integrar término a término para obtener una serie uniformemente 
convergente (la demostración es la misma en cada caso). Esto es útil cuando las cons- 
tantes а„ y b correspondientes a f ya se han calculado, Para obtener la serie de Fourier 
de g, sustituimos la serie de x y agrupamos términos (la serie de x aparece posterior- 
mente en esta sección; véase también el ejemplo resuelto 10.3 al final del capítulo). 

Como en §5.3, la derivación de series de Fourier requiere más cuidado que la inte- 
gración; la analizaremos en $10.6. 

En la tabla 10.5-4 reunimos algunos de los desarrollos de Fourier más comunes. Al 
usar esta tabla, debemos recordar que la serie de Fourier es lineal; es decir, 


(serie de Fourier de af + bg) = a(serie de Fourier de f) + b(serie de Fourier de g). 


También hay que recordar que si se encuentra un desarrollo en funciones trigono- 
métricas, éste debe ser la serie de Fourier, pues ésta es única. 

El teorema 10.5.1 se puede usar para construir más series, integrando sucesivamen- 
te, por ejemplo, x, х2, X°, . . . . Además, obsérvese que si f se modifica en un número 
finito de puntos (o incluso una cantidad numerable), la serie de Fourier no se modifica 
(¿por qué?), Veremos algunos ejemplos específicos más adelante. En la tabla 10,5-4, se 
presentan intervalos de longitud 2л y л por conveniencia, los cuales se pueden cambiar 
por intervalos de longitud 2/ y /, introduciendo constantes y nuevas variables, como se 
indica en la tabla 10.5-1. En los ejercicios y ejemplos aparecen más desarrollos. 

En estas fórmulas, hay que tener cuidado con el dominio. Por ejemplo, f(x) = x en 
[0, 2л] es un poco diferente de f(x) = хеп [-л, л] como función periódica (figura 10.5-4). 


24 24 
ny I rol 

Ра i 1 РА ' 1 4 

Г. 1 ЖЕ e” I РАН 

14 42 „7 1 1 22 
+ Т > + t 7 = 
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Y 14 
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FIGURA 10.5-4 (а) f(x) = x en [0, 27]; (Б) f(x) = x en [-7, л) 


Por supuesto, en JO, л[, las funciones son iguales puntualmente a sus series. La 
comparación de estas series produce identidades interesantes. Por ejemplo, para la fun- 
ción x, deducimos que 


ру! 


2 señnx Zi 
х=т-2 Уу т 22у ——semnx, 


nat n=l 
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por lo que recuperamos la en la tabla 10.5-4; 


оо 


уоп = Dx] -7 


2л — 1 4 
п=1 
рага 0 < x < л. Sin embargo, fuera del intervalo ]0, л[ no coinciden; véase la figura 
10.5-5. A continuación damos un bosquejo de la apariencia de ambas series hasta el 
n-ésimo término. 


(a) (b) 


FIGURA 10.5-5 Та serie de Fourier de (a) f(x) = x en [0, 2л] y (b) en [-x, л] 


Analizaremos ahora el fenómeno de Gibbs, que ocurre por lo general cuando f 
tiene una discontinuidad de salto (recibe el nombre de J. Gibbs, físico-matemático y 
físico-químico que lo descubrió; usualmente, Gibbs también recibe reconocimiento 
por el desarrollo de la notación vectorial hacia 1880). La idea se ilustra en la figura 
10.5-6. Esto muestra que si s, es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier, enton- 
ces el máximo y el mínimo de s, cerca del salto están más separados que е! salto de f, 
y este exceso se mantiene cuando п > оо, Intuitivamente, la serie de Fourier “sobre- 
estima” el salto, y esta sobreestimación continúa hasta en el límite. Otra forma de 
decir esto es que cuando п > оо, s,(x) tiende a aproximarse a una recta vertical más 
larga que el salto. 

Nos conformaremos con tratar un caso particular de la discontinuidad de salto para 
el cual podemos calcular explícitamente la sobreestimación. 


10.5.2 Fenómeno de Gibbs  Considérese 


aja —rex<0 
= [5 0<1xsr, 


E 


sobreestimación 


FIGURA 10.5-6 El fenómeno de Gibbs 


y supóngase que a < b. Sea s,(x) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier trigono- 
métrica. Entonces el máximo de s, se encuentra en л /2п y el mínimo en -1/2n, y, 
además, р 


тм AA 2 [Зе ү. уоуовду 
cr) > Es z ате а)(0:089у +b; 


Análogamente, 


т b-a 2 f" sent 
дав (e) = ( > NES El аът) заа 000089) 


y la diferencia de estos límites es 


(5 Є! ач) = (b — aX1.179). 
2 Tjo t 


Paraa=-1 y b= 1, lo cual se ilustra en la figura 10.5-7. Así, la sobreestimación del 
máximo y el mínimo es aproximadamente del 9 por ciento del salto de fen cada caso. 


10.5.3 Ejemplo  Verifíquese la fórmula 1 de la-tabla 10.5-4. 


Solución —La:serie-se-obtiene-al evaluar-los-cocficientes-de-Fouriermediante-la-inte- 


gración directa en [—7x, л} (véase la tabla 10.5-1). Obtenemos 


-1 7 созлхах = 1 n=0 
а= o {0 л=1,2,... 
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FIGURA 10.5-7 El fenómeno de Gibbs para una función escalón 


Е 1 saxy j” -(-1y 
w=: sen nx dx = — (E) = | 6 (1) a 
т Јо т п о т п 


que es igual a 2/лп si n es impar y a cero si п es par. Esto establece la fórmula 1, Ф 


10.5.4 Ejemplo — Úsense las tablas para determinar la serie correspondiente a la 
función 


бу -l -rsx<0 
024 1 O<xrsr. 


Solución Sea fdada en la fórmula 1 de la tabla 10.5-4. Entonces 


¿0=260)-1, 


de modo que el desarrollo de g es 


1 2 Úsen[(2n — 1)x] _4 4. ѕеп[Оп Da] 
(3-27 2п – 1 Ju 2n-1 ` 


n=] n=l 


pues el desarrollo de Fourier de 1 en [-л, л] es 1 (esto también se puede obtener еп 
forma directa). Ф 


$10.5 Cálculo de series de Fourier 


El desarrollo de senos de 1 en un semiintervalo no es el propio 1, sino el desarrollo 
de g en el ejemplo 10.5.4 (¿por qué?). 


10.5.5 Ejemplo Para cada 0 < x < x, demuéstrese que 


S2 А 2 opa 
-5 a- (1) cosnx=2 Y" = ѕєп nx. 


сў 
тп 
n=l n=l 


NIN 


Solución El miembro izquierdo es la serie de cosenos para f(x} = x en [0, л], mien- 
tras que el miembro derecho es la serie de senos. Para cada 0 < x < л tenemos сопусг- 
gencia al valor x, de modo que obtenemos la identidad descada (en + л, el miembro 
derecho se anula; ¿cuánto vale el miembro izquierdo?). $ 


10.5.6 Ejemplo — Establézcase la primera fórmula del apartado 2 de la tabla 10.5-4 
para f(x) = х y determínese la forma de obtener las fórmulas para х?. 


Solución Como f% =x0s impar, usamos Та serie de senos. Entonces 


2 ү" 
b, = 2 | хѕеппх dx. 
o 


x т 
„= ES -i COS AX y, 
л п o п Jo n 
2 1р! 2 
220 ) +—°0. 
T n T 


Por lo tanto, la serie es 


29 59 (pr 
УЗ b,sennx = 2 y sen nx. 


п 


n=l aal 


La seric de х2 se obtiene como sigue. La primera fórmula es la integral de la serie de x 
en [0, 2л] (con un factor 2, pues f¿ydy = 7/2). El término 2 л?/3 proviene del término 


del coseno_en 0, usando_.).,1/n? = 22/6 (ejercicio 4, $10.2). Aquí hemos usado el __ 


teorema 10.5.1. La segunda fórmula utiliza la primera y el desarrollo de x en ]0, 2л{ de 
2 en la tabla 10.5-4 (las primeras dos fórmulas también se pueden encontrar directa- 
mente). La tercera fórmula cs la serie de Fourier ( = serie de cosenos, en este caso) para 
х2, Las demás fórmulas se obtienen calculando la integral del desarrollo en cosenos de 
хеп [0, x] y usando el desarrollo en senos de x en ]0, л[. $ 
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10.5.7 Ejemplo  Determínese la serie de Fourier en [-л, л) para 
0 -rs 
= h Osxsr. 


Solución Si integramos la función 2а dé lá tabla 10.5-4, obtenemos 1/2 de la fun- 
ción f dada aquí. En consecuencia, por el teorema 10.5.1, 


AETI, т? 2 соѕ[(2п — соѕ[ (2л — 1)х]: 
Гаа oT “олу © 


$ "(=)" 
- A senny dx 


nal 

Ora n? 2 sema Da 
3473 2. Qn- 19 
ps 


Ne НЕЗА К y 


n=] 


Si insertamos la primera serie de f(x) = х de 2 obtenemos 


Ep п? 2 Asa Da 
JONS senny а a Г? 
00 


(= 1)" cos nx 
а п? ч 2 > 


n=l 


Ésta es la serie deseada, aunque aún hay que pulirla. Como (ejercicio 4, §10.2) 
У 117 = 7°/6, la serie resultante es 


2 ә qye 20р Те 
Рх) = 2 (5 +5 ( AE E e] senny + ( a) cos) ) . + 


Ejercicios de §10.5 


1.  Establézcase lo siguiente en la tabla 10.5-4: 


a Las fórmulas 2, 2a 


b. Las fórmulas 4, 4a, 4b 


$10.6 Más teoremas de convergencia 


2.  Establézcase lo siguiente: 


1 „у; Minsa <х<к 
xcosx = —;$епл у T . 
2 п? — 1 А 


n=2 


3.  Determínense las series de senos y de cosenos en un semiintervalo рага x°. 


4.  Calcúlese la serie de Fourier en [-x, л] para cada una de las siguientes funciones: 1l 


10 >00 i 
а: = { -11 c0 8 
0 ) 
b. toafa 20 4 


с. Јо) = +х+3 


5. Calcúlese el salto en el fenómeno de Gibbs para la función il 


"И EE. e a p KA A A KA 0 
razí -4 x<0 ' 


en el intervalo [=x, л]. 
6. Considerando 


nj4 OSx<T 


so={ -7/4 -т=х<0 


y el punto x = л /2, demuéstrese la fórmula de Leibniz: 


А LERS. 1, _R 
3 5 7 T4 


$10.6 Más teoremas de convergencia 


En esta sección daremos algunos teoremas adicionales de convergencia relativos prin- 
cipalmente a la convergencia uniforme, laderivabilidad y la integración de las series de 
Fourier. En $10.4 establecimos que si fes continua y de variación acotada, entonces la 
serie de Fourier de fconverge uniformemente а f. Daremos ahora una versión un poco 
más débil que es más sencilla de demostrar, y que resulta casi igual de útil en la prácti- 
са. El lector debería repasar el concepto de convergencia uniforme del capítulo 5. Por 
ejemplo, en la figura 10.5-6, ¿por qué s, no es “uniformemente convergente a f? 
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10.6.1 Teorema de convergencia uniforme Supóngase que f es continua 
en [-л, л], f(~7) = f(x) y que f' es continua a trozos, con discontinuidades de salto. 
Entonces la serie de Fourier (trigonométrica o exponencial) de f converge a f absoluta 
y uniformemente. Una afirmación similar se cumple para f en [0, 2л). 


En particular, esto implica que la serie de Fourier converge en media y puntualmen- 
te, lo que es consistente con lo aprendido en 810.3. 

Por ejemplo, considérese la función f(x) = lx] en [-л, л]. En este caso, las condicio- 
nes del teorema 10.6.1 se satisfacen (pero no se satisfacen en [0, 2л], pues no es la 
misma función), de modo que la serie de Fourier de f, a saber, 


т 43 cos[(2n-— 1)x] 
Ea (20-17, 


azl 


converge uniformemente. Véase la figura 10.6-1. 


FIGURA 10.6-1 La serie de Fourier de esta función converge uniformemente 


Así, por la definición de convergencia uniforme, para cada є > 0 existe N tal que 
п >. N implica 


( т 4 A со$[(2л — 1)х] p 
kl (2-27 Qa- IF )\<: 


1 


para todo x € [-л, л]. 
Uno podría pensar que si 


+ Ya, cos ax + b, sennx), 


n=l 


entonces 


oe 
FO) = У {(—ла„)зеппх + mb, cos nx) 


n=l 


sr RE eS 
A A NT AAA E EA AE: 


$10.6 Más teoremas de convergencia 


en los puntos en que f'(x) existe, Por desgracia, esto no es cierto. Por ejemplo, sea 


/ю={ bi О<х=т 


-т<х50; 


entonces 


44. [Qn- Dx 
о) = = У ОЛСЕ 

de modo que para x > 0 esperaríamos 0 = (4/л) У со$[(2п ~ 1)х]. Pero esta serie по 
converge, pues cos[(2n — 1)х] no converge a 0 (para que todo esto tenga sentido pode- 
mos usar la teoría de distribuciones). 

Para obtener un teorema de derivación, naturalmente pensaríamos en usar las técni- 
cas del capítulo 5. Sin embargo, en este caso podemos obtener un teorema mejor con un 
argumento directo. El resultado es el siguiente. 


10.6.2 Teorema de derivación Sea f continua en [=x, л), fín) = fa) y f' 
continua a trozos, con discontinuidades de salto. Supóngase que f" existe en x € [-л, 
л]. Entonces la serie de Fourier para___ 


a 
Ро) = > + Y а, cos nx + ba sennx) 


nal 
se puede derivar término a término en x para dar 
>æ 
Ро) = Y na, senna + nb, cos 11). 
n=l 


Además, ésta es la serie de Fourier de f'. 


Como en el capítulo 5, hay que tener cuidado al derivar las series; deben cumplirse 
ciertas condiciones para justificar las operaciones. El resultado debe compararse con el 
teorema de integración 10.5.1. 


10.6.3 Ejemplo Considérese f(x} = А. donde х Є [-л, x1[, la cual satisface las 
condiciones del teorema de derivación en cada x + 0. Su serie de Fourier es 


7 


{ 
а 


di 


БЕ 


EET e 5 


AS eosten DA 
тё On? ` 


En consecuencia, 
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tiene la serie de Fourier 


4 Угаан = l)y] 


х=» (2п – 1) 


lo que coincide соп lo que sabemos. Ф 


10.6.4 Ejemplo  Prporciónese la versión del teorema de convergencia uniforme 
válida en [—1, 1]. 


Solución Queremos mostrar que si f es continua en [-/, 1), fI) = /(1) y FG) es 
continua a trozos con discontinuidades de salto, entonces la serie de Fourier 


converge uniforme y absolutamente a f, donde 
If ] If 
an= т, бо) соѕ аад у bs г Ход) ѕеп dx 
г = 


(véase la tabla 10.5-1). Podemos realizar la demostración mediante el método de de- 
mostración del teorema de convergencia uniforme, pero también podemos deducir el 
resultado directamente de este teorema como sigue. Sea g(x) : [-л, 71] > К dada por 
860) = A(lx/70). Entonces 


1 т 
а = т]. fx) cos de= A f (2) cosny dy 
-l -r 


т 


(usando x = Гу/л). Así, a, es también el coeficiente de Fourier de 5, y análogamente 
para b,. Como g satisface las condiciones del teorema de convergencia uniforme, tene- 
mos que 


æ 
do i 
7t Уса, cosny + Б„веплу) 


n=l 


converge uniforme y absolutamente a g en [-л, л]. Si reemplazamos у por лх/1, vemos 
que lo mismo es cierto para f. Ф 
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10.6.5 Ejemplo Para cada una de las siguientes funciones, explíquese si la serie 
de Fourier converge en media, puntualmente o uniformemente. Determínese si pode- 
mos derivar la serie de Fourier. 


a. /:[0,2л] э К, donde }(х) = l/n si 1n+ 1) <x<1/n y f®@)=1 si 1/2 £x < 2л, 
donden=1,2,.... 
b. у: [-л,л] > К, donde f(x) = 7 - |d. 


с. /:[-л,л] >R, donde рх) = + l 5і-л5х<0 у) =х+1510<х 57. 


Solución La gráfica de las tres funciones aparece еп la figura 10.6-2. En los tres 
casos, festá acotada y es de cuadrado integrable (la función ena es integrable, pues sus 
discontinuidades forman un conjunto numerable; véase el capítulo 8). En consecuen- 
cia, la serie de Fourier converge en media en todos los casos. 


(a) (b) (c) 


FIGURA 10.6-2 Determinación de las propiedades de convergencia de la seric de 
Fourier de estas funciones 


La serie de Fourier en a converge puntualmente al punto medio del salto en una 


discontinuidad y a 1/2 en el origen, por el teorema de convergencia puntual. 

En los casos a y e la convergencia no es uniforme, pues f no es continua (para la 
continuidad en los extremos hay que analizar la extensión periódica; entonces e desa- 
rrolla una discontinuidad). 

La función en b tiene una serie de Fourier uniformemente convergente, pues satis- 
face las condiciones del teorema de convergencia uniforme. 
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La serie de Fourier de e converge a fen cada x tal que ~m < x < 7 y en ~x ул 
сопуегре а 


1 Es + 
5060) +700) = ¿167 +1)+(т + 1) = ( z) +1. 
2 
Sólo la serie de b se puede derivar, para obtener la serie de Fourier de 


ua [J1 -rsxs0 
го={ -1 0<x<m 


que converge a /'рагах # Оуа0епх= 0. Ф 


Ejercicios de 510.6 
Para cada uno de los ejercicios 1-3, determínese el tipo de convergencia que tiene la 
serie de Fourier y si podemos derivar la serie. 
1. Хо) = х2 en [7,7]. 
2. рд =т- 22 en [-т, п]. 


3 si-m sx< 1/2 
3. fœ=4 0 si-1/2<x<1/2 
3 511/2<ххт. 


4. Оѕоѕс el teorema 10.5.1 para determinar la serie de Fourier de х? еп [-x, л], 
usando la serie de Fourier de х? de la tabla 10.5-4, 


5. а. Supóngase quef: |", л] >R es derivable en [-vr, Aaa y yf" 
son continuas a trozos, con discontinuidades de salto. Muéstrese que 


т со 
1 / Р dx= Y nta +3), 


nal 


donde a,, b, son los coeficientes de Fourier de f. 


b. Оѕеѕеау la desigualdad de Schwarz para deducir que (а, +02) <o. 


6. Considérese la serie de cosenos de sen x para un semiintervalo en [-л, л]. Verifí- 
quese el teorema de derivación directamente en este caso. 


$10.7 Aplicaciones 


510.7 Aplicaciones 


En esta sección describimos algunas aplicaciones de los métodos de Fourier a proble- 
mas de contorno simples que se presentan en la física y la ingeniería. Estos ejemplos 
son bastante sencillos, aunque sirven para ilustrar las técnicas básicas. Este material 
sólo pretende servir como ilustración y como vínculo con otros cursos de matemáticas, 
ingeniería o física a los que podría asistir el estudiante. De ninguna manera es un curso 
completo de problemas de contorno. Por ejemplo, sólo usamos las coordenadas rectan- 
gulares, cuando, de hecho, las coordenadas polares y esféricas también son muy útiles, 

Los problemas que analizaremos son clásicos: la cuerda vibrante, la conducción 
del calor y la ecuación de Laplace. En los ejercicios 19 y 71 del final del capítulo 
aparecen más aplicaciones a problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordi- 
пагіаѕ. 

Comenzaremos considerando el problema de la cuerda vibrante. Mediante argu- 
mentos físicos usuales, encontramos que el modelo matemático aproximado para una 
cuerda vibrante con densidad uniforme y un (pequeño) desplazamiento vertical у(х, г) 
en x en el instante £ implica que y(x, £) debe satisfacer la ecuación de ondas 


En este caso, c es una constante determinada por la física de la cuerda y representa la 
velocidad de propagación de la onda a través de la cuerda (como se verá más adelante). 
Véase la figura 10.7-1. 


FIGURA 10.7-1 La ecuación de ondas describe la propagación de ondas en una cuerda 


Para determinar completamente el problema, es necesario dar condiciones adicio- 
nales. Por ejemplo, podemos especificar las condiciones iniciales, incluyendo la con- 


COS 


figuración de la cuerda еп г = 0, esto es, cómo se “pulsa” inicialmente, o, dicho de otro 
iodo, la función y(x, 0). Físicamente, es razonable suponer que dy/dt se anula en г = 0 
(es decir, la cuerda está inmóvil en el instante en que se pulsa). También es necesario 
especificar lo que ocurre en los extremos de la cuerda. Por lo general se mantienen 
fijos, es decir, y(O, £) = 0, у(/ £) = 0, aunque existen otras opciones. Tales especificacio- 
nes se conocen como condiciones de contorno. 
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Una vez seleccionado este modelo de la cuerda vibrante tenemos un problema ma- 
temático; volveremos a la física cuando queramos interpretar la solución. Existe un 
método básico para resolver estos problemas, llamado separación de variables, con с] 
que se obtienen soluciones particulares a partir de las cuales se pueden construir solu- 
ciones generales, 

Considérese el caso de un desplazamiento inicial dado. Para ser más precisos, el 
problema del desplazamiento inicial es el problema de determinar у(х, t) рага 0 <x <], 
de modo que { 


ду _ „д?у 
1. ar RE Эх. ecuación de movimiento 
У(Х,0) = Дх) (рага f dada) 
2. спг=0, Р (velocidad condiciones iniciales 
Ge 0=0 inicial nula) 
3. у(0, 1) = 0, УЧ) = 0 (рага todo г) condiciones de contorno 


Así, buscamos el movimiento de la cuerda para un tiempo futuro (o pasado) cuando 
ésta se “pulsa” inicialmente con la forma f(x). Para que 2 y 3 sean consistentes, supo- 
nemos también que f(0) = 0 =f(1). En el ejercicio 3 de esta sección consideramos otros 
tipos de condiciones iniciales. 

La separación de variables significa que primero buscamos soluciones a la ecuación 
de movimiento de la forma 


убх, г) = hagl). 
Al sustituir esto en la ecuación de movimiento, obtenemos 
| hR D = Cr (хур), 
que se satisface si 
по) жАнА) = 0 y ¿+ Мер) = 0 (2) 


para una constante A (¿por qué?). Una solución de (2) соп (0) = 10) = Оу 20) = О0еѕ 


hix) = ѕеп E у 20) = соѕ те 
donde > 5 
Ае псп. | 
Р 


Así, para cada n, una solución де las ecuaciones de movimiento que satisface las condi- 
ciones 1 y 3 es 


иту naci 
Yala, 1 = sen > cos 7 эжей 2h... 


уиме эле терге е 


$10.7 Aplicaciones 


Las condiciones iniciales de esta solución son 


7 ду 
убх, 0) = зеп" Zo, 0)=0. 


Así, tenemos una solución para una condición inicial particular ѕеп(ллх//); sin embar- 
go sabemos que cualquier f se puede desarrollar mediante una seric de senos еп un 
semiintervalo, y como todas las condiciones son lineales, deberíamos poder sumar las 
solucic nes correspondientes a los términos en este desarrollo. Esto se puede hacer 


rigurosamente como sigue. 


10.7.1 Teorema Ел el problema del desplazamiento inicial, supóngase que f es 
dos veces derivable. Entonces la solución a dicho problema es 


уй) = A fæ- сй + fren] = Y ba seno cos "=, 0) 
1 


ns 


donde los b, son los coeficientes de la serie de senos en un semiintervalo, 


yfse extiende de modo que sea impar y periódica (dos veces derivable significa que la 
función f extendida es dos veces derivable; véase la figura 10.7-2). 


= 


FIGURA 10.7-2 Resolución del problema del desplazamiento inicial 


En este caso, la solución (3) se podría simplificar a una forma explícita más sencilla 
de manejar; sin embargo, con frecuencia hay que trabajar directamente con la propia 
serie de Fourier. 

Antes de generalizarlo, observemos la sencilla interpretación física del resultado. 
La gráfica de f (x — ct) es la de f movida hacia la derecha una distancia ct, de modo que 
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podemos interpretar la función g,(x) = f(x – ct) como fmoviéndose hacia la derecha con 
velocidad с, después de un tiempo г. Análogamente, A(x) = f(x + сї) es f moviéndose 
hacia la izquierda con velocidad с. Véase la figura 10.7-3. Así, la forma inicial de la 
cuerda se propaga a la izquierda y la derecha con velocidad c, formando dos ondas, 
cada una de las cuales tiene una amplitud igual a la mitad de la amplitud inicial, y las 
ondas se “reflejan” (con un cambio de signo) cuando llegan a los extremos. 


FIGURA 10.7-3 Ondas viajeras hacia la izquierda y hacia la derecha 


Para usar las series de senos en semiintervalos, recordemos que hicimos que f fue- 
ra impar y periódica. Si sólo nos fijamos en el intervalo (0, 1], vemos que cuando f se 
mueve hacia / se refleja en la pared; véase la figura 10.7-4. Como la solución es la 
suma, habrá una cancelación complicada (o “interferencia”. 

Para llevar un registro de esto, es útil visualizar primero una situación más sencilla. 
Supóngase que f está concentrada cerca de un punto (posiblemente una función б) y 
que vamos a observar su movimiento. Los movimientos en este caso reciben el nombre 
de características del problema. Deben visualizarse como si estuviésemos viendo una 
película. Véase la figura 10.7-5. 

Para usar las verdaderas funciones delta o funciones f que son continuas pero no 
dos veces derivables, debemos generalizar el alcance del teorema 10.7.1 y también 
generalizar lo que entendemos рог una solución de д?у/д = cX9?%y/0x”) para y по 
derivable. Esto se consigue mediante la teoría de distribuciones. Si admitimos el uso de 
estas distribuciones, el resultado sigue siendo válido si f es una distribución (es decir, 


И | 


ые с E 


@ 
(а) (b) 
6 ара A 1: „с AAA 
LA ETA 
tc) (a) 


(е) (0 


FIGURA 10.7-5 (a)t=0;(b)1=1;(c)1=2;(d)1=3; (e) г= 4; (0) t= 5; (g) regreso 
а (а) 


las manipulaciones formales se pueden justificar si se interpretan adecuadamente). Enton- 
ces consideramos (f(x — єй + f(x + c1))/2 como la solución para cualquier f, derivable o no. 
En los problemas bidimensionales (como una membrana vibrante), la ecuación de 


ondas se lee 

2. 2 2 

9 _ с? yy + Py (4) 
а? а д5 

En este caso la solución general se puede escribir como una serie de Fourier, pero по 

tiene una expresión explícita sencilla como en el caso unidimensional. La solución 
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(para el problema similar del desplazamiento inicial) en el rectángulo [0, ] х [0, 1] 
está dada por 


oo 
Е O ORTX] MTA VOR mE 
Yarat) = > bum SEN Sen cos [rer (n/I} + (туу ] (3) 


naz) 


donde 


ПШ 


Se pedirá al lector que obtenga esta expresión en el ejercicio 68 del final de este capítulo. 

Pasemos ahora a la conducción del calor. Considérese una barra cuya temperatura 
es T(x, г) en el punto x en el instante z. Si interpretamos —(д7/дх) como la tasa de flujo 
de calor, la condición de “aislamiento” en x = 0 es 97/9x= 0 (evaluada en x = 0). La ley 
de conducción del calor postula que 


а ру" A 
Bum = 57 sE / F(x1,x2)sen DEAL q ile аху dia. 
Edo do 1 


2 
әт Ом) = Т (х, г), (6) 
donde k es una constante determinada рог la conductividad del material. Ésta es la 
ecuación del calor (para ver una forma de obtenerla, consúltese Marsden y Tromba, 
Cálculo vectorial, op.cit., capítulo 7). 

La ecuación del calor (6) difiere de la ecuación de ondas en que 97/61 reemplaza a 
9Т/91° . Esta diferencia es muy importante, ya que las soluciones del problema de con- 
ducción del calor tienen un comportamiento diferente al de la ecuación de ondas. Por 
ejemplo, en la ecuación del calor sólo se obtienen soluciones parar > 0. Intuitivamente, 
la gráfica de la solución de la ecuación de ondas “rebota” continuamente como si fuera 
una onda en el agua. Para la ecuación del calor, la solución se difunde y se vuelve 
estacionaria cuando ғ — оо (ya que la temperatura tiende a ser uniforme). 

Para estudiar esta sencilla situación crearemos el siguiente modelo para la conduc- 
ción del calor de una barra con extremos aislados (para simplificar, sea k = 1). En 
consecuencia, queremos determinar una T(x, t) que satisface 


T ФТ 
1. Toe Dek (0,0, 0<x<L1>0 ecuación del calor 
dx дх? 
2. T(x,0)=f(0), 0<x<! condiciones iniciales 
y 
T 
La 0) =0 
дх 
3. 120 condiciones de contorno 


н рттан PA этни, E 


$10.7 Aplicaciones 


En primer lugar, determinamos soluciones particulares para una f particular me- 
diante separación de variables. Si T(x, £) = g(x)h(t), obtenemos 


BORY = g" hl). 
(recuérdese que k = 1). Estas ecuaciones son ciertas si, para una constante A, 
200+ Адо) =0 Y AAK) =0. (7) 
Las soluciones de estas ecuaciones que satisfacen las condiciones de contorno son 


код = cos 7 y aset, п=0,1,2,..., 


donde A = ni7r?/P. Usamos el coseno y no el seno de modo que se cumpla la tercera 
condición de contorno (estas condiciones de contorno no se pueden cumplir si intenta- 
mos determinar g y h para A < 0). Así, una solución con f(x) = cos(nsx/I) está dada por 
¿úl costnarx/D)en= 05 -152;77>"€omo:todas-las-expresiones-son-lineales y 


ао < птх 
Јо) = = +) an cos ~ 
n=l 


2 


(serie de cosenos en un semiintervalo), esperamos que la solución general con condi- 
ción inicial festé dada por 


ы а пт! /Ё 
T(x, 1) = + У Ane 11 cos — (8) 


converge uniformemente, es derivable y satisface la ecuación del calor y las condicio- 


nes de contorno. En t = 0 es igual a fen sentido de la convergencia en media, y pun- 
tualmente si f es de clase C'. Como siempre, 


I 
= 7 | 109005 T dx 
L Jo 1 
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El término exponencial en (8) hace que la convergencia sea rápida para 1 > 0. Para 
t < 0, por lo general hay divergencia. Cuando ғ => ee todos los términos de la serie 
convergen a 0 y también la suma converge a 0, de modo que 


lím Tx, = РЕ 
1—0 2 


y entonces Т se convierte еп una temperatura constante uniforme de acuerdo con nues- 
tra intuición. Pediremos al lector que demuestre esto en el ejercicio 69 al final del 
capítulo. 

El siguiente resultado, más fino, describe lo que ocurre si г > 0. 


10.7.3 Teorema En el teorema 10.7.2, 


Ше Tn = є) (9) 


en el sentido de la convergencia en media, y la convergencia es uniforme (y puntual) si 
fes continua, con f'continua a trozos. De modo más general, si la serie de Fourier de f 
converge еп ха f(x), entonces T(x, Ù) > f(x) cuando t > 0. 


Este importante resultado nos dice el sentido en que recuperamos la condición ini- 
cial a partir de los valores г> 0. Esto no es consecuencia de la derivabilidad de Tx, 0D 
рага ғ > 0. 

Nuestra última aplicación será el estudio de la ecuación de Laplace en un cuadrado. 
La ecuación de Laplace en R" es 


5 т а? 
Ур = 0; es decir, У а =0. (10) 
4=1 * 


Tal función Фф se denomina armónica. Esta ecuación surge en muchos problemas de 
electrostática, flujo de fluidos y conducción del calor. Por ejemplo, en la conducción 
del calor еп R", si Tes independiente de г, de modo que ôT/ðt = 0, entonces T es solu- 
ción de la ecuación de Laplace, 

El problema básico, llamado problema de Dirichlet, es el siguiente: Dados los va- 
lores de pen alguna curva cerrada en el plano, encontrar en el interior. Este problema 
aparentemente sencillo es el núcleo del vasto tema de la teoría de potencial (la termino- 
logía surge de la electrostática, donde ¢ representa el potencial eléctrico; de nuevo los 
detalles se pueden ver en Marsden y Tromba, Cálculo vectorial, capítulo 7; este proble- 
ma también se puede atacar mediante métodos de variable compleja; véase, por ejem- 
plo, J. Marsden y M. Hoffman, Basic Complex Analysis, op.cit., capítulo 5). 
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Usaremos las series de Fourier para resolver este problema para un cuadrado en R? 
(para cubos en R? los resultados son similares). El problema se resume como sigue. 
En [0, а] х [0, b} C R?, determínese una función tal que 


1. У2ф=0 ecuación de Laplace 


2.  p,0)=2100, px, b) = ga), 
p(0,y) = Л(у). play) = (У). condiciones de contorno 


donde f; y g, son funciones dadas. Véase la figura 0.7-6. 


FIGURA 10.7-6 Resolución de la ecuación de Laplace con condiciones de contorno 
dadas 


Primero obtendremos unas soluciones particulares mediante separación de varia- 
bles. Si ф(х, у) = pP), obtenemos 


PORN + pre у) = 0, 
que es válida si, para una constante А, las funciones фу y Ф, satisfacen las ecuaciones 
yita y. $0) Aaly) =0. at) 


Las soluciones son 


prix) =sen ==. т=й,2 т, 


eat y) =зепһ 02) » 


, 
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donde A = п?л?/а?. Elegimos senh(z) = (е: —e7)/2, z = пл(Ь — y)/a en vez de & о es, pues 
éstas se anulan cuando y = b. Análogamente, elegimos el seno en vez del coseno. Así, 


пт(Ь — y) птх 
‚у) =senh ——— — 
plx, у) =sen 2 sen 2 


satisface las condiciones de contorno 


b $ 
£ =senh == еп”, ЛҺ=Ё =@ = 0. 


Podemos obtener otras soluciones básicas de forma similar. Por lo tanto, es de espe- 
rar que cuando f, = № = 8, = 0, la solución del problema sea 


bb ш; пт(Ь — у) $еп(лтх/а) 
pay) = У basenh ala (12) 


nal 


donde g,(x) a b, ѕеп(л л x/a) (serie de senos en un semiintervalo). Existen solucio- 
nes similares para los otros lados, y la suma es la solución para todos los lados. 


10.7.4 Teorema 


і. Dado g,, sea ф(х, y) dada por (12). Supóngase дие g, es de clase С? у 2100) = 
g(a) = 0. Entonces q converge uniformemente, es la solución al problema de 
Dirichlet con fı = р = g,=0, y es continua en todo el cuadrado y Vip=0 en el 
interior 


ii. 57 cada fi, fo 8r 8; es de clase С? y se anula en las esquinas del rectángulo, 
entonces la solución p(x, y) es la suma de cuatro series como la de la ecuación 
(12), У?ф = 0 en el interior, ф es continua en todo el rectángulo y alcanza los 
valores dados sobre el contorno, Además, p és C” en el interior 


iii. Si fi, fa, g,, g, sólo son de cuadrado integrable, entonces la serie de converge 
en el interior, V?p=0 y pes С". Además, ф alcanza los valores de contorno en el 
sentido de la convergencia en media. Esto significa, por ejemplo, que lim, о ф(х, 
y) = ф(х, 0) = #1(х) соп la convergencia en media. 


Los resultados 1 y її siguen siendo válidos si sólo suponemos que f; y g, son conti- 
nuas, pero requieren un método distinto de demostración, Este procedimiento es bue- 
no, pues da la solución explícita en términos de series de Fourier. 
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10.7.5 Ejemplo Ен el problema del desplazamiento inicial, defínase la energía 
total de la cuerda en el instante t como 


IC 


(energía cinética más energía potencial). Muéstrese que E(t) es constante con respecto а t. 


Solución Basta 1 mostrar que dE/dt = 0. Ahora, 


? e fafa 
T AFi 6 2) 2+5 | (2) © ч) 


Esto se justifica mediante la derivación bajo el signo de la integral si у es continuamen- · 


te derivable dos veces (véase el capítulo 9). Entonces 
2 p ayy? „Гду а? 
© [ a (у aze f ду а?у gy, (15) 
2 Jo ðt Nox о 0x дгдх 


en x = 0, l se obtiene 
1 ду д2у А 
о tox ' 


lo que, en vista де la ecuación de movimiento, es igual а 


1 2 
ye 
- [ За 

о ðt 90 


Así, dE/dt = 0, pues el primer término де (14) es 
ду д?у 
[2 ðt д? el: 


Si y по es dos veces derivable hay que tener más cuidado (por ejemplo, si y es una 
función б, E ni siquiera está definida). Para la ecuación del calor no tenemos conserva- 
ción de la energía, pues, intuitivamente, la energía se difunde (véase el ejercicio 6 de 
esta sección). 


Albintegrarrermiembroderecho"de(15)"por partes y usar el ћесһо йе диё 05/9: 7 


10.7.6 Ejemplo Una barra con extremos aislados tiene una distribución de tem- 
peratura dada por f(x) = х, 0 <х < Len t = 0. Determínese la distribución de tempera- 
tura para t > 0. 
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Solución De acuerdo con el teorema 10.7.2, usamos la serie de cosenos en semi- 
A A 22,102 | z 
intervalos para x e insertamos factores 7л}, La serie de x está dada por 


4l Y cos[(2n — 1)тх/) 


! 
242 r- ' 


de modo que la solución pedida es 
IZ ¿n= rne COSLA — Drx/1 
1 


Tan = (2n=1P 


T 5 
т? 
n= 


1 
2 


En general no se puede reducir esta expresión a una forma más compacta, sino que 
debemos trabajar con este desarrollo en serie. Ф 


10.7.7 Ejemplo  Resuélvase el problema de Dirichlet en [0, л] х [0, л] con valo- 
res de contorno g,=1, f,=0, f,=0, g,=0. ¿Cómo se alcanzan los valores de contorno? 


Solución La serie de senos pará 1 es 
4 y eln ~ ә] 
2n-1 ` 
n=l 


De acuerdo con el teorema 10.7.4, ф se obtiene al insertar factores 


senh[n(r — y)] 
senh(nr) 


de modo que obtenemos 


4 Ásenh[(2n — 1)(я — у)]зеп[(2л — Dx] 
Роу) = т У вел Ол — Dr] 21-1 
como solución. Рог el teorema 10.7.4, pes С“ y satisface У?ф = 0 en el interior del 
cuadrado. En este caso, ф(х, 0) = 1 en el sentido de la convergencia en media; es decir, 
ф(х, y) > 1 cuando y > 0 (en media). La suma parcial s, de ф se bosqueja en la figura 
107-7. 


Ejercicios de $10.7 


1. Para el problema de desplazamiento inicial de una cuerda, considérese la “cuerda 
pulsada” tal дие f(x) =Axsi0 < x < 1/2 y f(x) = Ih —hx si l/2 £ x < l, Muéstrese 


Unami minam. таные A чна юл 


TY 8 Integrales de Fourier 


Fenómeno de Gibbs 


FIGURA 10.7-7 Una solución específica del problema de Dirichlet 


que / no satisface las hipótesis del teorema 10.7.1. Encuéntrese una expresión 
para la solución después del instante г = l/c, 31/2c. 


2.  Supóngase que, en el problema del desplazamiento inicial, f tiene un máximo o 
una discontinuidad en x,. Muéstrese que, después del instante г, esta propiedad se 
propaga como una característica. 


3. а. Enúnciese el problema del desplazamiento inicial para una cuerda sin des- 
plazamiento inicial. Si la velocidad inicial es g(x), muéstrese que la solu- 


ción es 
1 хФСі хс 
убх.) = РЯ { / 80) — f воа} . 


b.  Combínese a con el problema del desplazamiento inicial para obtener una 


solución del problema con desplazamiento y velocidad iniciales (ésta es.la 


‚ solución de d'Alembert). 
4. Enel teorema 10.7.2, demuéstrese que para cada г > 0, (2/1) f T(x, дах = ау. 


5. Una barracon extremos aislados tiene еп / = 0 la distribución de temperaturas f (x, 
0) = x°. Determínese la temperatura para г> 0 y el límite cuando г => eo, 


6. $еа T(x, г) una solución de la ecuación del calor y sea L(t) = f [T(x, Dax. Mués- 
trese que МЇ) es no creciente. 


$10.8 Integrales de Fourier 


Esta sección contiene un estudio informal de las integrales de Fourier. Bosquejaremos 
105 resultados principales de modo que el lector pueda ver el papel que desempeñan en 
el análisis de Fourier. Como hemos visto en las secciones anteriores, las series de Fourier 
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son una útil herramienta para el análisis de funciones en un intervalo finito. Como 
muchas funciones están definidas en toda la recta real R, sería útil tener una teoría 
similar en R. Las integrales de Fourier nos proporcionan esta teoría. 

Considérese f : [-!, Д > R. Si escribimos f en términos de su serie de Fourier 
exponencial, 


AN ı fi Ир 
Жылу innx/i e турі 
fo) = 2 слё y donde сь = 5] fro э! dy. 


Sea a = пл/! y escribamos 


со 


А: 1 f! . 
Го) = У; aye, donde c(a) = эт Ј лое ау. 


-оо 


Para / grande, @ se aproxima a una variable continua y esta suma es una suma de 
Riemann con Да = x/l. Esto sugiere que 


s= | с(а)е°* da, опе cla) = z Me" dy. (1) 


=00 


En resumen, podemos extender nuestros intervalos finitos a intervalos infinitos, y la 
serie de Fourier se expresa entonces como una integral. 

Podemos dar los mismos pasos en forma trigonométrica, excepto que las integrales 
se toman de 0 a eo, al igual que las sumas correspondientes. 

El teorema importante en este contexto establece que si fes continua a trozos con 
discontinuidades de salto, (хо) y f'(x7) existen en esos puntos y ГЫЛ ак <o(f 


es integrable), por lo que 
со 


1 Рб 
asaos | с(@)е'°* da, (2) 
donde 
1 тт las 
cla) = эк / fe ау. 
To 


Esto se demuestra del mismo modo que el teorema de la convergencia puntual. 
La fórmula (2) es la fórmula de la transformada inversa de Fourier. En forma 
trigonométrica, la fórmula es 


Лы) +f) = / [A(a) cos ax + Bla)senax] da, (3) 
0 
donde 


Ala) = 2/ (у) cos ауду y Bla) = if F(y)senay dy. 
0 0° 
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Esta forma es de particular conveniencia si fes par o impar. 
En vista del teorema de la transformada inversa, la transformada de Fourier de f 
se define como 


А 1 оо ; 
Хо) = зт | SO dx. (4) 
Si fes continua, derivable e integrable en R, entonces 
Хо) = / > fe” da. (5) 
-со 
Existe una fórmula análoga еп R”; es decir, 


Р) = J ae da, (6) 
Б" 


donde 
Р -Қхо) 
fa) = бт бту SO So j dx, 


x,a E R” y (х, а) es el producto escalar usual en R”, : 

Dada f: [0, [> Е, podemos extenderla a todo R haciéndola par o impar. Al igual ` , 
que con las series de senos у de cosenos, podemos utilizar la transformada coseno de 
Fourier extendiendo f para que sea par, y haciendo 


А 2 ре . : 
Ја) = Zy Ку) costay) dy. m Н 
0 
La fórmula de la transformada inversa resulta ser 
оо А 
№) = f Jela) costax) da. (8) 
0 


Análogamente, extender f para que sea impar nos conduce a la transformada seno de 
Fourier, . 


Јо) = 2 / /Су)зеп(ау) dy, (9) 
0 


y-la-fórmula-de-la-transformada-inversa-cs 
со ^ 

Дх) = / fa)Jsen(xa) dor. (10) 

Un hecho conocido que debe aprenderse (usando el ejemplo resuelto 9,1, „capítulo 


9) es que la transformada de Fourier de е7“? (la función gaussiana) еп К es e -eR fr, 
lo que es consistente con el teorema de la transformada inversa. 
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En general, una transformada integral es una asociación de la función 


gu) = l LINO) dy an 
А 


con la función f para alguna función fija k llamada núcleo y algún rango fijo A de 
integración. Tales operaciones son comunes en la física matemática. Así, la transforma- 
da de Fourier es una transformada integral con núcleo k(x, у) = е °/2л. Aquí llegamos 
a un importante problema general. La transformada aplica fen g; es decir, dada f, 
obtenemos g. ¿Podemos invertir esto? En otras palabras, dada g, ¿podemos invertir la 
transformación para determinar f? 

La fórmula de la transformada inversa de Fourier resuelve este problema en el caso 
k(x, у) = e7/2x1. Es decir, si conocemos la transformada de Fourier, podemos recupe- 
la función por medio de la fórmula de la transformada inversa. 

Otra transformada integral común es la transformada de Laplace, con núcleo k(x, y) = 
e” y rango [0, co], Así, la transformada de Laplace de f es 


LND) = / e*fO) dy. (12) 


El problema de inversión para las transformadas de Laplace también tiene una solución 
(véanse los detalles, por ejemplo, en Marsden y Hoffman, Basic Complex Analysis, op. 
cit., capítulo 7). 

Para f: [-л, л] >R, la relación de Parseval produce la identidad (véase la tabla 
10.5-3) 


їл = Ра 2л У аз) 


para los coeficientes de Fourier с, en la forma exponencial. Como с, es análogo a las 

transformadas de Fourier, es de esperar que algo similar ocurra en términos de f. Esto 
A + 2, . е бан 

es cierto si iri y |] son integrables; así si 


ИЛ? = / мор dx, 


tenemos 
ПАР =2"L41P. (14) 


De modo más general, (/ g} = 2л (f, £ ). En este caso, la transformada de Fourier 
puede ser de cualquier tipo: exponencial, trigonométrica, de senos o de cosenos. 

La fórmula (14) se conoce como relación de Parseval y teorema de Plancherel. 
Los detalles técnicos relativos a este tema requieren la teoría de integración de Lebesgue. 
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Si f y g son integrables en R (o en R”), definimos la convolución de f y g como 
оо 
(ж ga) = ] fœ- NEON dy. (15) 
-оо 


Esta operación aparece de forma natural en muchos problemas. Una de sus principales 
propiedades cs que 


(7 67 =2л]-@ (16) 


(véase el ejemplo resuelto 10.4 al final de este capítulo). 

Las transformadas de Fourier tienen aplicaciones importantes en matemática pura 
y aplicada. Por ejemplo, son importantes en las ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales, como la ecuación de ondas en todo R”. La razón es que, en términos de las 
transformadas de Fourier, las ecuaciones se vuelven más sencillas, a menudo algebraicas, 
y cuando se resuelven estas ecuaciones, la respuesta final se obtiene mediante la fórmu- 
la de la transformada inversa. Las convoluciones aparecen en la inversión. 

Mediante las transformadas de Fouricr, muchos de los problemas resueltos en sec- 
ciones anteriores sobre intervalos finitos se pueden traducir fácilmente a problemas en 
toda la recta real R. Los siguientes ejercicios dan un esquema de la forma de hacerlo. 


Ejercicios de $10.8 
Estos problemas se pueden resolver de manera informal, ignorando el rigor, de la mis- 
ma forma en que hemos introducido esta sección. 


1. Мибѕігеѕе que si Жо) es la transformada de Fourier de /, entonces fa) = ia fía) 
> pa? = | pr? 
y 2a јо? | f] da = JZ |а. 


2. Sea f(x, y) una función que satisface 227/92 + 0/dy? = 0. Supóngase que f(x, 0) = 


g(x) y Ит, „„/(х, y) para todo x. 


а. Sea Жа,у) 1а transformada de Fourier de f(x, y) con y considerado como 
constante. Muéstrese que fía, y) = #(0)е1°%. 


b.  Muéstrese que elel es la transformada de Fourier, con respecto a х, de 


2y 
y 


c. Dedúzcase que la solución de la ecuación de Laplace es 


AAA A „еу э 
Јоу) = = 1 myg pje O N 
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3. Ѕирбпраѕе que f(x, £) es una función para la cual 


д, a 0? 
Y, —o<xr< оо, 120, 
ðt дд 


y f(x, 0) = g(x). Sea far) la transformada de Fourier de f. 
a. — Muéstrese que f(a,f) = me 


b.  Dedúzcase que la solución de la ecuación del calor es 


great de. 


МЕ 
tansa. 


4. Ѕирбпваѕе que f(x,1) es una función para la que 


д? ð? 
сыш Fœ = 00), y Z cx, 0) = 100). 


ай aT 


Sea Ña, г) la transformada de Fourier de f(x, t), considerando і como constante. 
a. Muéstrese que Ña, 0) = gla)cos at + Ао) ([ѕеп at]/a). 


“b. Dedúzcase que la solución de la ecuación de onda es 


Де.) = zleo =i) +ga +0] + il [hix — т) + х + r)] dr. 
0° 
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Esta sección explicará la forma en que la teoría de series de Fourier en un espacio con 
producto interno (desarrollada en $10.1 у $10.2) se relaciona con el formalismo de la 
mecánica cuántica. 

En primer lugar, explicaremos algunas diferencias entre la mecánica clásica y la 
mecánica cuántica. En la mecánica clásica, el movimiento de una partícula se describe 
mediante una trayectoria definida, con su vector velocidad asociado. En mecánica cuán- 
tica siempre existe cierta “incertidumbre” en la posición o la velocidad (o en ambas). 
Para los fenómenos atómicos, esta incertidumbre es necesaria, de modo que tales efec- 
tos están fuera del dominio de aplicabilidad de la mecánica clásica. Por ejemplo, si se 
prepara una partícula atómica con una velocidad inicial definida y se proyecta sobre 
una pantalla, no sabremos con exactitud la trayectoria que tendrá, sino que al buscar la 
partícula sólo podremos determinar la probabilidad de encontrarla en una región dada. 
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En la figura 10.9-1 se consideran las partículas que se proyectan sobre una placa de 
detección, pasando a través de una pantalla con dos rendijas.* Sólo podemos determi- 
паг la probabilidad de la posición, поа posición exacta. Tras una serie de experimentos 
sucesivos y repetidos se obtienen árcas iluminadas y áreas oscuras sobre la pantalla, 
correspondientes a zonas de alta o baja probabilidad. Esto se representa mediante una 
curva en la figura. Otros fenómenos físicos, como los espectros discretos de los áto- 
mos, también requieren una descripción en términos dé mecánica cuántica, como lo 
explican los textos sobre dicha materia. 


placa de 
pantalla detección 


distribución de, 
probabilidad 


preparadas > 


idénticamente 


partículas · | 


FÍGURA 10.9-1 El experimento de la doble rendija. 


Esta infomación no debe entenderse en el sentido de а la mecánica clásica sea 
“falsa” y que la mecánica cuántica sea “verdadera”. Ambos son modelos. matemáticos 
que aproximan bien la naturaleza dentro de sus propios. rangos de aplicabilidad. La 
mecánica cuántica, por ejemplo, no es muy útil cuando se estudia la dinámica del trans- 
bordador espacial. 

La cuestión es, entonces, ¿cómo describit.el comportamiento de una partícula en 
mecánica cuántica? Una sola partícula en mecánica cuántica,es descrita por una función 
de valores complejos, p(x), donde x Є К°. Рага más partículas, se cambia R? por otro 
espacio (para N partículas, se usa RM). Si el sistema depende del tiempo, entonces usamos 

y(t, x). La densidad de probabilidad рага la posición de la, partícula en el espacio está 
dada рог у(х) Yx), de modo que si la probabilidad total es 1, entonces deberíamos tener 


ш? у Al 
р, 


es decir, que y esté normalizada: Esta última afirmación proporciona uno de los víncu- 


los entre el estudio del modelo matemático (es decir, el estudio del espacio con produc- 


з Éste es un experimento imaginario que se usa solamente a modo de ilustración. En los experimentos 
reales, la “pantalla” podría ser, por ejemplo, un cristal, y las ranuras podrían corresponder a los espacios 
interatómicos, 
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to interno de funciones de cuadrado integrables y, y las operaciones definidas en él, 
analizadas en esta sección) y la interpretación física de este modelo. 

Si estamos midiendo una cantidad definida, como la coordenada x, el momento o 
el momento angular, entonces ésta no se puede medir con total certidumbre. El aspecto 
de la mecánica cuántica que queremos explorar es la estructura matemática de las fun- 
ciones de onda y y los objetos matemáticos correspondientes a las cantidades física- 
mente medibles. Por supuesto, el tema es mucho más profundo que esto y nuestro aná- 
lisis solamente roza la superficie. 

Introduciremos algo de rigor en nuestro análisis. En primer lugar, supóngase que Y = 
12 es el espacio de funciones у : R*> С de cuadrado integrable: 


КР = (е, б) = / PODIO ах < оо. 
Como hemos visto antes, éste es un espacio con producto interno cuyo producto escalar es 


(7.8) = f „Гожа? ах. 


Así, todo el análisis relativo a un espacio con producto interno (véase $10.1 у $10.2) se 
puede aplicar a este caso. 

Un estado cuántico es (por definición) una función y Є Y tal que ІІ = 1 (es decir, 
4 está normalizada). Un observable es ип operadorA sobre Y que es simétrico (o autoadjunto, 
o hermítico); esto significa que A: Y = V es una transformación lineal que satisface 


(АР, в) = (/. Ав) 


para todo f, g € Y En realidad, A podría estar definido solamente sobre algunos cle- 
mentos de Y Por ejemplo, si A es el laplaciano, es decir, si 
д СОА д F, dS 


А = E ду? МЕТШ 


VY, 


entonces A está definido sobre aquellas f € У cuyas segundas derivadas también per- 
tenecen a И Se puede verificar formalmente que V? es simétrico, usando la integración 
por partes dos veces. Por otro lado, д/дх no es simétrico pero ¡(0/3x) sí lo es (el lector 
debe demostrar esta afirmación). (Los operadores como el laplaciano se denominan no 
acotados, y para ellos hay que distinguir entre simétricos y autoadjuntos. Para mayor 
información, véase Reed-Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, vol. 1, 
Functional Analysis, Academic Press, Nueva York, 1972.) 

Unaautofunción de un operador A es una función FE Y f # Otal que Af= Af para 
algún número complejo A llamado autovalor. Obsérvese que si fes una autofunción, 
entonces también lo es f/ Le), por lo que podemos suponer que nuestras autofunciones 
están normalizadas. 

Debemos hacer dos observaciones importantes en relación con las autofunciones 
de los operadores simétricos. En primer lugar, si A es simétrico y fes una autofunción 
соп autovalor А, entonces № es real. 


ОЙ 
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Demostración (А 7) = (АА) = АЛ. Por otro lado, (А, 7) = (7 Af) = (/, А7) = 
À ПАР. de modo que A = А; es decir, А es real. Ë 


En segundo lugar, si f y g son autofunciones con autovalores A y p y № + џи, en- 
tonces f y g son ortogonales. 


Demostración Considérese (Af, g} - (f, Ag) = 0 = (A f, g)-(f 18) = Q -UX S. 8). 
Como a # А, (f g)=0. и 


Si f y g son autofunciones independientes соп el mismo autovalor А, entonces po- 
demos obtener otras dos autofunciones ortogonales mediante el procedimiento de Gram- 
Schmidt. Se puede efectuar una operación similar con cualquier número de autofun- 
ciones, Así, las autofunciones de un operador simétrico A forman un conjunto 
ortonormal. Не aquí la relación con las series de Fourier, pues si Pp, Фф, Ф, - Son las 
autofunciones ortonormales de A у, si son completas, entonces podemos escribir Y = 


У 0р, ф) P, Para cualquier y E Y 
Por desgracia, es frecuente que las autofunciones no sean completas. Por ejemplo, 


"operador Taplácianio en R" то tiene autofunciónes (de cuadrado intégrable)”Sin ent- 


bargo, en muchos problemas importantes (problemas de “estados acotados”), las 
autofunciones son completas. Esto se demuestra en cursos avanzados de análisis fun- 
cional por medio de un teorema llamado el teorema espectral. 

Regresemos a la interpretación física de los observables. De nuevo, sea v como 
antes y A un operador simétrico. 
Intepretación física Si A se “mide” sobre un estado y, sólo se observan los 
autovalores de A. El valor №, se observa con probabilidad |, Pa) Р, donde Aq, = AQ, 


Esta interpretación es consistente, pues (véase el ejercicio 22 al final del capítulo) 


1 = (1,9) = Уро) (ео 0) = У Kw el, 


de modo que la probabilidad total es 1. Además, si el sistema ya está en el estado Фф, (lo 
que, en general, no tiene que ocurrir), entonces observamos A, con probabilidad 1 (es 
decir, con total certidumbre). Así, el desarrollo de Fourier de y permite interpretar Y 
como una “mezcla” де los autoestados ф,, y los cuadrados de los valores absolutos de los 


ASA A ОСУ RIASA „әм 


coeficientes de Fourier son las probabilidades de observar los autovalores particulares. 

Como ya hemos visto, en un estado dado y y dado un observable A, por lo general 
no se puede predecir con certidumbre el valor observado de А. Pero el promedio de los 
valores observados, después de muchos ensayos, es У” у |(ф, ФА, = (А, W) (véase 
el ejercicio 3 de esta sección). Esta cantidad (Ay, y} se llama valor esperado de A en el 
estado Y. ¿Cuál es el valor esperado de ип autoestado? 
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Probablemente el ejemplo más importante de un observable es el operador ener- 
gía, denotado H, llamado también hamiltoniano. Para una sola partícula en un poten- 
cial U, está dado por 

№ 3 

Нр = ~ Мар + Uy. 

2т 
La justificación de esta elección depende de un análisis más detallado de los fundamen- 
tos del tema; para ello referimos al lector a los textos de mecánica cuántica. En este 
caso, U es una función dada de valores que representa la energía potencial, m es la masa 
de la partícula y Л es una cierta constante que depende de las unidades de medida A = 
1.05 х 107? erg · sec y que se denomina constante de Planck. 

Por ejemplo, en el átomo de hidrógeno sólo podemos observar niveles discretos de 
energía, que son los autovalores del operador 


donde r(x, y, z) = (х? + y? + 22)! y m es la masa del electrón. Estos niveles de energía se 
miden directamente en los espectros atómicos. Hay que tener cuidado: cualquier Y es 
un estado admisible, no solamente los autoestados; pero estos últimos son estados par- 
ticularmente importantes, pues sus autovalores dan los valores que son observables. 
La razón de la importancia del operador energía es doble. En primer lugar, sus 
autovalores dan las energías observables posibles. En segundo lugar, este operador de- 
termina la dependencia temporal dey por medio de la célebre ecuación de Schrödinger: 


AT = Ну 
a, нұ 


(la solución р de esta ecuación mediante series de Fourier aparece en el ejercicio 23 del 
final de este capítulo), 
Otros operadores son: 


1. ЕІ operador posición (en la dirección х): 
Qly) =xp(x, y, 2). 


2. El operador momento (en la dirección х): 


3. ЕІ operador momento angular (en torno al eje 2): 
һ дф дф 
Ја) = – — – х=— |. 
a0) т (› Эх $t) 


Existen definiciones análogas рага Q,, Q., etcétera. 
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Las autofunciones de J.son completas, y tanto éstas como sus correspondientes 
autovalores se calculan en cualquier libro de mecánica cuántica. Los operadores Q,, Р, 
no tienen autofunciones de cuadrado integrable. 

Por último, antes de pasar a un ejemplo específico, examinaremos el importante 
concepto de conmutador. El conmutador de dos operadores А y В es el operador [А, В] 
definido por 


[А.В] = АВ — ВА, 


donde AB significa А°В, es decir, (АВ) f) = А(В(Ј)). 
Supóngase que fes una autofunción de А y de В. Si Ај = Ху Bf = uf, entonces 


[А,В] f = (AB — BAY = AQUÍ) — BOL) = pAf — Auf =0. 


Así, si A y B tienen las mismas autofunciones, entonces [A, B]f = 0 para dichas 
autofunciones, Si las autofunciones son completas, esperamos que [A, В] = 0 para todo 
f, pero esto requiere más hipótesis de las que analizaremos aquí. 

Recíprocamente, si [A, В] = 0 podemos elegir las autofunciones de modo que sean 


áiutofunciónes simültáneäs ëA y ВГЕ510`еѕ fácil'de ver ši no existen autóvalotes тере- 


tidos (el caso más general requiere de algunos argumentos adicionales). Como ejem- 
plo, supóngase que Af = Af. Entonces A(Bf) — B(Af) = 0, de modo que A(Bf) – АВР). 
Así, Bf es una autofunción de A, de modo que Bf = uf para algún x (ya que, por hipóte- 
sis, À es un autovalor simple). Así, fes una autofunción de A y de А. 

En resumen, [А, B} = 0 sii A y B tienen autofunciones simultáneas. Físicamente, 
esto significa que estas autofunciones dan observables exactos de A y B a la vez, o 
bien, diremos que A y B se pueden medir simultáneamente, Una justificación adicional 
de esta afirmación se da en el famoso principio de incertidumbre (ejercicio 5 de esta 
sección), que establece que el producto de los “errores” en la medida de A y B para el 
mismo y (es decir, medir А у B simultáneamente) es, al menos, 2KCw, yyh donde C= 
[А, В]. La definición de “error” también aparece en el ejercicio 5. 

Por último, analicemos el ejemplo de una partícula en un “pozo infinitamente pro- 
fundo”. Otros ejemplos importantes, como el oscilador armónico (Н = –(7/2т)У° + 
kr) y el átomo de hidrógeno (Н =-(12/2m)V*- 1/r) se encuentran en los textos usuales, 
y son un poco más laboriosos. El hamiltoniano para el problema del pozo profundo en 
una dimensión es 


donde V = 0 en [0, Ду V = ое fuera de dicho intervalo. Como esto no sirve para los 
cálculos dentro del espacio de las funciones de cuadrado integrable, vamos a reformular 
H pidiendo que 
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E Py 
Hp =- 
Ф 2m дж? 


en [0, 1) 


Y y Hp=0 fuera de [0, Л. 


Así, Н es realmente un operador sobre las funciones y(x), 0 < x < /, con Y(0) =y(!) = 0. 
Se sigue que Y es una autofunción sii existe una constante E tal que 


La solución general de esta ecuación es 


YO) = Asen Àx + Bcos Ax, 


donde A? =2mE/F?. Sip = О еп 0, I, entonces B = 0 también À = лл//, п = 1,2,.... Así, 
las autofunciones normalizadas son 


ф(х) = y 2/1 sen А„х 


(véase la figura 10.9-2), donde А, = пл/, n = 1, 2,..., y los autovalores son 
Bar? 
Е, = . 
2mP 


Así, estos E, son los únicos valores de la energía que se pueden observar. 


FIGURA 10.9-2 Los niveles de energía para una partícula en un pozo profundo 


өерен A чө те элес лбетте няз: 
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En este caso, estas funciones son completas, como demostramos en §10.3. Así, si 
una partícula está en un estado у, la probabilidad de que observemos la energía E, está 
dada por 


2 


РАГЫ 7 
Ke, pa? = 7 Y ф(х) sen dx 
o 


Ejercicios de $10.9 


1.  SeaA unoperador en Y Defínase su adjunto A* como (A* x, у) =(x, Ay) (supóngase 
que tal A* existe). Demuéstrese que (AB)* = B*A*. 


2. Sea VigualaR” yA: У > Y lineal. Demuéstrese que А es simétrico en nuestro 
sentido si su matriz con respecto a cualquier base ortonormal es simétrica en el sen- 
tido usual de las matrices; es decir, si а; + ay. 


o == 3—SeaA un operador simétrico en' Ycon un conjunto completo'de autofiinciones фу 7 


Pir Ф... - y autovalores Ag, №... .. Sip E Y muéstrese que el valor esperado de 
A está dado por 


(АФ, 0) = Y (0, on) An. 
п=0 


Interprétese esto en términos de la mecánica cuántica (es decir, desde el punto de 
vista de la probabilidad). 


4.  Supóngase que (Af, g) =- ( Jf. Ag) para todo f, g € V Muéstrese que A?es simé- 
trico y que solamente tiene autovalores negativos. 


5. Principio de incertidumbre. Sea A un operador simétrico. La incertidumbre (о 
varianza) en la observación de А en un estado y está dada por 


ANA, р) = ((А — (Ар, ш), 0). 


а. Мибѕігеѕе que esto cs igual а (А20, Ф) — (Ay, p)?. 


o ir 


b. Sean A, B dos operadores simétricos у C = [A, B]. Muéstrese que 
AA, АВ, ф) 2 АСФ, Ф)Р. 


Obsérvese el caso especial [А, В] = 0 e interprételo. 
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с. Para el caso Ау = хр y By = (1/09 /9x (posición y momento), muéstrese 
que 


АЗ(А, Ф)АЗ(В, р) > а? 


(рага І] = 1). Éste es el principio de incertidumbre de Heisenberg. 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 10 


10.1.2 Teorema El espacio Vde las funciones continuas f : [a, bj — С es un 
espacio con producto interno si definimos 
J bl i 
(лд = [rama 
а 
Demostración Las propiedades del producto interno se siguen de estos cálculos: 
b —— 
(af + bg, h) =f [аў (х) + Ье(х)](х) dx 
a 


b b 
sa | уодйбак+» | gwh dx 
=0(f,8)+b(£,8). 


b b 
(f.g)= у FO dx = / леу 


b 
= | Тг оа 67) 


iii. Obsérvese de ii que (f, f} =(f, f}, de modo que (f, f } es real; así, (АЈ) > 0 tiene 
sentido. Entonces 


b b 
ОЛ) = f SaO dx = / ло) dx = 0, 


pues [яр > 0. 
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Por último, supóngase que (АР) = 0. Si h es continua y Л > 0, entonces 
b 
f х) ах = 0 implica h=0 
а 
(véase 88.4) y entonces (f, f} = 0 implica Јах = 0 y, por tanto, /= 0. ш 


10.1.3 Desigualdad de Cauchy-Schwarz Sean } g pertenecientes al espa- 
cio con роо hiterno У; entonces 


ЕЕ Л. 


Además, Y con la norma (| satisface los axiomas de un espacio normado y, con а(}, 
8) = Iz- ell los axiomas de un espacio métrico. 


Demostración En primer lugar, demostremos la desigualdad cunado llell= =1: 


| 0s lis- DE = (/— LeS- 6 &)8) 


у гера 0-0 ЕЮ 


== PRU = ПЛР = 8). 


Así, 
Para el caso general |(/, | < ПАЇ ИТ podemos suponer que g + 0, de modo 
ue [|g]| # O. Sea h = 8/ || в ||, de modo que || + || = 1. Entonces (430) < |А. Pero 
w һу| = KA #14141 | Fl, por lo. que obtenemos el resultado. ы 


Este método es análogo al usado para demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz 
en los espacios con producto interno real (capítulo 1), excepto que ahorá es necesario 
un poco más de cuidado para llevar un registro de los complejos conjugados. El lector 
debe obtener las demás propiedades, teniendo un cuidado especial con la desigualdad 


triangular 1+ 8|| = ЛА F 1811 


10.16 Теогета Sea У =12 el espacio a f: la, b] >C tales que || es 
integrable (es decir, №? HON < оо). Entonces el espacio Y es un espacio con producto 
interno; con el producto, interno dado por ` 


и 8) -f fga) dx 


b Y 
= ( Гло? А 


y la norma 


А 
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Demostración En primer lugar, si [| I| =0, tenemos que Дух]! ах = 0, de modo 
que por el teorema 8.3.4ii del capítulo 8, fse anula excepto posiblemente еп un con- 
junto de medida nula. Como estamos identificando las funciones que coinciden ехсер- 
to en un conjunto de medida nula, f= 0. Por último, (f, g} satisface las demás reglas de 
un espacio con producto interno, como se muestra en el teorema 10.1.2. Sólo necesita- 
mos mostrar que (f, g} es finito (es decir, que fg es integrable). 

Si sólo fuéramos a trabajar con funciones acotadas, fg sería integrable y acotada, 
pues lo son f y g (véase el capítulo 8). Como permitimos el uso de integrales impropias, 
Ду g no tienen por qué estar acotadas. Si separamos y g en sus partes real e imaginaria, 
y en sus partes positivas y negativas, podemos restringirnos al caso en que f y g sean 
reales y positivas (se pedirá al lector que desarrolle los detalles como ejercicio). Para 
cada М > 1, defínase (fg) como en el capítulo 8. Queremos mostrar que 


b 
lím | (Jg)m < оо. 
M—=o0 Ja 
Al examinar los casos, vemos que 


05 mE [8 Г + 8 


de modo que 
b 
А 


См s Laa + ШАЛЕ + [е yal? 


< ПАРЕ Л + Ш + Педа, 
por la desigualdad de Schwarz. Pero 14|] 5 ПА y ll8 уя || < llell, de modo que 


b 
Сәм = ПАПЕ + ПАТ + lell? < oo. 


En consecuencia obtenemos el resultado (los límites existen cuando la integral crece 
con M; sólo necesitábamos mostrar que estaba acotada superiormente). 

Por último, para las funciones continuas a trozos, observemos que éstas forman un 
espacio vectorial (ejercicio 9 al final del capítulo) y que están acotadas (ejercicio 11). 
Por lo tanto, ambas funciones, f y LF, son integrables, pues el conjunto de discontinui- 
dades es finito (véase el capítulo 8). в 


10.2.1 Teorema Enun espacio con producto interno И supóngase que f= Y cP 
para una familia ortonormal фу Ф... en V (convergencia en media) y que fE Y 
Entonces c= (f, Ф) = (фу, Ў). 


Demostración Seas, = У? сф, de modo que 
n > i. Formamos 


| f=s, || 0. Fijemos ¡ y sea 


UU su vid = (Li) — (Su у). 


RE 
A A NN 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 10 621 


Esta expresión tiende a cero cuando п > eo, pues | f- Ф| 5 If- sll- Para n 2 i, 
tenemos 


п 


(зр) = Y (сиг ри) = У elpe pi) = У bu = ci. 
0 120 


k=0 
Así, (f, Фу — с; ә О cuando л —> eo, Puesto que esta expresión es independiente de n, 
tenemos que (f, ф) = с. я 


10.2.3 Desigualdad de Bessel Sea q, Ф... . un sistema ortonormal en un 
espacio con producto interno Y Para cada f€ У la serie real Yo |(5 pol converge, 
y tenemos la desigualdad 


E ПАР. 


i=0 


Demostración Sea s,= Уу (А 0), Primero mostraremos que f— 5, Y 5, 500 


„ortogonales. Рага verlo, basta тозїгаг. дие f—s, у Ф, 1.51 < л, son ortogonales (рог... 


qué?). De hecho, (f, – 5, 4) = (А 0) — (5. Ф) Y (Sw P) = (А. Фу), pues 
(зар) = Y ejeje) = Dei = (e 
j=0 #0 


(éste es el mismo cálculo que en la demostración del teorema 10.2.1). Si g y А son 
ortogonales, entonces | g+h | 2 | g + | h i (teorema de Pitágoras, ejercicio 1, §10.1), 
y entonces 


ИЛ = IF — Sa + sal? = ПР +I = sall’: 


en consecuencia, ls, ll = Ilo А. Аһога © 


Р = 


= ler, 
і=0 


р 
о 


pues 1а: ф ѕоп ortogonales, y en consecuencia, 


Р = en Ps ПАР. 
i=20 


Así, la suma parcial de la serie У" KA pp] es ||з. ||, que es una sucesión crecien- 
te, pues los términos de la serie son > O y la serie está acotada superiormente por ПАР. 
Рог lo tanto, la seric converge a una suma = ПА. и 
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10.2.4 Teorema de Parseval Sea Y un espacio con producto interno у Ф 
фә... Un sistema ortonormal. Entonces фу, Фф, . . . es completo sii para cada /е у 
tenemos 


ПАР = У Л. emp. 


Demostración Sea s,= Èo (7. 0) 9. En la demostración de la desigualdad de 
Bessel se mostró que 


ПАР = 117 salf + 152. 


$ 1 x 
Si Po ф,... . es completo, entonces s, > f, por lo que IF- 5, | > 0. En consecuencia, 


sin—= о en ||, = Ут, KA Ф) obtenemos ТАР = 57 10 epi. 


Recíprocamente, si se cumple esta relación, entonces ЇЇ ~ |18, | => 0 cuando 
n -э œ, у entonces Il- „| > 0; es decir, s, > f, lo que significa que 


f= ANA ш 


10.2.5 Teorema de la mejor aproximación media Sea Y un espacio con 
producto interno y Go, Ф... ., p, un conjunto de vectores ortonormales en Y Entonces, 
para cada conjunto de números to, ts... , by 


7- Уе) 


£=0 


= 


La igualdad se cumple sii t, = ( f, ф,). 


Demostración Sean c, = (f, g), s,= Vio Ci Y у ha= У" оф. Se pide mostrar 
que 


If sl? = иу = Alf 


y que la igualdad se da sii д, = с,. Para ver esto mostraremos que 
4=0 


n # n. 
IS = ll LAR Y leel + S les — i? =[у—з]+У ler — nt, 
k=0 k=0 


lo que basta para demostrar el teorema. Para demostrar esta igualdad, obsérvese que 


П hall? = (£ — huf — hip) = (7) (fin) — (limf) + (hin, hn). 


эчүне сөзе A A e mee лгу слет 
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En primer lugar, 


А 
(ль, tin) = lui je) = Убу = У ll. 
i 0 


hj 


en segundo lugar, 


(л) = (fY hpr = añ. 
=0 par] 


así, 
п п п л п 
А = = 
П-р = А-У о-у пау Р = ЇЛЁ—Ў +5 а-а, 
k=0 k=0 &=0 k=0 k=0 


como se pedía. ш 


10.3.1 Teorema de completitud media Los sistemas exponencial y 
|. —trigonométrico.en [0„2л].(о-{=л„л] ).son.completos en.el espacio V=.L? de funciones f :. =— .. 
[0, 21] > C con №" |F| "ax < œ (la integral puede ser impropia). 


Demostración! Por nuestras observaciones en el texto y en el ejercicio 1 de $10.3, 
basta considerar el caso exponencial. Los siguientes lemas contienen dos resultados 
necesarios. 


Lema 1 (Teorema de Stone-Weierstrass en un caso particular) Sea f : [0, 271] > С 
continua y ҒО) = 7) (periodicidad). Entonces, para cada e > 0 existe n y existen cons- 
tantes c, i==n,...,71,0,1,...,n, tales que si formamos la función 


nix —ix —2іх піх 


м А sa Т 
р!) = со + спех + све +. + сле +с-1е + Cae Фс, 
entonces 
РО) — pato] < = 


para todo x € [0, 2л]. 


+ Una demostración de Luxemburg que no está basada en el teorema de Stone-Weierstrass se apunta en 
el ejercicio 75 del final del capítulo. Otra demostración, debida a Lebesgue, aparece en el ejercicio 76. Sin 
embargo, ambas demostraciones se basan en el recíproco del ejemplo 10.2.7 (véase el ejercicio 14 al final 
del capítulo), que usa la completitud de 17; es decir, la integral de Lebesgue. 


624 Capítulo 10 Análisis de Fourier 


En el capítulo 5 demostramos el teorema de Stone-Weierstrass. Véase también el 
ejercicio 44b, capítulo 5, 


Lema 2  Seaf: (0, 2л] >C de cuadrado integrable y e > 0. Entonces existe una 
función continua g : [0, 2л] >C tal que g(0) = g(21) y 


If = elf = ГА О) – во dx < e. 
0 


Demostración Supóngase primero que f= 0 y que está acotada superiormente 
por M. Dado ғ > 0, elegimos una partición Р de [0, 271] tal que, si h=f?, 


5 


/ Y cda =) 
0 i=] 


<3 


y hacemos una estimación similar para f. Podemos trazar una gráfica compuesta por 
líneas rectas correspondiente a una función continua g que sea constante = с) en [y,, 
21, donde [у, z] С Lx, ху], |» -x| <E/8BM°ny |а -z| <8/8M?n, y tal que g esté 
acotada por M. Entonces 


2 


/ р-а f ЧС +e = 0) < у+4М ¿a me, 


sumando y restando las aproximaciones de ff? = fh у ff y usando la definición de g. 
Los detalles se dejan al lector. 

Se puede tratar el caso general si escribimos fcomo f=f*-— f (véase el capítulo 8), 
de modo que podemos suponer que f > 0. Formamos f,, como en el capítulo 8 y elegi- 
mos M suficientemente grande como para que JI-F Ѓ </4, lo que es posible por un 
corolario del teorema de la convergencia monótona (capítulo 8). Así, podemos elegir g 
tal que Да, < 2/4, y entonces J|- g |° < e, pues 


l-el =f -Allt le -Mls E E Yo ш 


Para demostrar el teorema a partir de estos lemas procederemos en dos pasos. 


Paso 1 Demostración del teorema para f continua y periódica, 
Sea 


dak 


е 


Vr 


5 = УЛ. хук. donde y(x) = 


-п 
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Para e > 0, debemos mostrar que existe N tal que n > N implica 17 з, | <e, Basta pro- 
ducir un solo п, pues, por el teorema 10.2.5, Iz- Small 5 |z- Sall. Usamos el lema 1 
para elegir p, tal que ©- pœ] < elf2x, y formamos el s, correspondiente. Ahora, 


„ Ir a 2т E 2 , 
-Phl = = paa) dx < = | dase 
ТТЛ / Год = paf dx / (5) к=є 


Así, Iiz- pal < e. Por el teorema 10.2.5, 
If = sell ПА pall < =, 


pues la scrie de Fourier da la mejor aproximación media a f. Esto demuestra el paso 1. 


generales. 


Lema 3 Sea Yun espacio con producto interno y sea Qp Qi... una familia 
ortonormal. Supóngase quef E V уў, эў Si 


La =Y Um order 
10 


para cada n, entonces 


= УА). 
0 


Demostración Dados > 0, sea N tal que k > N implica |] £, — f|] = 8/3. Elijamos 


Mtalquern=M implique 


п 


У о); Lu | < 


¿0 


wm] 
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Usando la desigualdad triangular, 
п п n 
Der | < Уе – Уе 
j=0 ` j= ¿=0 
п 
+ У Uned — fo + — Л. 
0 
Por la desigualdad de Bessel, el primer término es < Ш Así, п 2 М implica 
а є е e 
УХлеђе кве, 
С 3 3 3 
¡0 
lo que demuestra nuestra afirmación. ш 
10.3.2 Teorema de la convergencia puntual 5еа/: [0,27] >R (of: [-л, 
л] > R) continua a trozos, con una discontinuidad de salto en Xo у supóngase que 
Род) у РО) existen. Entonces la serie de Fourier de f (еп forma exponencial o 


trigonométrica) evaluada en ху converge a [/(ху) + FDA. En particular, si f es 
derivable en ху, la serie de Fourier de f converge en xp а f(x). 


Demostración Es conveniente demostrar primero el siguiente caso particular: 


Lema 4 Seaf:[-1,1] >C de cuadrado integrable y derivable en x, (como siempre, 
extendemos f de modo que sea periódica). Entonces la serie de Fourier de f en x con- 


vergea ft. 


Demostración (Seguimos una demostración de P. Chernoff.) Si trasladamos y su- 
mamos una constante, podemos suponer que xy = 0 y que (х) =0 (¿por qué?). Defínase 
una nueva función g(x) como 


Јо) 
ек — 1 


six=0. 


(0: 
50) = six#0 y кш=”@ 


Por la regla del cociente del cálculo se sigue que g es continua еп 0. Como 1/(e* – 1) 
está acotada en valor absoluto fuera de una vecindad de O, se sigue que g es de cuadrado 
integrable (¿por qué?). 
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Ahora, f(x) = (e — 1) g(x). Sea c,(f) el n-ésimo coeficiente de Fourier de f y c,(2) 
el coeficiente correspondiente de g. Por definición, 


Cal) = Cn (8) ~ Calg). 


N 


у (Р = 0-18) — cng), 


n==N 


cial en x= 0 de la serie de Fourier de f. Pero ca(g) > 0, por la desigualdad de Bessel. En 


pues tenemos una suma telescópica. Como x = 0, Sy с, 7) es la N-ésima suma par- Г 
1 
Н 
consecuencia, У" с, > 0 = 0). W ' 


En realidad, no necesitamos el hecho de que f sea derivable en xp. Si f “es Lipschitz” 
en xy (es decir, si existe una constante M tal que [Fœ -fe - х| = M para |x- xl < 
8, x # хо), podríamos obtener el mismo resultado mediante una demostración análoga 
(sólo necesitamos que la función g de la demostración sea de cuadrado integrable, o 
incluso solamente integrable). Por ejemplo, si fes continua y f'(x) y Р(х) existen, 


entonces se-satisface esta condición (¿por qué?): UR 
Para demostrar el teorema a partir del lema 4 y las observaciones anteriores, con- 


sidérese 


Ро) х<х0 
һЮ(ху)у=4 fo) х=хо 
РО) х> хо. 


a ца заалаа ы. АС гу 


Entonces h es una función escalonada y podemos calcular su serie de Fourier de forma 
explícita (сото еп el apartado І, tabla 10.5-4; véase el ejemplo 10.5.3). En particular, 
esta serie converge a [ f(x) + f(x9)1/2 en хо. Considérese ahora la función 


k(x) = f(x) — ҺО). 


Entonces k(xo) = 0 = Ах) = (хс) y (х0), Кх) existen. De donde, por el lema 4, la 
serie de Fourier de k converge a 0 en x, En consecuencia, la serie de Fourier de f 
converge а [ / (ху) + /(х„)]/2 en xp. Esto demuestra la afirmación. a 


Pasemos-ahora-a-la-larga-demostración-elásicadeHeorema-10.3.2-Más-adelante-será 
conveniente tener esta demostración a mano, a pesar de que es más complicada que la 
recién expuesta. En primer lugar, explicaremos la idea básica detrás de la demostración. 
Sea s,(x) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier trigonométrica. Escribiremos 


sas) = [ С JOD,- EdE 
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para una función D, que especificaremos más adelante (lema 9); decimos que s, es la 
convolución de f y D,. Demostraremos que D, tiene área unidad y que se “concentra” 
en torno a 0; es decir, se comporta como una función delta de Dirac. Cuando n -э os, la 
convolución elegirá el valor de fen x. Véase la figura 10.P-1. Por esta razón, también 
diremos que D, es una identidad aproximada. 


FIGURA 10.P-1 La gráfica de la función identidad aproximada DD 


Antes de poder formalizar estas ideas, necesitamos algunos resultados prelimina- 
res. El primer lema es una generalización del ejemplo 10.2.9. 


Lema 5 Lema de Riemann-Lebesgue Supóngase que f está acotada y es 
integrable (Riemann) en [a, b]. Entonces 


b 
im f fœ)senlax)dx = 0 


(donde el límite se toma para los reales a > 0). 


Demostración Primero supóngase que fes una constante M. Entonces 


b 
/ senax dx 
a 


2M 
|7 0 cuando а — оо. 


costara) – соѕ(ор) 
= mj Leea = costal 


b 
J rosenaxar = |M] 


< 


Así, el resultado es cierto si fes una constante. 
Para el caso general, dado e > 0 elegimos una partición P = (xp, ху,...,х,} de [a, b] 
tal que U(f, P) - L(f, P) < є/2. Entonces 


Ш/.Р›= Y Miri) У LP) = Y md xi), 


ial i=l 
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donde М, es el supremo de fen [x,. ,, х] y т, es el ínfimo. Sea m la función escalonada 
igual a т, еп Ix- х[. Elegimos № tal que 


b п xj є 
/ т(х)ѕепах ах = Zf твепехах < 3 
в ial “5-1 


sia > N, lo que es posible pues т, es constante y п es fijo y finito. Por la desigualdad 4 
triangular, рага а > N, 


b b b 
J rosmaxds s / т(х)ѕепах dx +| f иө - тойзелох Е 


b 
< if Мо) — m(x)| dx, 
donde M = М, en ]x;_ ,, х] (aquí hemos utilizado | sena x | < 1). Pero М(х) - m(x) 2 0 y 
E {М(х) — mx) dx = UL, P) – ШУ, P) <3 5 


y entonces. paraa: > N, 


b 
fx)senaxdx 


a 


<c. Ш 


Lema 6 Supóngase que g : [0, а] > R es continua a trozos y que g'(0*) existe. 
Entonces 


m f в оета - т 


3805. 


| 
1 
Demostración. Como d 


| | е 9 Е 
{| Куе =г@)/ senkxdx f ga) -80 арка, | 
0 х o de o $ 


basta mostrar que 


T SE а cuando k — оо, (1) 
o х 2 


у que 


а РЕ; + 
f O entr — 0 cuando k > оо. (2) 
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Para demostrar (1), obsérvese que 


“ senkx Ка сеп 
/ dx= — dt, 
о х о f 


Іо que converge а л/2 cuando k — оо, pues [у Usen )/1]dt = л/2; véanse el ejemplo 
8.5.6 y el ejercicio 29 al final de este capítulo, 

Para demostrar la ecuación (2), obsérvese que [g(x) — g(0*)]/x está acotada y es 
integrable (pues cuando x — 0 esto tiende a un límite g'(0*)). En consecuencia, 


f 800 — 807) -80 ) enkxdz —0 
0 


х 
cuando К — =, por el lema 5, 5 


Necesitamos el lema 5 para q real y [a, b] un intervalo arbitrario. Obsérvese que 
este caso no se sigue del ejemplo 10.2.9. 


Гета 7 Sea g continua a trozos en Ja, Ы у con una discontinuidad de salto en ху. 
Supóngase que g(x5) y 8'(x;) existen. Entonces 


b К ы Е 
lím | коЛ — 40) q, _ тб +A 
k—=00 Ja Х = хо 2 


Demostración Escribimos la integral como una suma, 


b хо b 
/ z / Е f У 
а а хо 


y observamos que 


o ka — х yowa . 
/ go ka ao y, ШЕСЕ 
а o о 


y que 


X — Xo $ 


v bx 

EE ° | 
| о — хо] w= | E dt. 
xo 0 


Ahora, sea k — æ y utilicemos el lema 6. Obtenemos Tg(x; )/2 y ле(х{ )/2 como límite 
de estas dos integrales, respectivamente, cuando k > oo, E 
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Lema8 547: [0, 27] + R. Entonces la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier 
de f se puede escribir como 


эт п 2х 
з„(х) = = / sods Y / /@) cos k(1— х)@. а 


Demostración Esto está claro si recordamos que 


cos[k(t — x)] = cos kt cos kx + sen kt sen kx, W 


PP 


Y 


Lema 9 Sea ѕ,(х) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f. Entonces 


sen[(n + 1/2)u] 


р fp” 
swz / яр, = xd donde D,(u)= зеп(и/2) 


Demostración Esto es consecuencia del lema 8 y de la identidad 


\ 
! 
| 
| 
ыз ыы да. узуы 


Y он 142 Y cosku 20 1/2 


к=п =! sen(u/2) 


‚ам a E 


(ejercicio 5, 810.2). E 


5 


Ahora estamos listos para demostrar el teorema de convergencia puntual. Debemos ? 
mostrar que 
fa) +/ бф) 


Salxo) > 2 р | 


cuando п > °°. Supondremos que 0 < xy < 2л. Pedimos al lector que analice los casos 
Xp = 0 y xp = 2л por separado. Por el lema 9, 


500) = 1 [ воў + 1/21 — хо)] а, 
0 


t— хо 


donde 


-— (г=х)/?: 
во) SO 0/2 0/2 хо #1. 


Porel lema7 (que es aplicable, por el ejercicio 41 al final de este capítulo), tenemos 


Do 
soo) > DEL, 
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Ahora es muy fácil ver que 
800) =f0) у 800) ESET) 


con lo que obtenemos el teorema. п 


10.4.2 Teorema de Fejér  Supóngase que fes continua a trozos еп [0, 2л] y que 
ЖОху)у РО) existen. Entonces la serie de Fourier de fconverge(C, 1) en xy a[ хі) + 
хо. Si f es continua y f (0) =f(270), la serie de Fourier converge (C, 1) uniforme- 
mente а]. 


Demostración Рог razones de notación, es un poco más conveniente usar [-л, л] 
en vez de [0, 2л] para esta demostración; esto no afecta las conclusiones. Considérese 
s, x) = Ун „се“. la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f. Para analizar la 
sumabilidad (C, 1), sea 


Por el lema 9, 
(х) = HE re-a ()аг, 
AS тд] 27 Jor i ' 
4=0 
es decir, 
вд = зт f ла Рада, 
donde 
ШЕ 
Ей) = — Ñ рй) 
n+l талу 
es el núcleo de Fejér. Necesitaremos los siguientes lemas. 


_ 1 sent[(r+ 1)1/2] 
Lema 10 RO=- за) 
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Demostración Por la fórmula рага D, (lema 9), tenemos 


п 


_ < sen[(k+ 1/2) _ 1 i/d 
(п + Fa) = 2 OIT (E e 


k=0 


А 1 im ар ет -1 
sen(1/2) е" —1 


1 ет L | 
~ sen(r/2) Im { ей? — grin ) 
1 cosfta + 1) _sen*(1/2(n + 1)] 
T 2se 0/2  sen?(/2) 


Lema 11 El núcleo de Fejér tiene las siguientes propiedades: 
і. Fn(t) es 27 -periódico. 


L 
ii  — „(04 = 1. 
ii. 2 Еда = 1 


Td o 


Ш. А0) 2 0. 
iv Раға cada д > 0 fijo, йй Ји ЕА) di = 0. 


Demostración іу й se siguen de la definición de F, iii es consecuencia del lema 10. 
iv: Para ô < А < л tenemos l/(sen? 1/2) < (sen? б/2). Por lo tanto, 


1 1 
n+l sen?(8/2)' 


0 <Р) < 


é sli sr. 


Como esto converge a 0 uniformemente cuando п > eo, la integral Јал ЕХ? => 0. 
и 


Vamos a demostrar ahora el teorema de Fejér. Usamos la misma técnica que en la 
demostración del teorema de la convergencia puntual (véanse los argumentos posterio- 
res al lema 4), por lo que basta demostrar la última parte del teorema. Así, supóngase 
que fes continua. Tenemos 


- 1 z аниц 
ох) = 7 _ Te —DE (0) dí. 
Por lo tanto, por ii del lema 11, 


ру" 
РО) – ox) = zÍ (Ро) -fu — Fal) de. 
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De acuerdo con esto, por iii del lema 11 (positividad de F,), 


ру" 
РО) — ono] = F о) — Дх — 0Е,0) de. 


Dado e > 0, podemos usar la continuidad uniforme de f para determinar $ > O tal que 
[лод -fol sesi |x ->| < 6. Entonces 


1 
1109 – о„0)| = 7 | Ро) — f(x — DFN de 
T ЈЛи6 


Д 


Ро) — Дх — DFN de. 


27 б=т 


La primera integral del miembro derecho está acotada superiormente por 


1 


27 Las 


1 у" 
EFAOdt = žl FAO di = є. 
E ЕЕ 


La segunda integral está acotada por 


1 M 
— у. 2MEXO di = — Fali) de, 
27 Jessz ós Il <w 
donde M= sup,| f0) | Por la propiedad iv del lema 11, podemos elegir N de modo que si 
п 2 N, esta última integral sea < є. Así, sin > М, |f69-0, w| Se+rte=le. E 


Se puede demostrar que las sumas de Cesaro convergen a una función integrable, 
excepto posiblemente en un conjunto de medida nula (véase Hewitt y Stromberg, Real 
and Abstract Analysis, Springer-Verlag, pág. 294). 


10.5.1 Teorema de integración — Supóngase que Fl Rolf dx < оо y que ftiene 
la serie de Fourier ; 


ос 

а 

3 + J (a, cos nx + Б„зеппх). 
nl 


Entonces, si g(x) =$, }(у)ду, tenemos 


оо л Y 
glx) = sain + y (a f cos ny dy + bn пуф) 


п=1 к E 


_ах+т) E an bn e. 
s ORED, Y f Hsen 20-0) cos 10) 


n=l 


y la convergencia es uniforme para -A < х < л. 
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Demostración Ргерагагетоѕ el siguiente lema. 


Lema 12  Supóngase que f, : [a, dx< ° yf, ә Реп 


media. Sean 
g= [nord у #®= | fod. 


Entonces g, > 8 uniformemente en [a, Б]. 


Demostración Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 


lgntx) — gW < (/ АО) ЛО) a) 
= (Гоо лора) о-ө = 1 -1P0-0, 


de donde es obvio el resultado. п 


Рага el icorema, sea s,(x) 1ай-ёвїта suma parcial de la serie de Fourier y sea f= s, 
en el lema. Sabemos que f, — f en media (teorema 10.3.1) y que g, >g uniformemen- 
te. En este caso, g, es la suma parcial de la serie de Fourier integrada, por lo que obte- 
nemos el resultado. и 


10.5.2 Fenómeno de Gibbs  Considérese 


-т=х<0 
= {5 b Оххх, 


y supóngase que а < b. Sea s,(x) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier 
trigonométrica. Entonces el máximo de s, se encuentra en л/2п y el mínimo en -л/2п, 


y además, 
2) (2 [ + AE b = (b — aX(0.089) + b. 


Е т 
ит sn (57) = (5 
Análogamente, 
9 п (b=a\ ү 2. sent 
as (=37)= ( = ) ESF a r) жага (Б — а)(0.089), 
y la diferencia de estos límites es 


г с de 1) =0-00.179) 
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Demostración Demostraremos en primer lugar el caso particular а = –1, b = 1. 
Hemos visto que la serie de Fourier de 


вш =( E —rsx<0 


О<ххт 
es 
4 y een - Эх] 
TG 2-1 ` 
Sea 


y _ 4 Esen[(2k — 1] 
SORPO д-т 

k=l 
Derivando, vemos que s, tiene un máximo en x, =л/2п (algunos detalles los dejaremos 
al lector). El valor en ese máximo es 


уту 4 «епі — 1)r/2n] _ 2 Eosen[2k ~ 1)т/2п] 
(2) +5 2 y 


2л/ т 2К—1 E Qk- )т/2л \л 


kel 


Ésta es una suma de Riemann рага la función (sen y)/y en [0, л] para la partición (0, 
л/п, 2л/п,...,л}. En consecuencia, si elegimos п par y hacemos n > хо, esto converge 


(véase el capítulo 8) a 
2 ["ѕепу 
= — dy. 
Шш Í de ? 


El caso del mínimo de f para x < 0 también se cumple, pues f y s, son ambas impares. 
El valor numérico de la integral es aproximadamente 1.179 y se calcula mediante 
métodos numéricos, como podrán verificar los lectores con sus calculadoras o compu- 
tadores personales. 
El caso de f general es consecuencia de la observación de que su serie de Fourier 
tiene como n-ésima suma parcial (1/2)(Ь — а)(5„ + 1) + a (¿por qué?). и 


10.6.1 Teorema de convergencia uniforme Supóngase que f es continua 
en [-л, л], fio) = f(x) y que f' es continua a trozos, con discontinuidades de salto. 
Entonces la serie de Fourier (trigonométrica o exponencial) de f converge a fabsoluta 
y uniformemente, Una afirmación similar se cumple para f en (0, 2л]. 


Demostración Podemos escribir 


ес 
fa) = Е + Na, cos nx + b, sennx), 


nel 


Demostraciones de los teoremas del capítulo 10 
por el teorema 10.3.2. Los coeficientes de Fourier de f' son 
Lp, mf, 
„= f'œcosnxdx, В, = 7 /'(х)зеплхах, 
-r -r 
y tenemos que 
т 1 


т п 
+- /(х)зеплхах = nba, : 
-xr T В 


-r 


n 
On = —/(х)со$пх 
T 


уа que podemos integrar por partes y /(л) = /(-л). Análogamente, В, = –па,. 

Hay que tener cuidado con la justificación de la integración por partes, ya que f' 
existe solamente a trozos. Pero si la integración por partes se aplica en cada trozo usan- 
do el hecho de que f' tiene solamente discontinuidades de salto y observando la conti- 
nuidad de f, entonces obtenemos los resultados. 


Lema 13 Вајо las condiciones del teorema 10.6. 1, tenemos 


= м = Oe a с O mman е A A 


У jan] < оо, 2. lb] < оо, 


y na, > 0, nb, > 0. 


Demostración Sabemos que У" 92 converge (рог la desigualdad de Bessel para 
Р). Seas, = У i |а, 


L _ Е (а 
SEVE и 


kal t=] 


por la desigualdad de Schwarz. Como esto está acotado, también lo $ з, y por lo tanto 
converge (una sucesión creciente converge sii está acotada). Así, Y, a la, | converge. 
Como $, > 0, también tenemos que na, > 0. El caso de los términos b, es similar. ш 


Basta mostrar que 4/2 +È. (a, cos nx + b, sen nx) converge uniformemente, ya 
que el límite debe ser f(x). A su vez, basta mostrar que У a, cos пх + b, sen nx) es 
uniformemente.convergente.-Sin-embargo, 


Ja, cos nx + b,sennx| < |а„| + l6,] = Ma, 


y entonces, por el lema, Ум, converge. Рог lo tanto, por el criterio М de Weierstrass, 
la serie converge uniforme y absolutamente. E 
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10.6.2 Teorema de derivación Sea f continua en [-л, л], fea) = f) y f' 
continua a trozos, con discontinuidades de salto. Supóngase que f" existe en x Є [—x, 
л). Entonces la serie de Fourier para 


oo 
FO) = F + Sá, cos nx + b sennx) 


n=l 


se puede derivar término a término en x para dar 


оо 
Го) = Y (na, sennx + пр, cos nx). 


n=l 
Además, ésta es la serie de Fourier de f’. 


Demostración La demostración del teorema 10.6.1 probaba que los coeficientes 
de Fourier de f' están dados por 


аһ = nba, Ba = —na,. 


Esta observación basta para demostrar el teorema, ya que si f" existe, f'(x) será la suma 
de la serie de Fourier. mM 


10.7.1 Teorema En el problema del desplazamiento inicial, supóngase que f es 
dos veces derivable. Entonces la solución a dicho problema es 


птсі 


у(х) = ¿Ue = ct) + f(x + cen] = Ука” cos T 


donde los b, son los coeficientes de la serie de senos en un semiintervalo, 
2 р nax 
= = | fix)sen— dx, 
L Jo 1 


y f se extiende de modo que sea impar y periódica (dos veces derivable significa que la 
función f extendida es dos veces derivable; véase la figura 10.7-2). 


Demostración La serie de y(x, f) converge porque У Б, зеп(плх/у converge 
uniforme y absolutamente a f (teorema 10.6.1). Vamos a mostrar que 


Y bs sono cos E = ¿Ue = ct) + f(x + ct)]. 
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Para ello, obsérvese que 


птх лтсі пт(х — ct) пт(х + сї) 
2 sen —— 608 1 =зеп-———— + sen — A 


de modo que 


nax птсї pen ct) pra 
S basen E cos E y Y base «Уке 


= 5176 = ci) + f(x + сї)). 
Ahora verificaremos que 


у(х) = 500 — с) + f(x + сї)] 4 


satisface todas las condiciones. En primer lugar, 


2 2 


ду... .1. 2р р Е _2 
2 2807 6 an 


En segundo lugar, en г = 0, у(х, 0) = х) y _ * 
1 
З 0) = AS] = 0. 
ot 2 
En tercer lugar, y(0, £) = 3 [f=ct) + f(ct)) = 0, pues fes impar (al extenderla) y 
у) = 5/0 = с) +0 + с)] = 0 


pues /(1— сї) = -flet – 1) = -fíct + 1), ya que f(x) = f(x + 21) por la periodicidad. и 


10.7.2 Teorema 5; ез de cuadrado integrable, entonces, para cada t > 0, 


so 
ao КЕ пях 
То) = + J ае" "1 cos — = 


n=l 


converge-uniformemente-es-derivable-y-satisface-la-ecuación-del-calory-las-condicio- 
nes de contorno. En t=0 es igual a f en el sentido de la convergencia en media, y 
puntualmente si f es de clase С. Como siempre, 


1 
7 | focos Tas. 
1% 1 
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Demostración Para mostrar que T(x, f) satisface la ecuación del calor, lo que de- 
bemos hacer es justificar la derivación término a término con respecto a хуа г. Para 
ello, usamos el teorema 5.4.3. Lo que debemos mostrar es que la serie de las derivadas 


Damm ppu NTX 
-5 n eT TE соб 


n=l 


(que representa a ðT/ðt y а д?27/дх?у converge uniformemente en г y en x, lo que hace- 
mos por medio del criterio M de Weierstrass. Como | а, |ев14 acotada (de hecho a, > 0), 
podemos omitir los términos a,777/P. Ahora, con respecto ах, sea M, = пет" Por el 
criterio del cociente, УМ, < =, de modo que la serie converge uniformemente con 
respecto a x. 

Uniformemente en г significa uniformemente con respecto a todo г 2 є, donde £ > 
O es arbitrario pero fijo. En ese caso, sea М, = п2е"" e y obsérvese que УМ, conver- 
ge (no podemos permitir que г = 0). El resto del teorema es obvio, п 


10.7.3 Teorema Ел el teorema 10.7.2, 


, Tx, 1) = ЈО) 


en el sentido de la convergencia en media, y la convergencia es uniforme (y puntual) si 
fes continua, con f' continua a trozos. De modo más general, si la serie de Fourier de 
J converge en ха f(x), entonces T(x, t) > f(x) cuando t > 0. 


Demostración Para la primera parte, bastará mostrar lo siguiente. 


Lema 14 Para cada t> О, supóngase que f, € У un espacio con producto interno y 
que Po Ф, . . . es una base ortonormal completa. Sea 


f= y Calta, f= У; Стал. 
ael 


n=l 
Si 
оо 
иту |с) — со = 0, 
1—0 1 


entonces f, > f (еп media). 


Demostración El resultado es consecuencia de la relación de Parseval А-7 


а 


Р 


З, 
CA O ERICA п 
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En el caso del teorema 10.7.3, debemos mostrar que À 
= TEIR ч 
га ету 0, 1 
n= a, 


у = 2 tn Je 7 
Para hacerlo, bastá mostrar que la función g(t) = Na la,| (1-е"" "PY es continua en 
t, pues 2(0) = 0. Para mostrar que g(t) es continua, mostraremos que la serie converge 
uniformemente en /. Para ello usaremos el criterio de Abel, La forma que necesitamos 


es la siguiente: | 


Lema 15 Sea Уу с, una serie convergente y q,(t) una sucesión uniformemente 
acotada, decreciente (respectivamente, creciente) definida para t > 0. Entonces 
80) = AO) converge uniformemente en t. En particular, g es continua y g(0) = 


Ит, 080. E 


Véase el teorema 5.9.1 para la demostración de este lema. El caso creciente se 
deduce del caso decreciente, analizando —g(t) en vez de g(2). En nuestro caso, с, = la, | 2 
y 00 = (1 - е", Ahora, ф, 5 ф„ sin < my |9,0 5 1. Así, por el lema y el 
hecho. de que $c, converge, tenemos, nuestro, resultado. mo smmm - 

_Supóngase ahora quef'es continua a trozos. Por la demostración del teorema a10. 6.1, 

En Y”, la,] <, Así, para x dado, 


оо 


уо) - то, Y lala е), : 


n=l 


Рог un argumento como cel anterior, la serie de la derecha converge uniformemente, de 
modo que podemos hacer? — 0 en cada término para concluir que T(x, t) — f(x) cuando 
t = 0. De hecho, obsérvese que la convergencia es uniforme en x, pues tenemos la cota 
(l- екЁ, que tiende а 0 cuándo г > 0 y es independiente де х. 

Por último, supóngase que Уа, соѕ(илгх//) converge para algún x fijo. Entonces 
queremos mostrar que (para este x fijo) 


оф 
тт н AT _ 
Піт 0) = lím 3 ape” cos ES 0. 
п= 


Aquí по podemos hacer la misma estimación, pues el factor соѕ(плх/Г) es necesario 
para la convergencia de У, a , Costntx/1). Sin embargo, podemos aplicar el lema 15 con 
с„=а„со&(плх/П) y p (0.0% dj para.obtener la.conclusión,-ya-que.las-(,son-decre-- 
cientes y están acotadas por 1. ш 


También podemos concluir de esta demostración que 


lím T(x, 1) = T(x, to); 
1—10 
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es decir, Tes continua en г en cada uno de los tres casos del teorema 10.7.3: De hecho, 
ya sabemos que para t> 0, T(x, г) es derivable, y por tanto continua. Sin embargo, T(x, 
г) podría no ser derivable en г = 0, pero la demostración anterior muestra que sí tenc- 
mos continuidad en г = 0. 


Estos métodos que usan los criterios de Abel y de Dirichlet son importantes para 


establecer la convergencia en otros problemas (como la ecuación de Laplace), como 
veremos en la siguiente demostración. 


10.7.4 Teorema 


i i. Dado g,, sea ф(х, y) dada por 


, p AT — y) зеп(лтл/а) 
px, = Ye ~ а semh(arb/a)” A 


Supóngase que g, es de clase С? y que g,(0) = g(a) = 0. Entonces Q converge 
uniformemente; es la solución al problema de Dirichlet con fi = fı = g, = 0; es 
continua en todo el cuadrado y Vip = © en el interior 


Si cada fi, } 8, g es de clase С? у se anula en las esquinas del rectángulo, 
entonces la solución ф(х, y) es la suma de cuatro series como la de la ecuación 
(12), Vip = 0 en el interior; ф es continua en todo el rectángulo y alcanza los 
valores dados sobre el contorno. Además, pes C” en el interior 


iii. Si fi, f» 8o 8, sólo son de cuadrado integrable, entonces la serie de y converge 
en el interior, У?р= 0 y pes С". Además, p alcanza los valores de contorno en el 
sentido de la convergencia en media. Esto significa, por ejemplo, que lím 
ф(х, y) = ф(х, 0) g,(x) con la convergencia en media. 


y>0 


Demostración Para simplificar, analizaremos el caso a = =л; el caso general se 
obtiene mediante un cambio de coordenadas. Para demostrar las partes i y ii del teore- 
ma, mostraremos que ф(х,у) converge uniformemente en x e y, y que podemos derivar 
dos veces, término a término, en el interior. En vista de las observaciones anteriores, 
esto basta para demostrar el teorema. La parte ii es una consecuencia de i y de la 
linealidad: los valores en la frontera son válidos, pues g, está representada por su serie 
de Fourier. 
Por los teoremas 10.6.1 y 10.6.2, 


со 


200) = У basennx, @ү(х)= У пр, COS пх, 


n=l n=l 


ыз A СЕС) a e a 
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y estas series convergen uniforme y absolutamente. Aquí usamos el hecho de que Б 
210) = (л) =0. a 
Para mostrar que ф coriverge uniformemente usamos el criterio de Abel, como en 4 
la demostración del teorema 10.7.3, ёп el cuadrado [0, л] Х [0, л]. Así, debido a que la 
serie de g “converge uniformemente, debemos mostrar que ф, = (sen л(л – yD/sen nx 
es decreciente соп n y que estas funciones están uniformemente acotadas, Si podemos 
demostrar que son decrecientes, éso implica que están uniformemente acotadas, pues 
О < фу) < A0) y Y, está A acotada, ya que es continua. De hecho, en este caso, фу < 1. 
Para mostrar que (p, ,, < €,, fijamos y y consideramos la función (0) = (senh t(x — 
y)/semh tr, t > 0. Basta mostrar que Y (0) 5 0, ya аче entonces y decrece cuando t 
crece y, en particular, p(n + 1) < Y(n). Éste es un caso particular del siguiente lema. 


Lema 16 Para las constantes а, В que satisfacen B>0, В za ysi ү) = 
senh(at)/senh (80, Y’) < 0 para t > 0. 


Demostración 
senh*(B1) (0) = asenh(3n cosh(ar) ~ Зѕепрбат) соз). 2 22... - 


В? — а? [senhí[(a +83] еп = о) 
2 «+З a b-a Ў 


usando la identidad senh(u + у) = senh u cosh v + senh v cosh u. Si el término entre 
corchetes es > 0, hemos terminado, pues 8° — a? > 0. Esto es, de hecho, cierto. Para 
verlo, sea 


senh[(a + ØX) _ senhl(8 — с) 


00 = «+З B-a 


Ahora, pro) = бу. p'(1) = semhí[(a + 8) — senh[(B ~ ay] > 0, pues senh es creciente. 
Por lo tanto, p(t) > О para todo г > 0. п 


Esto establece la primera parte de la demostración, que dice que la serie de Фф, y) 
converge uniformemente. Para la parte de la derivabilidad, debemos mostrar que 


sen anx 


оо. . 
Ax, y) = У п?Б„вепһ п(т — y) 


nal 


senh() 


converge uniformemente (ésta es la segunda derivada formal con respecto a у; la se- 
gunda derivada con respecto а x es su negativa). 

Es importante observar que podemos obtener la convergencia uniforme sólo si po- 
demos estar lejos de la frontera; de hecho, para cualquier £ > O estableceremos la con- 


644 Capítulo 10 Análisis de Fourier 


vergencia uniforme en 0 <€ < y < л para x arbitrario. Con esta restricción adicional, 
ya no necesitamos la fineza del criterio de Abel; bastará con el criterio M de Weierstrass. 
Tenemos lo, | < M. Sea 


2 ysenbli(z — €)] 


Mi = ѕепћ(тл) 


Entonces М, acota los términos еп А. Pero 2 вепһ[л(л —€)] <е 9 y 2 ѕепр(пл) > (1 - 
ет), por la definición de senh. Así, 


=ne 


M, < Mr? 


е 
l- 


grer: 


Como e > 0, У М, converge, por lo que tenemos convergencia uniforme. 

Obsérvese que podríamos usar л* en vez de п? para cualquier k y seguir teniendo la 
convergencia; de hecho, podemos derivar cualquier número de veces; es decir, pes С” 
(un poco de reflexión muestra que es analítica; véase el ejemplo 6.8.7). 

La demostración de la parte iii es rutinaria. Para mostrar que У?ф = 0 y que pes 
una función C” en el interior, la demostración es similar a la anterior (lo único que 
hemos usado es que los b, están acotados). Para la convergencia en media, procedemos 
como en la demostración del teorema 10.7.3, usando el lema 15. 


Ejemplos resueltos del capítulo 10 


Ejemplo 10.1  Seaf: [0, л] > С una función continua. Demuéstrese que es válida 
la siguiente desigualdad: 


3 2 


+o 


f fx) sen x dx 
o 


[o sennxdx| < i [лоо dx. 
о 2 Jo 


Solución Esto es consecuencia de la desigualdad de Bessel aplicada al siguiente 
sistema ortonormal (incompleto) en [0, т]: 


y 2/1 senx,..., y 2/7 sennx. 


Si usamos una suma infinita tendríamos la igualdad, por el teorema de Parseval (véase 
la tabla 10.5-3). Ф 


Ejemplo 10.2  Muéstrese que si f, — f (en media) y g,> g (en media) en un espa- 
cio con producto interno, entonces 


(fa, 8n) > (£,8)- 
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Solución En primer lugar, haremos una estimación por medio de la desigualdad de \ 
Schwarz у la desigualdad triangular: К 


Was вл) — (£,8)| < WU 8) — (А, &)| + К, 8) — (£,8)| 
= (fas 8a — 8)1 +10 —/-8)! 
< Пе — ell + = Al Hell- 


El resultado es consecuencia de esto, Dado e > 0, elegimos N de modo que n 2 N 
implique cada una de las siguientes estimaciones: 


1. А-Л 501 
2 ll st y 


5 Пв—аї< жт: 
(¿Por qué es posible esto?) 
Entonces || f= /]| < L implica |.|, = [|| +1 Gpor.que?), y paran > №. ... 


Waga) = (1,8) 5 ОА + Эй» — git + А — Л lell 


= (ЛІ + ОЛ +D + skel Е 


Е. 


Esto demuestra que (f, 2,) > (А 5). Ф 


Ejemplo 10.3 Sea f: [0,27] > R de cuadrado integrable y defíinase а(х) = fo 
f0)dy. Determínese el desarrollo de Fourier de g y establézcase dónde es válido. 


Solución Como hicimos en el teorema 10.5.1, podemos integrar la serie de Fourier 


Ку) = 3 + ía, cos ny + b, senny) 


nal 


término a término desde y = 0 hasta y = x para obtener 


` 


S n бууу ® Pata 
= | 104= mn (1 сз). 


n= 


Por la tabla 10.5-4 sabemos que x = л-2у_(1/п) sen nx para x en [0, 2л], conver- 
gente en media y puntualmente para x distinto de O o 2x. Además, la desigualdad de 


i 
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Cauchy-Schwarz muestra que Y'(b,/1) converge, pues tanto ХА сото Y'(1/nY lo 
hacen. Si juntamos estos resultados, podemos reescribir la última serie como una serie 


de Fourier: 
оо co 
bn An — a0 bn 
n= = + У == +) sen nx— — cos nx). 
80 2 rn n n 


que converge en media y puntualmente para x distinto de-0 o 2л. Puesto que los coefi- 
cientes de Fourier son únicos, éste es el desarrollo de g(x). 

Como g está acotada por de lavo] dx, que es finita, g es de cuadrado integrable y, 
por lo tanto, tiene una serie de Fourier. Obsérvese que g es continua pero no necesaria- 
mente derivable (véase el ejercicio 61). Ф 


Ejemplo 10.4 Seanf: [0,27] > Ҝур: [0,27] >R extendidas periódicamente. 
Defínase la convolución de f y g como 


Ur go) = f SORG — y)dy. 


Calcúlese la serie de Fourier de f +» g en términos de las series defyd de g, usando la 
forma exponencial de las series de Fourier. 


Solución Los coeficientes de Fourier de f * g están dados por 
р 2" СИЕ М РИЯ 
= l (У ж gone" dx= РЕ / A fea — ve" dy dx 
1 27 27 | | 
= 5= / o FO "ga — уђе") dy dx, 
т Jo Jo A 


pues e = е. егіз йу, Si cambiamos de variables (уњ y y x- у кә t) y usamos la 


periodicidad (podemos intercambiar el orden de integración gracias al teorema de Fubini, 
$9.2), obtenemos 


A 


2т 2т 
5 f Роде" dy / ge ш. 


Seanf() = У” ae" yga) = У" be” las series de Fourier de f y g, de modo que 
| ог? | 1 р" Р 
EA де" dx bean —inx ду 
эт f foe х у => f gone" dx. 
Entonces, el cálculo anterior muestra que tenemos 


со 
Cn = 2пта,Ь,, соп loque (f ж gl) = 27 У а„Рле!"“, 


= 


Sooo 


Ejemplos resueltos del capítulo 1 0 


Podemos hacer una operación similar con las series trigonométricas, aunque los 
cálculos y resultados son más complicados. Para que los cálculos anteriores sean váli- 
dos se necesitan condiciones suficientes sobre f y g, como el hecho de que sean conti- 1) 
nuas a trozos o, más generalmente, de cuadrado integrables. Si queremos que la serie 
converja puntualmente, debemos agregar la hipótesis del teorema de la convergencia 
puntual 10.3.2. Ф 


Ejemplo 10.5 Considérese f(x) = соз Ах, =œ 5 x < л, donde À es real y no entero. 
Calcúlese la serie de Fourier de f. 


Solución 


т 


1 1 Ах in 
Cn= ут j со Ахет" dx = Tf: КЕ eE dx 


1 ДА пх = КА+т)х 
== A а) Т Ta IS 


RN А : 
rr Зл Аї-т' л 


Рог el teorema de la convergencia puntual, la serie de Fourier converge a f(x) en todos 
los puntos. Por lo tanto, para |x| < л, 


А ѕептА e vs 24 pita 
coshx == 16 


k=-00 


Formalmente, la solución está completa, pero continuemos. Si x = л, entonces 


епт}. ¿ 2% p senmif1 с $ 
COSTA = Эт Pa TE (—1)* = a > 


k=l 


En consecuencia, 


“senmA А 


Obsérvese que la serie de la derecha converge uniformemente рага 0 <A < А, < 1. 
Obsérvese también que л(соѕ лузе aX) =( 1/4) => 0 cuando A = 0, por lo que es 
integrable Riemann. Integrando, 
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Tomando exponenciales, 


2 


senrA ро A? . 99 № 
= l-g ; es decir, senmA = тА [] 1-5 ‚ A< 
k=l 


El producto del miembro derecho define una función de A de periodo 2 (véase el ejer- 
cicio 74) al igual que el miembro izquierdo, por lo que esta fórmula es válida para todo 
valor real de A. Esta fórmula del producto para el seno fue descubierta (aunque no fue 
demostrada de forma rigurosa) por Euler (para ver otro método de demostración, 
consúltese J. Marsden y M. Hoffman, Basic Complex Analysis, op. cit., capítulo 7). 

Si А = 1/2, entonces 


ory (2k — DQk+1) 
=3I1(- д) = е (ОЮ (20) ` 


por lo que 
т рр COA р 
27 П er paky i decis 
т (2 - 2X4 - 4X6 - 6)---(2n - 2n) 


ETE 00 1)-(2л+1))' 


que recibe el nombre de fórmula del producto de Wallis para xx/2. ¢ 


Ejemplo 10.6 Una aplicación interesante de la relación de Parseval al problema 
isoperimétrico es la siguiente: muéstrese que de entre todas las curvas planas con un 
perímetro dado, el área máxima queda encerrada por una circunferencia. 


Solución Sea (x(t), y(0), 0 < 1 = 2л una representación paramétrica de una curva 
simple cerrada. Suponemos que x(t), y(t) son funciones С! дет y que el parámetro tesla 
longitud de arco. Así, la longitud total es 277 y 501) + у(г)* = 1, de modo que J GUY + 
3(0%)di = 2л. El área encerrada es 


A= / А 2000 аг. 
о 


(Ésta es una fórmula conocida del cálculo; véase, por ejemplo, Marsden y Tromba, 
Cálculo vectorial, op. cit., capítulo 7.) Afirmamos que А < л, y que A = л sólo si la 
curva es una circunferencia. Para demostrarlo, expresamos A en términos de los coefi- 
cientes de Fourier de x e y. Escribimos 


оо 
а 
xu) = S + Nas cos kr + bg senkt) 


k=l 
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оо 
уб) = > + У cos Ат + Pa senkt). 


Todos los coeficientes son reales, luego, por un cambio de origen en el plano, podemos 
suponer que а, = & = 0. 
Las series de Fourier de las derivadas X(1), y(t) son 


оо 
х) = Уа cos kt + Ракѕепк) 
Ж=1 


ун) = Ув, cos kt + Бау$еп Кї). 


k=l 
Por la relación de Parseval, 


Tra Ea +y эшл Кай +] жо + 82) ` Боз 


257 kal 
y el área es 
2т со 
А= луй=т y klare — bay). 
0 El 


Por lo tanto 


3 


27 2А= п у (а; + bj жа + ВД) – klabe — bio) 


= Dial + +в +02 ) 


H 
ч 
[28 


+7 y k{lak = ВӘ? + (ak + bY}. 


kzl 
Аз, л-А > Оул -А = 051 y sólo si 


i. а= bę = 0g = = 0 para k 22; 


ii. a = 01, ар= =b. 


En este caso, 


alf =acos t+bysent y у(ф=—Русо$т+аувепг= —д( + 7/2). 


А 
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De forma equivalente, para algún R y ô, 


х0) = Ёсози +6) у у) = Аѕеп(г+ 5). 


La condición x? + у? = 1 implica que R = 1, y por lo tanto іспетоѕ una circunferencia 
de radio 1. Ф 


3. 


Ejercicios del capítulo 10 


Sea Y un espacio con producto interno y М C Y un subespacio vectorial: Defínase 
el complemento ortogonal de M como 


м = {уєУ | (78) =0 paratodog € M }. 


Muéstrese que М es un subespacio vectorial de Y y que es cerrado (es decir, si 
f, € M+ y f, > f (en media), entonces f, Є M+). 


Demuéstrese que los polinomios de Legendre (véase $10.2) son completos-en 72 
de [-1, 1]. [Sugerencia: muéstrese primero que cualquier polinomio se puede de- 
sarrollar en términos de polinomios de Legendre y utilícese después el método de 
demostración del teorema de completitud media.] 


a. Оѕеѕе la setie de Fourier de е" en [7%, л] para demostrar la siguiente iden: 
tidad: 


A 1 


1 
3 сой Е 0 


b. Оеѕе la serie de cosenos en un semiintervalo para cos ax, donde a no es un 
entero, para demostrar la siguiente identidad: 


А 1 2 
TCO та= = + У. 
а E а? ~ п? 


Demuéstrese que si f, >f (en media), entonces lla || > ПА. ¿Es cierto el recípro- 
co? 


Demuéstrese que la convergencia uniforme implicá la convergencia en media (en 
intervalos finitos). 


Considérese el espacio l, de todas las sucesiones x =(x,, х, . . ) de números 
reales tales que Уу” х? < оо, Muéstrese que /, es un espacio con producto ihter- 
no con (x, y} = х ху. Además, muéstrese que este espacio es completo (mos- 
trando que todas las sucesiones de Cauchy convergen). 


Sea 


оо 
СЕ ууф <oo Н 
"=! Ё 


que, por el ejercicio 6, es un espacio de Hilbert. Sean q, € l, n = 1, 2, . . . , dados 
por p,=(0,0,...,1,0,...), con el Len el n-ésimo lugar. Muéstrese de dos 
formas que P, Pa ‚., е5 un conjunto ottonormal completo. 


а. Directamente. 
b. Usando el teorema de Parseval (véase también el ejercicio 14c). 


8.  Encuéntrense funciones f, y fen E 1] tales que Л > f (puntualmente) pero no 
en media. 


9. Verifíquese que todas las funciones continuas a trozos f : [a, b] > С forman un 
espacio vectorial. 


10. Encuéntrese una sucesión f, de funciones continuas a trozos tales que f, >f 
puntualmente (respectivamente, en media) pero que f no sea continua a trozos. 


1 Demuéstrese que sif? [a,b] > Ces continua: аңто70$; “entonces” también-lo:es” hr] .- = 
Muéstrese también que Fak es acotada. | 


12, Demuéstrese que si f ygsonde cuadrado integrable en [a, b], entonces | || = 
sii /= g excepto еп un conjunto de medida nula. 


13. En la demostración de la р Че Bessel, mostramos que 


1 = har y Ж У) aa 
0 - ` 0: X k=0 


Úsese esta igualdad con №, = (F. Ф.) para dar otra demostración de la desigualdad 
de Bessel. > Е ` 

14. Ѕирбпваѕе que У es un espacio de Hilbert (es decir, un espacio completo con 
producto interno). Sea Ф; фү,... un conjunto ortonormal en ГА 


а. Рага cada Є И muéstrese que 
4 ш s . п 


= pudes 


ї=0 


converge a algún elemento de И Sugerencia: muéstrese que 


[8 = Sall? = D ed і 


isnt) 


y úsese la desigualdad de Bessel para mostrar que s, es una sucesión de Cauchy. 
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b. Рага саба € Y muéstrese que, si s = У” (у, Фф) Q, entonces f- ses 
ortogonal a cada ф, y f— s es ortogonal a s. 


с. Миёѕігеѕе que si siempre que f sea ortogonal a cada (,tenemos f=0, en- 


tonces Øy, Ф,... ев completo. [Sugerencia: por b, f— ses ortogonal a cada 
P, y entonces f = 5.] 


15. Muéstrese que en Y del teorema 10.1.2 no tenemos el teorema de Bolzano- 
Weierstrass; es decir, en un conjunto cerrado y acotado, una sucesión no tiene por 
qué tener subsucesiones convergentes. 


16. Calcúlese la serie de Fourier de f(x) = (x + х°)/2,0 < x < 2л. 


17. a. Sean QQ... vectores ortonormales en un espacio con producto interno 
Y Si 
со 
У сфе = 0, 
k=0 


muéstrese entonces que c,=0,k=0,1,2,.... 


b. 51 Q, ф,...еѕип conjunto completo y (f, ф)= (2, ф) para todo į, entonces 
demuéstrese que f= g. 


с. Si Y es un espacio de funciones integrables, demuéstrese que b implica 
f(x) = g(x) excepto posiblemente en un conjunto de medida nula. 


18. Éste es un ejercicio acerca de las series de Fourier en varias variables. 
a. Hemos visto que е"/ 4/27, п = 0, +1,..., son funciones ortonormales en 


[0, 277]. Considérense las funciones 


¿inssimy gins йу 


ANS уу-у; 


Muéstrese que Q, son ortonormales en [0, 2л] х [0, 277]. 


b.  Generalícesea para construir ф, „, dadas unas ф, generales que sean ortonor- 
males en [a, b]. 


Nota. Las e*"/./27. son completas, por lo que también lo son las q, „. Esto se 


demuestra en el teorema 10.3.1 (el teorema de completitud media) para ету y 21, y la 
demostración para ф, еѕ similar. 


nm 
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19, Problemas de Sturm-Liouville Considérese la ecuación diferencial 


E күлө) +оо) =0 
de 


en la que debe determinarse f(x), con condiciones de contorno f(a} =f(b)=0 y 
a < x < b. Las funciones q, p están fijas, y suponemos que р(х) > 0. Los valores 
A para los que existen soluciones f son los autovalores. 


a.  Muéstrese que si f y g son soluciones con autovalores Ауд y A £ н, entonces 
/ " pOg) dx = 0. 
Sugerencia: Úsese la ecuación diferencial para mostrar que 
O posa = LIA – 7 00800), 


e intégrese después. 


b.  Interprétese a como la ortogonalidad de f y g con 


- 5 
(0.8) = f рохубх)в(х) ах. 


Muéstrese que éste es un producto interno.* 


20. Muéstrese que {(1//х) sen пх|п = 1,2,...}) es una familia ortonormal en [0, 
2л}, ¿Cuál sería una serie de Fourier para esta familia? ¿Es completa? 


21. Sea фу, ф,... un sistema ortonormal en un espacio con producto interno Y y sea 
JE У Seas, Уу, Ф) P: la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier. Muéstre- 
se que para cualquier entero р > 0, 


If з 1 — sall- 


22. Sea Y un espacio con producto interno y Ф, Фф, - . . un sistema ortonormal com- 
pleto. Рага/ g € Y, muéstrese que 


(е) = УА) (рь). 
*=0 


Рог-$ириев!о,.рагїе de este.problema.es mostrar.que la serie converge. [Sugeren- 
cia: еѕсгфапѕе f y g como límites de series de Fourier y aplíquese el ejemplo 
resuelto 10.2.) 


з Muchos sistemas ortonormales surgen de esta forma. El sistema trigonométrico surge con p = 1, 4 = 0. 
Existe un teorema avanzado que afirma que tales sistemas son completos. Véase, por ejemplo, Coddington 
y Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, McGraw-Hill, Nueva York. 


ske 
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Los ejercicios 23-28 se refieren a sistemas en mecánica cuántica (510.9). 
23.  Muéstrese que la solución de iA(ðy/ðr) = Ну, si y =p, en 1=0, está dada por 


¿=D (Yo, paye Eon, 


п=0 


donde las ф, Є У son las autofunciones de Н con autovalores E, (puede suponerse 
que la serie se puede derivar término a término y que las autofunciones son com- 
pletas). ¿Qué ocurre si y ya es una autofunción? 


24. Calcúlense los conmutadores de los operadores Q, 0, Q., Po Pa Pa Y Jo Jy Ja 
dados en el texto. ¿Qué dice el principio de incertidumbre para estos operadores 
(ejercicio 5, §10.9)? 


26. Si A y B son simétricos, ¿es [A, B] simétrico? ¿Qué ocurre con ¡[A, В]? 


25. Ѕирбпраѕе que (90/91) = Ну. Demuéstrese que (y, Ну) es constante en el tiem- 
po. Este resultado se conoce como conservación de energía. 


27. Determínense las autofunciones en un pozo profundo si reemplazamos [0, /] por 
E, 1. 

28. SiA es simétrico, demuéstrese entonces que (А4, y) es real para cualquier y E У 
Interprótese este resultado usando el ejercicio 3, 810.9. 


29. En la segunda demostración del teorema de convergencia puntual, usamos la igual- 
dad 


(recuérdese que esta integral es condicionalmente convergente). Demuéstrese esta 
igualdad como sigue. Sea 


e, senx 
Pos Zar 
0 
Muéstrese que 
pa 
Fa = -f е7“епхах = —(° + 197) 
0 


(véase el ejemplo resuelto 9.2 al final del capítulo 9) y рог lo tanto, que F(£) = 
— tan”! 1 + C. Muéstrese que F(1) -> 0 cuando г > œ, de modo que C = 7/2. 
Después analícese F(0) para el resultado. La principal dificultad es la justifica- 
ción de estos pasos (esta integral también se puede evaluar con métodos de varia- 
ble compleja; véase 7. Marsden y М. Hoffman, Basic Complex Analysis, 2° ed., 
capítulo 4). 


` Ejercicios del capítulo 10 | 655 


30. La derivada de la función delta se define como 5 б'(х)/(х)ах = -f'(0) (véase 
88.7). Calcúlese la transformada de Fourier de $', ¿cómo se relaciona соп la de 5? 


31. Las convoluciones se definen en el ejemplo resuelto 10.4. Muéstrese que f + g = 
g + f. Úsese ese ejemplo para escribir la relación de Parseval para frg 


El teorema de Riesz-Fischer Este teorema representa uno de los prime- 
ros y más importantes logros de la integral de Lebesgue. Para este problema no 
suponemos ningún conocimiento de la integral de Lebesgue, sino que damos por 
hecho que el conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable es un espa- 
cio de Hilbert. Suponiendo esto, el teorema de Riesz-Fischer es bastante sencillo. 
A veces, según se vean las cosas, ¡el enunciado que acabamos de tomar como un 
hecho se llama teorema de Ricsz-Fischer! 


a.  Demuéstrese el siguiente teorema, 


Teorema de Riesz-Fischer Sea Y un espacio de Hilbert y Qu Фф... 

un conjunto ortonormal completo. Sean Cp, Cy, . . . números complejos y 
so 2 Ñ 

supóngase que Fco lc, JP < eo, Entonces existe f Є Y tal que 


(Ле) = Ci. 
Así, cada serie 


се ос 
> 
So cayn соп Y la < 


n=0 n=0 


es la serie de Fourier de alguna f. 


А п >z 
[Sugerencia: sean f, = Уос, ф y muéstrese que f, es una sucesión de 


m 


Cauchy, mostrando que WA, - 1 Улы |) 


Úsese a para demostrar que рага cada sucesión c, k = 0, +1, +2, . . . , con 


existe-una. función f_de cuadrado integrable en [0, 277] (0 [=7,.72)) tal que 
о 
f= У Сек, 
5 


donde ф, = ей" y la convergencia es convergencia en media. 
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y (1/л)е* 


п=— оо 
по 


la serie de Fourier de alguna función integrable en [-л, л]? ¿Lo es 


со | 


Уу уте"? 


Memos 
пио 


33. Sif:[a, Б] —R tiene una discontinuidad solamente en x, € Ja, b[ y f' está acotada 


en 1х, bI y en la, xl, demuéstrese entonces que fes una función de variación 
acotada. Muéstrese que se puede aplicar el teorema de Jordan-Dirichlet. 


34. Seaf(0)=0,f(x) = х sen(1/x) 510 <x £ mf) = (2л —x) зеп(1/(2л х) siz < 
x< 2л y (2л) = 0. Muéstrese que fes continua y periódica en [0, 271] y que la 
serie de Fourier de f converge en cada punto, pero que las hipótesis de los teore- 
mas de Jordan y de Jordan-Dirichlet no se cumplen. 


35.  Investíguese la naturaleza de la convergencia de la serie de Fourier de cada una 
de las siguientes funciones en ]-л, л]: 


Јо) = 5 
b. f(x) = (еп)? 


pol Eo о 


г, 


ы: х х<0 
+1 х0 
а СОЁ: 
1 х0 
е Jars 1 


sen- x>0 
X 
36. Supóngase que fes real y de cuadrado integrable en [—1, 1], y que 
у птх 
а= Јо) сов 7 dx, n=0,1,2,... 
-i 


I > 
һ=т/ Jasen “== da, #ж=1 2, 
-i 


` Muéstrese que 


2 со оо f 
а 2 2_1 2 
FT > ар + > hsg f ло dx. 


п=1 a=l 
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37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


A A T д бно от, 


Ебгтеѕе la función 


ya) = asen x + bsen2x + csen3x 


1 
1 


en [0, л]. ¿Para qué valores de а, b,c está ф más cerca (en media) de la función 
constante 1? ¿Qué ocurre en el intervalo [-л, л]? 


Sea g : Ja, bI — R continua у supóngase que g(a*) y g(b”) existen. Demuéstrese 
que g está acotada. ¿Qué dice esto de la definición de una función continua a 


trozos? 


a.  Supóngase que fes derivable para x > xp y que íM, e f(x) existe. Mués- y 
A ra А 9 a 

trese entonces que f(x; ) también existe. ү 

3 


b.  Silím,_,. f'(x) existe, muéstrese que es igual a 
Й 


lím 
h= 


(E +h) ==) 
h 


e. ——Considérense las funciones ў, (х) = х ѕеп(1/х), р(х) = x} зеп(1/х), БО) =__ 1 
sen(1/x) para х > O. ¿Cuáles de los valores lím Ро) y РО?) existen? 

Sea ху una discontinuidad de salto para una función У. y sean f(x) = f(x) y 

860) = f(x + х). Muéstrese que А(0%) = f(xp) y 800%) = (ху). 

Sca f: (а, b] > R una función con una discontinuidad de salto en x, E la, b[, tal 

que /'(ху) y ГО) existen. Sea g : Ja, b[ > R derivable y supóngase que { 


x>0* 


200 = fapa). 


Demuéstrese que g tiene una discontinuidad de salto en ху, que ¿Guy 2) 
existen, y que 


803) =al) 
8x9) = 0 Ip lxo). 


Aplíquese esto cuando 


(х — x0)/2 


42. 


ао) TT іх хо y yko- 


para completar la demostración del teorema de la convergencia puntual. 


Si f, > fen media en [а, b], demuéstrese entonces que f, >f en media en cual- 
quier subintervalo, 
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43. 


44, 
45, 


46. 


47. 
48. 


49, 


50. 


51. 
52. 


53. 


54. 
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Supóngase que f, >f y 2, > g en media en [a, b]. Defínase la función Л como 
hix) = ЈР) (у) dy y sean h, definidas de forma análoga como /,(x) =f; 
1.0080) dy. Demuéstrese que А, =>} uniformemente. ` А 
Establézcanse las fórmulas 5 y 6 de la tabla 10.5-4. 


Establézcanse las siguientes fórmulas: 


а. хѕепх= 1—(соѕх)/2—2 У)79((— 1)" cosnx)/(n?- 1), ~r 5х5 п. 

b. 1ов[ѕеп(х/2)] = – Іов 2- Fi (со$пх)/п, еп ]0, 21]. 

Aplíquese la relación de Parseval a las fórmulas 4a y 6 de la tabla 10.5-4 para 
obtener algunas identidades aritméticas. ¿Qué justifica la interpretación de a, y 
b, como los coeficientes de cos nx y sen nx? 

Analícese el fenómeno de Gibbs para Р) =2,x > 0; х) = 0, х<0. 

Sca f соп una discontinuidad de salto en х, tal que f'(x), (х5) existen y 
supóngase que f'(x) existe y es continua para x Є ]x, — €, xo[ yx € lXo %o + е]. 


Muéstrese que f “exhibe un fenómeno de Gibbs” en x y que la “sobreestimación” 


= (/(х)— fa). (1.179). ` 


Úsese la serie de Fourier de [sen х]еп la tabla 10.5-4 para mostrar que 


Sol 3 SE 
—11-1°2 ? їз —1^ 


л 
T 


м – 


Usese la serie de senos de Fourier en (0, л] para mostrar que 


8 2, п 
COS TX = = 2 Tae genan), О<х<1. 


En la tabla 10.5-4, establézcanse las discontinuidades de todas las funciones (inclu- 
yendo los extremos de los intervalos) y los valores de la serie de Fourier en esos 
puntos. 


Obténgase la fórmula 2a de la tabla 10.5-4 observando que (х) = (х + |х|)/2 y 
que la serie de lx] es justamente la serie de cosenos en un semiintervalo para x. 


Úsese el teorema de Jordan en x = 0 aplicado al ejemplo 10.5.5 para demostrar 
que л?/8 = У” 1/(2n ~ Т). 


а. Sea f suave (С°) en [-x, л] у supóngase que ID) = fir), For) = 
FU), k= 1,2, .... Demuéstrese que la serie de Fourier de f se puede 
derivar cualquier número de veces y seguirá convergiendo uniformemente. 
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55. 


56. 


b.  Muéstrese que para cualquier entero p, п?а, э Оу пр, > 0, donde а,, Ё, 
son los coeficientes de Fourier de f. 


a. Sea f: (0, л] > R continua y f' continua a trozos con discontinuidades de 
salto. Muéstrese entonces que la serie de cosenos en un semiintervalo def 
converge uniforme y absolutamente a f. 


b. — Justifíquese la misma conclusión para la serie de senos en un semiintervalo 
si también suponemos que /(0) = f(x) = 0. Razónese la respuesta. 


с. Muéstrese que sin la condición fa) = /(л) del teorema 10.6.1, la conclu- 
sión es falsa. 


Sea 
10=4 0 -т<х<0 


1 Osxsr. 


Muéstrese que si derivamos la serie de Fourier de f, obtenemos la serie de Fourier 
de 9(х) – Ó(x + л) (8 es la función delta de Dirac). ¿Puede el lector explicar en 
qué sentido f' = 5? 


57..—Proporciónese.el.teorema.que.se.obticne al combinar el.teorema.10.6.1 y el.coro- 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


lario 5.3.4, y muéstrese por qué el teorema 10.6.2 es mejor. 


Úsese el teorema 10.6.2 para obtener un teorema de derivación para la serie de 
cosenos en un semiintervalo, 


Si fes de cuadrado integrable en [-л, л] con coeficientes de Fourier а,, b,, de- · 


muéstrese entonces que yo _„/п y Erab” convergen absolutamente. 


a. Sea /:[—л,л] >R de cuadrado integrable y g(x) = E F(y)dy. Determíne- 
se el desarrollo de Fourier de g y establézcase el dominio donde es válido. 


b.  Repítase la parte a para la serie de cosenos en un semiintervalo de f: [0, 
лә}. 

En el ejemplo resuelto 10.3, muéstrese que g es de variación acotada (por lo 

tanto, se puede aplicar el teorema de Jordan-Dirichlet). 


Úsese el ejemplo resuelto 10.3 para determinar la serie de Fourier de х? en [0, 277] 
usando la de x? de la tabla 10.5-4 


Para cada una de las siguientes funciones, determínese el tipo de convergencia de 
la. serie.de Fourier у 51.18 serie puede_o_no derivarse término a término. 


a Ро) = 2 еп [-7,7] 


3 =r s x< (1/2) 
b. ЛД) = x —(1/2)sx<1 


1 isxsr 
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e fœ) =r – |x|? en [-7,1] 
+8 -rsxs0 
a tael ot О<х<т 
0 -п=х50 
е = { хЗѕеп(1/х) 0O<x<r 
=2п(х + 1)х + 2л+1 1/(1n+1)Sx<1/n 
е уо) = 0 —лт=х<=0 
1 resto de los valores de [—7, т] 


в. 109 [ѕеп (х/2)| en ]—л,л[ 


64. Ѕирбпраѕе que f es de cuadrado integrable en [0, 2л] con coeficientes de Fourier 
а,, by. Si 300°), 7005), F'(0*) y f'(07) existen, demuéstrese que У” а, converge. 
¿Qué hipótesis garantizan que У b, converge? 


=н 


Los ejercicios 65-71 se basan en $107. 


65. Sila temperatura en los extremos de una barra se mantiene constante igual a cero, 
muéstrese que la temperatura T después de un tiempo г, si Tes igual а fent=0, 
está dada por 


оо 
Tíx, t) = 5D Бет sen E, 


n=l 
donde b, son los coeficientes de la serie de senos en un semiintervalo para f. 
66. —Muéstrese que la solución de la ecuación del calor siempre es С° para t > 0 (véase 
el teorema 10.7.4). 
67. a. Еп[0,л]х [0, л], encuéntrese una función y tal que V?p=0 y 


5 


p, 0) = (=) = n Ф(0,у) = 0, ф(т,у) =0, p, r) = 0. 


Explíquese la forma en que se alcanzan los valores сп la frontera. 
b.  Repítase el problema con ф(х, 0) = х. 


68. —Muéstrese que la solución del texto es correcta para la ecuación de ondas bidimen- 
sional. Obténganse las soluciones fundamentales mediante separación de varia- 
bles. El lector tal vez quiera utilizar el ejercicio 18. 


69. Еп el teorema 10.7.2, demuéstrese que 


со 
? gp? птх 

1й (пту) ( S ) ЯЕ 

lim У ape cos 1 0 


nal 


(uniformemente en x). 
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70. En cl teorema 10.7.4iii, muéstrese que ф converge uniformemente en cualquier g 
conjunto compacto en el interior del cuadrado, И 
71. Problemas de contorno en ecuaciones diferenciales ordinarias 
Supóngase que fen [=xx, л| cumple f (xx) = f (æ) y que tiene los coeficientes de 
Fourier a,, b,. El hecho de que f’ tenga los coeficientes а, = nb, уВ, = na, (véase { 
el teorema 10.6.1) es útil para resolver ciertos tipos de problemas de contorno. 
a.  Resuélvase la ecuación (х) + Кх) = g(x) рага g dada en [-xx, л}, si | 
pedimos que f (л) = fr) y que fia) = f(T), observando que ~ra, + ka, = 
й, y Pb, + КЬ, = bp donde a, y b, son los coeficientes de g. Por lo tanto, 
muéstrese que 
й 2 a h 
0 
Ро) = т + 2 т 5 cosnx + п =з sen nx. 
b.  Resuélvase la ecuación del apartado anterior para [-/, Д. 
_ 72. Sea бип número real dado, 0 < 9<.7x, Defínase _... 
fil ss : 
no=( y < || sr. з 
a. СаісШеѕе la serie de Fourier de f. # 
b.  Evalúese еп х =x у muéstrese que 
6 Š ¿1 Senkó 
è рун! | 
LN 
k=l 
с. ¿Qué dice la relación de Parseval еп el caso de f? 
73. Evalúese 
lím / Vaser kxdx. 
k= 0° 
74. Уег\їдчеве que el producto infinito del ejemplo resuelto 10.5, 


PEEP ERANA TETEE A ARA 


es periódico de periodo 2, (А + 2) = ДА). Muéstrese primero que f(A + 1) =-f(A). 
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75. 


76. 
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(W.A.J. Luxemburg) Sea ф, un conjunto de funciones ortonormales en Z? del in- 
tervalo [a, b]. Muéstrese que 


a.  q,escompletosiix-a= AO) а| para todo x Є [a, Б] y que 


/ Palt) di 


(Demostración de Lebesgue de la completitud del sistema trigonométrico, extraída 
de A. Zygmund, Trigonometric Series, Chelsea, Nueva York) Proporciónese otra 
demostración del teorema de completitud media como sigue. Sea f: [-л, л] >R 
continua y ortogonal а cos ax, sen mx. Demuéstrese que f= 0 como sigue. Supón- 
gase que f(x) > £ para x € / = ]х— б, ху + Ó[. Sea 7, (x) = [x)]", donde Kx) = 1 + 
cos{x — Xp) — cos б, y muéstrese que T (x) > 0 еп /, queT,(x) > oo uniformemente en 
cada subintervalo cerrado de / y que los T, están uniformemente acotados fuera de 
I. Úsese esto para mostrar que (f, Т,) = 0 es imposible рага п grande. Para f 
arbitraria, trátese de aplicar la relación recién obtenida a F(x) = f%, f(t)dt. 


b. Ф, es completo sii 


0 -Ef 96 
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Apéndice А | 


Ejercicios diversos Р 


Este apéndice contiene ejercicios complementarios. Los ejercicios 1—53 son ejercicios 
diversos que analizan una variedad de temas. La mayoría no son preguntas de rutina, 
sino que piden ejemplos, determinación de la certeza o falsedad de ciertas afirmacio- 
nes, o desarrollo de variantes o extensiones de ideas del texto. Los ejercicios 54-66 son 
preguntas-típicas-de-examen-que-pueden-ser-útiles.como.repaso..— 


Ejercicios 
1. Рага dos conjuntos A, В C R”, defínase la distancia entre ellos como ФА, В) = 


infíd(x, y) |x € A, y E В}. 


a.  Encuéntrense dos conjuntos cerrados tales que A N B = Ø y, sin embargo, 
«А, В) = 0. 


b. Para A compacto y x ФА, muéstrese que А, х) = у, х) > O para algún y EA. 
“e. Muéstrese que para cada conjunto A CR" tenemos А) = {х ER” | d(x, A)=0}. 


2. SeaA CR”. Muéstrese que A es compacto sii toda función continua f : A >R está 
acotada superiormente y alcanza su máximo en algún punto en А. 


3.  Muéstrese que f: R — R tiene una derivada continua sii el límite doble 


rm EO 


ayon) Х—у 


existe рага cada xy ER. 
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6. 


10. 


11. 


Apéndice A Ejercicios diversos 
Muéstrese que Ep (1 + 05/07 y Ez (x + 1)*/n! convergen ambas uniforme- 
mente en [0, 1]. 
¿Qué es incorrecto en el siguiente argumento? 

Ро) = 1/@ +x? =(/dol-1/0 +01, 
de modo que 
SP К 2 Р -1 —-1 
frias и, A l ma ТС -l =0. 
Proporciónese un ejemplo de una función continua f: R >R tal que f(R) no sea 
cerrado. 51 А es un intervalo cerrado y acotado en R, ¿debe f(A) ser cerrado? 
En primera instancia, se podría pensar que los intervalos ]0, 1[ y [0, 1] son muy 
similares. Enúnciense al menos cinco diferencias significativas entre ellos en tér- 
minos de la topología y las funciones continuas. 
a Encuéntrese un ejemplo de un conjunto cerrado А en А" tal que A = (А). 
b. Si А = д(А), muéstrese que А es cerrado. 
с. Demuéstrese que si int(A) = Ø, entonces (А = (А) > A es cerrado). 
а.  Demuéstrese que si A es cerrado y A С 0(4), entonces А = 0А) еілцА) = Ø. 
е. Encuéntrese un conjunto А tal que A С (А) pero A # (А). 
¿Son ciertos o falsos los siguientes enunciados? (Todos los conjuntos tienen vo- 
lumen y todas las funciones están acotadas y son integrables.) 
а. SiADByAMBtiene medida nula, entonces Jj- Faf 
b. 51 {x| Xx) + g(x)} tiene medida nula, entonces LIF 
сс  51/>0,е>0у S,f= Ј 8, entonces f = g еп A (excepto posiblemente en 
un conjunto de medida nula). 

d. La misma pregunta que en e, con la hipótesis adicional de que f > g. 
Sea f: [a, b] +R integrable. 
a. — Demuéstrese que F(x) = Г F() dt es uniformemente continua en la, Б]. 
b.  Muéstrese que F tiene derivada en x, si f es continua en Xp. 
с.  Muéstrese que F es derivable excepto en un conjunto de medida nula. 
a. 5еа7: К" э R" una transformación lineal. Demuéstrese que T preserva la 


norma (es decir, | Tx|| = 1] sii T preserva el producto interno, (Tx, Ty) = 
(x, y) (véase el ejercicio 12, capítulo 1). 
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12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


b. 51 T preserva la norma (о el producto interno), entonces T es un isomorfismo. 


Demuéstrese el principio de Cavalieri: si А, B C R° tienen volumen, y si cada 
plano paralelo al plano XY interseca A y B dando lugar a conjuntos con áreas 
iguales, entonces A y B tienen el mismo volumen, [Sugerencia: úsese el teorema 
de Fubini.] 


Observación: en relación con este problema, véase Gelbaum y Olmsted, 
Counterexamples in Analysis, ejemplo 6, capítulo 11. Para las aplicaciones, véase 
un texto de cálculo. 


Muéstrese que un conjunto A С R” tiene volumen sii para сабак > 0 existen un conjunto 
V, CA y un conjunto W, D A tales que V, у W, tienen volumen y v(W, NV) = 
v(W.) — v(V,) < e. Muéstrese SA si la última condición se cumple, entonces el 
volumen de A es inf{ }. 


Muéstrese que el volumen de la figura obtenida al rotar el área por debajo de la 
gráfica de yna función no negativa f : [a, b] > R una vez en torno del eje X está 
dado por J? луу ах. Úsese esta fórmula para calcular el volumen de {(x, у, z) Є 
 |1<х<2еу? +<. 


Sea f: la, b] > E continua y supóngase que ffa) f(b) < 0. Muéstrese que existe 


x € Ja, b[ tal que f(x) = 0. 
Sea f: В" — К" de clase С! y supóngase que Jf(x) # 0 para todo x. Sean xp € R” 
yB=(xER" ro = xo}. Muéstrese que B по tiene puntos de acumulación. 


Proporciónese un ejemplo de una función f de clase С' соп derivada igual a cero 
en un punto x pero que sea inyectiva en una vecindad de x. Muéstrese que fino 
puede ser derivable en f(x). 


Muéstrese que si los conjuntos А y B tienen volumen, también A U B. SIA П By 
A\B también tienen volumen, demuéstrese que: 


а. v(Á U B) = v(A) + v(B) – v(A N В). 
b. УА \ B) = у(А) – v(B) si A D B. 


Supóngase que f: А C Ж" >R es integrable y que f = g excepto en un conjunto 
de medida nula. Muéstrese que g es integrable. Muéstrese que esto es falso si 
reemplazamos “contenido nulo” por “medida nula”. 


20-—aMućésiresequesitEz}esunafamiliade-conjuntos-abiertos-disjuntos-en-R5 


entonces la familia es numerable. [Sugerencia: elíjase un punto de coorde- 
nadas racionales en cada conjunto y úsese el hecho de que el conjunto de 
tales puntos es numerable.] 


b. Si А es un subconjunto abierto de R”, muéstrese que las componentes 
conexas de А son abiertas y que hay una cantidad numerable de ellas. 


PERRERA 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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с, Петиёѕігеве que cada conjunto abierto en R es la unión de una colección 
numerable de intervalos. 


Sea f: [a, b] > [a, В] una función estrictamente creciente en [a, b] y suprayectiva 
[a, $]. Muéstrese que f y f? son continuas. 


Demuéstrese el lema del recubrimiento de Lebesgue: sea A un subconjunto com- 
pacto de R” y sea {V,} un recubrimiento abierto de A; entonces, existe є > 0 tal 
que si 5 es cualquier rectángulo contenido en A con lados menores que є, enton- 
ces $ C У, para algún 2%. 


Sea f: A CR" >R y sea M СА el conjunto de máximos locales (estrictos) de f. 
Muéstrese que f(M) es finito o numerable. Proporciónense ejemplos. 


Sea 5 un conjunto abierto conexo сп R”. Sea A una componente conexa de R”\ 5. 
Muéstrese que "ЎА es conexo. 


Encuéntrese una función continua no constante f: fa, Б] >R que tenga su máxi- 
mo en xo € ]0, 1[ pero para la cual no exista /' (хь). ` 


Un conjunto B CA es denso en A si A C с1(В). Muéstrese que esto es equivalente 
а la condición de que рага cada conjunto abierto U tal que A N U+ Ø se tiene 
B N U # Ф. ¿EsA denso en СКА)? Muéstrese que R” tiene un subconjunto denso 
numerable. ` 


a. Sea A CR” un conjunto con volumen. Muéstrese que int(A) y cl (A) tienen 
volumen y que v(A) = v(int(A)) = У(СІ(А)). 


b.  Muéstrese que si A es un conjunto tal que cl (A) tiene volumen, no podemos 
concluir que el propio А tenga volumen. 


e. Muéstrese que si A es un conjunto tal que int(A) = Ø, no podemos concluir 
que А tenga contenido nulo o medida nula. 


Sea g : A CR” > В С К" de clase С! en un conjunto abierto A y supóngase que В = 
2(4). Decimos que g preserva el volumen si para cada conjunto D C A tal que D 
y 8(D) tienen volumen, tenemos v(g(D)) = v(D). Supóngase que g es inyectiva у 
que Jg(O) # 0 сп cada x Є A; muéstrese entonces que g preserva el volumen sii 
14260] = 1 para todo x E A. 


a. — Muéstrese que si un conjunto А tiene contenido nulo, entonces cl (А) tiene 
contenido nulo. ¿Es cierto esto para medida nula? 


b.  Seaf:A CR” э К" de clase С! en un conjunto abierto A. Sea В СА y cl(B) 
C A y supóngase que В es compacto. Si B tiene contenido nulo o medida 
nula, muéstrese que también ocurre lo mismo para f(B). [Sugerencia: con- 
sidérese el caso en que Jf(x) = 0 por separado y úsese el teorema de Sard 
(ejercicio 27, capítulo 9).] 


Ejercicios 


30, Оп subconjunto А de R” es homeomorfo a un subconjunto В de R” si existe una 
transformación continua ф: А — B con inversa continua q”! : В > A. Decimos i 
| que pes un homeomorfismo, 
j а. Епсиёй{тезе un ejemplo de una biyección ф:А > B que sea continua pero H 
: que no sea un homeomorfismo. 4 
; . | Е 
b.  Seaf:A СЕ" =R" continua yT = {x, f(x) Є "х К" [х Є A) la gráfica de i 
f. Muéstrese que A y Г son homeomorfos. 
31. Sea f: la, b] > R una función monótona (digamos, por ejemplo, que f no es 
decreciente: x < y = f(x) € fO). Р 
а.  Muéstrese que los límites izquierdo y derecho, /(х*) = т, о f(x + А) $ 
y fŒ) = Ит, о. f(x- А), existen en cada x de [а, b] (sólo uno de los dos en A 
los extremos). К 
b.  Muéstrese que ftiene como mucho una cantidad numerable de discontinuida- 1 
des. [Sugerencia: sea P, el conjunto de puntos en los que el salto de fexce- El 
de a 1/n; muéstrese que P, es finito y considérese la unión de todos los Р, 
paran=1,2,3,....] ` 
с. Un famoso teorema de Lebesgue afirma que para tal f, la derivada de fexiste, 
excepto quizás en un conjunto de medida nula. Considérense algunos ejem- 
plos para verificar la validez de los resultados. Revíscse una demostración 
en, por ejemplo, Hewitt y Stromberg, Real and Abstract Analysis y redáctese 
un breve escrito acerca de las características principales de la demostración. 
32. Demuéstrese que la transformación 
x= uy 
x= uy + 
x= 4 +43+u3 
Xn= Up +:"-+Un 
deja invariantes los volúmenes. 
33. Seag: [0, 1] >R integrable. Muéstrese que 
1 1 J 1 | 
7 | | 20) а ах = Í 120 dt: 
o Lx o 
34. Sca K un conjunto compacto. Si ©; es una sucesión uniformemente conver- 


gente de funciones continuas de valores reales en K, muéstrese que f, es 
equicontinua. El recíproco no es cierto. Proporciónese un contraejemplo. 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
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Sea S un subconjunto de R” con volumen y sea £ > 0. Sea R el conjunto de puntos R = 


Их. 


,1х,) | (Xp «+, Xp) E 5}. Muéstrese que v(R) =1"v(S). ¿Qué ocurre si t < 0? 


Explíquese cómo es posible que exista el fenómeno de Gibbs y que la serie de 
Fourier siga convergiendo en media y puntualmente. 


a. 


b. 


Seaf(x) una función con serie de Fourier (а, /2) + Da [а„ cos nx + b, sen nx] 
en [-л, л]. Defínase la reflexión de f como g(x) = f(-x). Muéstrese que la 
serie de Fourier de g es (a,/2) + >” [a, cos nx — b, sen nx]. 


q] 


Sea 


_] 0, para —T<x<0, 
swf? para 0< x < т. 


Recuérdese que la serie de Fourier de f es 


t A(CIy-1 yr 
4 +5 (== cosnx — A senns) x 


n=l 


Úsese el apartadoa para mostrar que la serie de Fourier de |x| en [-л, 71] es 


т (= 1)" -1 cos[(2k — 1)х] 
a ==-4 Я 
+22. а cosnx= 7-45; TORTA 


Úsese el apartado b рага mostrar que = 


Úsese la parte b para obtener la serie de cosenos de Fourier de х en [0, х] y 
viceversa. 


Sean Y un espacio con producto interno y Ф, ф,. . . una sucesión ortonormal 
completa. Supóngase que W es un subespacio de Y y quefE W sii (f, д) = 0. 
Demuéstrese que (,, €, . . . es un sistema ortonormal completo para W. 
Generalícese. 


Aplíquese el apartado a al sistema trigonométrico y 
i Уў={/:[—т,л]— R |" /(х)4х =0}. 

ii W=(f:[-7,7] — R |7 es par). 

iii W=(f :[-т, т) > R |f es impar). 


Si f: [a, b] > Е es de cuadrado integrable, demuéstrese que f es integrable; ès 
decir: Í, | F|? dx <% => Б 209] ах < =, [Sugerencia: úsese la desigualdad de 
Cauchy- Schwarz.] 


Ejercicios 


40. 


Supóngase que f : [-л, л] > R es continua a trozos y que sólo tiene 
discontinuidades de salto. Muéstrese que la suma de la serie de Fourier de f 
en x sólo depende de los valores de f en cualquier vecindad de x. Esto se 
denomina la propiedad de localización de Riemann. [Sugerencia: aplíque- 
se el teorema 10.3.2.] 


Los coeficientes de Fourier de f dependen de los valores de f еп todo [-7, 
л}. ¿Cómo se puede conciliar esto con el resultado del apartado a? [Suge- 
rencia: estúdiese la demostración de 10.3.2.] 


Supóngase que la seric de Fourier de f: [-л, л] x [-11, 1] ~ R es 


оо 
> Cea 


пт=- оо 


(Véase el ejercicio 18, capítulo 10.) 


Desarróllese la serie de Fourier de f en forma trigonométrica. 


Para y fijo, sea g(x) = f(x, y). Muéstrese que los cocficientes de la seric 
exponencial de Fourier de. g son ав, са ЕРА 


оо 
Сп) = с, = У боё. 
т=— со 


Si f es de cuadrado integrable sabemos que su serie de Fourier converge a 
fen media (véase el teorema 10.3,1). El propósito aquí es dar un teorema de 
convergencia puntual. Muéstrese que si fes de clase C! y f(x, л) = f(x, -л) 
y f(x, у) = (я, y) para todo x e y, entonces la serie de Fourier de fconver- 
ge a f(x, y) puntualmente. [Sugerencia: úsese el apartado b y 10.3.2.] 


¿Para qué valores de p es У (sen nx)/n? la serie de Fourier de una función de 
cuadrado integrable? (Véase el ejercicio 32, capítulo 10.) 


a. 


Muéstrese que 


п | | 
соз] < | —— 
D sen(x/2) 


рага х #0. 


Considérese la serie de Fourier de la función escalonada 


оо 


уо) = У соны 


n=l 


Muéstrese que para cada б> 0, esta serie converge uniformemente єп [5, л]. 
[Sugerencia: úsese el apartado a y el criterio de Dirichlet.] 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 
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с.  Generalícese b a cualquier serie de Fourier f(x) = > a, соѕ пх con a, 


n=] л 


decreciente. Conclúyase que f debe ser continua en ]0, æf. 


а. —Dedúzcase de e que si f tiene una discontinuidad en xo y 0 < х, < 7, enton- 
ces los coeficientes de Fourier de f no son decrecientes. 


Una cuerda en [0, Д se desplaza inicialmente en г = 0 mediante f(x) = (x— 1/27 – Р/4. 
Determínese una fórmula para el desplazamiento tras un tiempo ё. 


a. Si una barra con extremos aislados tiene temperatura T constante en t = 0, 
muéstrese que T es constante para todo г> 0. 


b. Si una barra en [0, л] tiene temperatura en г = 0 dada por sen х, encuéntrese 
la temperatura para £ > 0. 


с. Іо mismo que en b, excepto que T = cos xen t = 0). 
a. — Encuéntrese una función ¢ en [0, л] x [0, л] tal que У?р = 0 y que ф(х, 0) = 
cos x y ф(х, л) = 0 = ф(0, y) = p(x, y). 


b. Enel apartado a, reemplácese p(0, y) = Орог p(0, y) = 1 y determínese la 
función. 


с. ¿En qué sentido se alcanzan los valores en la frontera en a y b? 


Sea Y un espacio con producto interno. Por lo general, || /, || > | no impli- 
caf, > f (ejercicio 16, capítulo 3). Sin embargo, muéstrese que La > |f | sí 
que implica f, + fen media si f, es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier 
de f con respecto de una familia ortonormal. 


Sea f: R >R dos veces derivable. Muéstrese que 


а. Si F(x, y) = (ху), entonces x 0F/dx = yð F/ðy. 

b. Si F(x, y) = (ах + by), entonces b 9F/dx = aðF/ðy. 

с. Si Fx, у) = Р? + y?), entonces у дЕ/дх = хдЕ/ду. 

d. Si F(x, y) = f(x + cy) + f(x – cy), entonces с?д?Е/дх? = д2Е/ду?. 


Demuéstrese el lema de Kronecker: si Da {пу converge, entonces (1, +---+ 
x,)/n > О cuando п — oo; (es decir, x, > 0 en el sentido de Cesaro). 


Sea f: [a, Б] > R una función acotada integrable con f(x) 2 m > О para todo x en 
[a, b]. Muéstrese que (2 л) (1) >(b-a). 
Supóngase que f: [0, 1] > R es integrable, que S, Хх) dx > 7 y que 0 < f(x) < 


10 para todo x en [0, 1]. Defínase el conjunto Ё= = {х € [0, | Рх) > 1} y 
supóngase que £ tiene volumen. Muéstrese que у(Ё) > 1/2. 


52. 


53. 


Ejercicios 


Supóngase que f : [0, 2л] > R es continua y que f(0) = /(2л). Sea | 
N 


sN= Y (лек) фк i | 


kN 
la N-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f y defínase 


y y 
Ф(у) = f FO) dx y Ум(у) = f 5м(х) dx. 3 
o o 


Establézcanse cuáles de las siguientes afirmaciones “deben ser ciertas” o “po- 
drían ser falsas”. 

а. 2" sue dx — fo” f(x) dx cuando N > оо. 

bad [ELIO ах. 

с. lls=f = 0. 

@. (2) > f(2). 


с [[Ey- 0] —0. 

в. Хм(2) — Ф(2). 

h. Уу — Ф uniformemente en (0, 27]. 

El núcleo de Poisson y las funciones armónicas. Sea f(0) continua у 2л-регібаі- 
ca (podemos imaginar f como una función definida sobre la circunferencia del 


círculo unidad en el plano). Por cl teorema de Fejér, sabemos que la serie de 
Fourier de fconverge a fen sentido (C, 1). Dedúzcase que 


lím y cerle” =f(8). 


ке! 


k=-00 


(Obsérvese el exponente |4| para los índices negativos.) Defínase 


` со 
u(r,0) = У carle”? 


Гия 


para 0 £ r < 1. Consideramos и сото una función en el interior del disco unidad 
del plano. En coordenadas rectangulares x, y tenemos 


u(x, y) = Co + Nal + iy) + ca — у). 
fl 
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Demuéstrese que esta serie converge uniformemente en cada disco de radio me- 
nor que 1. 


Muéstrese (por la teoría general de las series de potencias) que podemos derivar 
u término a término cualquier número de veces. De esta forma demostramos que 
ðu А ац _ 
д2 ду 


0; 


es decir, и es una solución де la ecuación de Laplace (una función armónica). Ya 
hemos visto que u(x 0) > f(0) cuando r -> 15, de modo que hemos resuelto el 
“problema de Dirichlet”: encontrar una función armónica en el disco unidad que 
tenga una función dada como condición de contorno. 


Para 0 < r< 1, demuéstrese que 


шд) = 55 "КӨРӨ Ddi 


donde РӨ - ) = Ў не -№, La función Ру) = У" пе! ез el núcleo de 
Poisson. Súmese esta serie explícitamente para demostrar que 


l-r 
PAN= 1+r-—2rcos y 


Muéstrese que este núcleo tiene las mismas propiedades cruciales que el núcleo 
de Fejér. 


a.  2x-periodicidad. 


b. (1/27) "Ра = 1. 
e РД) > 0. 


d. Para cada > 0 fijo, tenemos 


lím f Р) dt =0. 
rai? Јат 


Dedúzcase que la función u(z 0) analizada arriba converge а /(0) uniformemente 
cuando r> Г. 


Preguntas tipo examen 


Los ejercicios 54-58 son preguntas tipo examen, basadas en los capítulos 1-6 y 8. 


54. 


a.  Defínase el supremo de un conjunto 5. 


внат O A тинорат келч очы Ip re 
Preguntas tipo examen 


b.  Encuéntrese sup[x Є R | 2+x<3). 
€. ¿Qué se entiende al decir que Ж es completo? 


а. — Sea(x,)' una sucesión convergente en R. Demuéstrese que es una sucesión 
de Cauchy. 


е. Sea 0 <а < 1 у defínase xy = а; inductivamente, defínase х, = (х„_ + 1)/2 
para n = 1, 2, 3,..,. Demuéstrese que х, converge a 1 cuando п => oo, 


55. а.  Defínase el término “conjunto conexo”. Ё 
b.  Defínase el término “conexo por arcos”. К 


с.  Establézcase y demuéstrese una versión general del teorema de los valores 
intermedios. 


d.  Demuéstrese que ((x, y) ER? [х= Оеу2 00 (х, y) ER? |х =уух>0} 
©з сопехо, 


е. 51А y B son conjuntos conexos en R” y A N B + Ø; muéstrese que A U Bes 
conexo. 


amm 56. o De fínase lo-que quiere-decir-que una-sucesión-de-funciones f : R- э R 
converja uniformemente. 


b.  Demuéstrese que У) (зеп kr)? /k% converge uniformemente рагах € R. 


с. ¿Es fœ) = У)” (sen kr)? О? una función continua de x? Justifíquese la res- 
puesta. 


d. Sean f(x) = (1/kx) + 1 para k = 1, 2, 3.... yx € JO, 1[. Demuéstrese que 
f.— | puntualmente. 


e. ¿Converge uniformemente la sucesión (А) del apartado d еп ]0, 1[? 


57. а. Ѕсап/, : la, b] — R funciones continuas y derivables en Ја, b[ con f, conti- 
nuas. Supóngase que f, converge uniformemente a f y que f; converge uni- 
formemente a g. Enúnciese un teorema relativo a la derivabilidad de f. 


b.  Demuéstrese el teorema enunciado en a. Enúnciense claramente todos los 
resultados utilizados. 


е. Scan f(x) = (sen kx)/K? ¿Se aplica el teorema? 


d. Епйпсісѕс un resultado que garantice que la siguiente operación sea válida: 


оо 


b b о 
У / gl) dx] = у Уе) | ar. 
2 а Mal 


k=1 


z Я а 
е.  Defínase Xa х" [n!. Úsese el apartado d para demostrar que Í edt=e-l. 
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Seaf: A C R" > К", donde A es abierto. Proporciónese una definición de la 
derivada de f. И 


Para f: А С К" > R, defínase el gradiente de f y analícese el significado 
geométrico de (grad f(x), e). 


Si $ es una superficie definida por 5 = {x | F(x) = c) para alguna constante 
c, justifíquese el hecho de que grad f(x) es perpendicular a 5 six Є 5. 


Encuéntrese la ecuación del plano tangente a la superficie x? + у? +z*= 3 en 
(1,1,D. 

Justifíquese que las dos superficies x? + y? + 22 = 3 y 4 +y? + 2 = 3 sean 
tangentes en el punto (1, 1, 1). 


Los ejercicios 59-62 se basan en los capítulos 6-10. 


59, 


60, 


61. 


а. 


b. 


а. 


с. 


а. 


Sea f: R” > R”. Defínase lo que quiere decir que f sea diferenciable en х 
ER”. 


¿Es cierto que la existencia de las derivadas parciales implica que f es 
diferenciable? Analícese. 


Sea f: R? > R?, f(x, y) = (ху, e, cos х). Calcúlese Df(1, 0). 


Sea A(x, у) = /(в(х, у), KG). р(х). Escríbase una fórmula para ðh/ðx. Justifí- 
quese en términos de la regla de la cadena. 


Seaf: R э Е derivable. Supóngase que f y f' no tienen raíces comunes. 
Demuéstrese que f sólo tiene un número finito de ceros en [0, 1]. 


¿Qué dice el teorema de la función inversa para funciones f: R Э Е? 
Considérense las ecuaciones 


{ х +у® = р 


xa+y+y =3. 
Muéstrese que se pueden despejar у(х), 2(х) cerca de (x, y, 2) = (1, 1, 1). 
Calcúlese dy/dxenx= 1. 
Sea ф: [0, 1] 3 [0, 1] continua. Demuéstrese que y tiene un punto fijo. 


Sea F: Е" — К“ de clase С! y con jacobiano distinto de cero en todo punto. 
Demuéstrese que F(R”) es abierto. 


Sea f: R? > R continua. Muéstrese que f no es inyectiva. [Sugerencia: si f 
fuera inyectiva, entonces las imágenes de los ejes X e Y serían intervalos en R.] 


Evalúese Í, е^ ахау, donde A = {(x, y) ER? [х +у = 1}. 


62. 
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Evalúese Í, x dxdy, donde В es la región del plano acotada por x=0, y = 0 
ух+у= 1. 


Enúnciese una versión del teorema de Fubini. 


Úsese el apartado с para escribir una fórmula para Ј Ух, у) ахау, donde A = 


[Gx NERlosysdy yo Ex < 0). Еп este caso, фу (son 
funciones suaves еп е! intervalo [c, 4] tales que y (y) < ф(у) para todo y € 
[c, d]. Dibújese la región. 


Sea ф: R? —э К? de clase C' y biyectiva, con Jọ +0. Supóngase que Í, dxdy = 
Loa, ахау para todo disco abierto A. Demuéstrese que Jo = 1. 


Sea Y un espacio con producto interno y ф, ф,, ф,... Una sucesión 
ortonormal en Y Escríbase la serie de Fourier de fE Усоп respecto a {ф;}. 


Explíquese la forma en que el apartado a se relaciona con la fórmula 


Од ~ + Econ Yoda sennx 


п=1 


donde 


fG)coskidx k=0,1,2,... 


-r 


iF fixsenkxdx k=l; 2,. 


ак 


by 


Calcúlese la serie de Fourier def =х,-л<х<л. 


¿Cuál es el límite puntual de la serie del apartado с? ¿Converge dicha serie 
en media? Razónese la respuesta. 


Suponiendo los teoremas de completitud del texto; demuéstrese que (sen nx | 
n= 1, 2, 3,...} es completo en el espacio de las funciones de cuadrado 
integrable en [0, л]. * 


Los ejércicios 63-66 se basan en los capítulos 1—7. 


63. 


Sea B = D(O, 1) la bola unidad abierta en R” con centro en 0 y sea f: B >R 
continua. Supóngase que existe, una transformación continua g ; B э L(R”, R) (las 
transformaciones lineales de R” a R), tal que para cada pár de puntos x, y en B, 
Ру) -ХО) = М [e(ty + a Dx) – 14. Muéstrese que.fes de clase С! y que Df = g. 


64. 


SeaD= (x ER? | ||х|| = 1} el disco unidad cerrado.con centro en el origen de R. 
Рага cada entero п > 0, seá f, : D Э К continua y supóngase que f: D>R es una 
función continua tal que la sucesión (f, )7 converge.uniformemente а fen D. ¿Es 
equicontinuo о acotado (o ambas cosas) el conjunto de funciones (f, | n=1,2, 
3,...}? Justifíquese la respuesta. 
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65. Рага cada раг de funciones f, g : [0, 1] > R, defínase f V g: [0,1] > R como 
(У 80) = máx la), 200). 
a. Sify g son continuas, muéstrese que f У g es continua. 


b.  Defínase una transformación y : С([0, 1], К) х C([O0, 11, R) > C(EO, 1], R) 
comop(f, а) =f V g. Muéstrese que y es continua (con respecto a la norma 
del supremo en el espacio C([0, 1], R) de todas las funciones continuas de 
valores reales en [0, 1]). 


66. Defínase una transformación a : C([O, 1], R} > C([O, 1], R) como sigue: para 
cada f E C(O, 1], К), defínase a(f) E C([O, 1], R) como (aA) = Ј AO) de. 
a.  Muéstrese que с es una transformación continua de С([0, 1], R) en C([O, 

1], К) con respecto a la norma del supremo en С([0, 1], R). 


b. ¿Esa una transformación lineal compacta? Justifíquese la respuesta (una 
transformación lineal es compacta si la clausura de la imagen de la bola 
unidad es compacta). 


Арёпаїсе В 


Referencias y sugerencias 
para estudios posteriores 


Este apéndice contiene referencias del texto y varias sugerencias para un estudio más a 
—-———fondo-de-la-materia. Se agrupan.por temas, y hemos.dado unas.cuantas. Observaciones... - 
acerca del nivel y material de las selecciones. 
El número de libros de cálculo avanzado y de introducción al análisis es extraordi- 
nario. A pesar de los muchísimos textos recientes, algunos de los libros más antiguos 
siguen siendo los mejores. Algunos de nuestra preferencia son: 


[1] Carslaw, Н. S., Theory of Fourier's Series and Integrals, 3° ed., Nueva York, 
Dover, 1930. 


[2] Hardy, G. H., Pure Mathematics, 9 ed., Nueva York, Cambridge Univ. Press, 1947. 


[3] Hobson, E. W., The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of 
Fourier's Series, Cambridge, Ingl., Cambridge Univ. Press, 1921. 


[4] Titchmarsh, E. C., Theory of Fourier Integrals, Londres, Oxford Univ. Press, 1937. 


` [5] Whittaker, E. T., y Watson, G. N., A Course of Modern Analysis, Cambridge, 
Ingl., Cambridge Univ. Press, 1926. 


De los textos más recientes que están aproximadamente almismo nivel quetos mencio=———— 
nados, los siguientes han tenido gran aceptación. De estos, [6, 7, 8, 9, 12, 13, 15, 16] 
son bastante clásicos, mientras que [10, 11, 14] tienden a ser un poco más abstractos. 
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[6] Apostol, T. M., Mathematical Analysis, 2* ed., Reading, Mass., Addison-Wesley, 
1974. 


[7] Barile, R. G., The Elements of Real Analysis, 2* ed., Nueva York, Wiley, 1976. 
[8] Buck, К. C., Advanced Calculus, 2* cd., Nueva York, McGraw-Hill, 1965. 


[9] Graves, L. M., Theory of Functions of Real Variables, 2° ed., Nueva York, McGraw- 
Hill, 1956. 


[10] Lang, S., Analysis І, Reading, Mass., Addison-Wesley, 1968. 


[11] Loomis, L. H. y Sternberg, S., Advanced Calculus, Reading, Mass., Addison- 
Wesley, 1968. 


[12] Olmsted, J. M.A., Advanced Calculus, Nueva York, Appleton-Century-Crofts, 1961. 
113] ._, Real Variables, Nueva York, Appleton-Century-Crofts, 1956. 


[14] Rosenlicht, M., Introduction toAnalysis, Glenview, Ill., Scott, Foresman and Co., 
1968. 


[15] Rudin, W., Principles of Mathematical Analysis, 3* ed., Nueva York, McGraw- 
Hill, 1976. 


[16] Widder, D. V., Advanced Calculus, 2° ed., Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 
1965. 


Para mayor información acerca de los fundamentos de la teoría de conjuntos, consúltese 
[17, 18, 19]. En [17] no hay mucho material sobre lógica y los axiomas de teoría de 
conjuntos, pero todos los resultados de la teoría de conjuntos que son de importancia 
práctica en el curso se presentan de forma concisa. Además, [17] desarrolla amplia- 
mente el cálculo diferencial abstracto (véanse nuestros capítulos 6 y 7) en el contexto 
de los espacios de Banach. Los axiomas de conjuntos de la introducción se tomaron 
textualmente de [18]. [19] es un texto más moderno diseñado para presentar al estu- 
diante la teoría básica de conjuntos e iniciar el estudio de la materia en sí. 


[17] Diecudonné, Jean, Foundations of Modern Analysis, Nueva Jersey, Prentice-Hall, 
1966. 


[18] Halmos, Paul R., Naive Set Theory, Nueva York, Springer-Verlag, 1960, 


[19] Roitman, J., Introduction to Modern Set Theory, Nueva York, Wiley, 1990. 
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Las siguientes son algunas referencias generales para un trabajo más avanzado en aná- 
lisis real, incluyendo la integración de Lebesgue y el análisis abstracto en espacios 
gencrales de Banach y de Hilbert. 


[20] Burkhill, J. C., The Lebesgue Integral, Cambridge, Ingl., Cambridge Univ. Press, al 
1951. 


[21] Halmos, P. R., Measure Theory, Nueva York, Springer-Verlag, 1950. 


[22] Hewitt, E. y Stromberg, K., Real and Abstract Analysis, Nueva York, Springer- 
Verlag, 1969. 


[23] Gleason, A. M., Fundamental of Abstract Analysis, Reading, Mass., Addison- 
Wesley, 1966. 


[24] Lang, S., Analysis П, Reading, Mass., Addison-Wesley, 1969. 
251 Royden, H. L., Real Analysis, 3* ed., Nueva York, Macmillan. 1989. 

"7 77 (2617 Rudin, W7 Real and Complex Analysis, 3* 2077 Nueva York, McGraw-Hill, 1987. ** "* m 
[27] _, Functional Analysis, 2* ed., Nueva York, McGraw-Hill, 1991. 


[28] Simmons, G., Introduction to Topology and Modern Analysis, Nueva York, 
McGraw-Hill, 1963. 


Un libro útil para encontrar contraejemplos a teoremas con hipótesis de menos es [29]. 


29] Gelbaum, В. R. y Olmsted, J.M.H., Counterexamples in Analysis, San Francisco, 
Holden Day, 1964. 


Nuestro texto estudia un poco de series. Referencias clásicas sobre el tema son (30, 31]. 


30] Hardy, G. H., Divergent Series, Londres, Oxford Univ. Press, 1949. 


[31] Knopp, K., Theory and Application of Infinite Series, Nueva York, Dover, 1951. 


Para quien desee estudiar con más detalle la teoría de distribuciones, puede consultar 
os siguientes títulos, además de [27]. 


[32] Gelfand, LM. y Shilov, G.E., Generalized Functions, Nueva York, Academic Press, 
1964, 


[33] Schwartz, L., Théorie des distributions, París, Hermann. 1966. 
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[34] Zemanian,A., Distribution Theory and Transform Analysis, Nueva York, McGraw- 
Hill, 1965. 


Los siguientes títulos desarrollan la teoría de ecuaciones diferenciales y ecuaciones 
integrales. De éstos, [35] y [36] son tratados amplios. 


[35] Coddington, E. A. y Levinson, N., Theory of Ordinary Differential Equations, 
Nueva York, McGraw-Hill, 1955. 


[36] Hartman, P., Ordinary Differential Equations, Nueva York, Wiley, 1964. 


[37] Hurewicz, W., Lectures on Ordinary Differential Equations, Nueva York, Dover, 
1964, 


[38] Roxin, E. O., Ordinary Differential Equations. Belmont, Calif., Wadsworth, 1972. 


[39] Widom, H., Lectures on Integral Equations, Nueva York, Van Nostrand 
Mathematical Studies No. 17, 1969, 


El cálculo avanzado se puede aplicar con elegancia para estudiar problemas en geometría 
y análisis vectorial, incluyendo la geometría fractal. Además de [10, 11, 24], consúltese: 


[40] Barnsley, M., Fractals Everywhere, San Diego, Academic Press, 1988. 


[41] Devaney, R. L., An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, 2° ed., Redwood 
City, Calif., Addison-Wesley, 1989. 


[42] Fleming, W., Functions of Several Variables, Reading, Mass., Addison-Wesley, 
1965. 


[43] Munkres, James R., Analysis on Manifolds, Redwood City, Calif., Addison-Wesley, 
1991. 


[44] Peitgen, Н.-О., Jürgens, Н. y Saupe, D., Chaos and Fractals, New Frontiers of 
Science, Nueva York, Springer-Verlag, 1992. 


[45] Spivak, M., Calculus on Manifolds, Nueva York, Benjamin, 1965. 


Hemos citado varios textos que versan sobre las series de Fourier y el análisis: [1, 3, 4, 
22, 24, 26, 33, 34]. Otros textos, un poco más avanzados, son: 


[46] Körner, T.W., Fourier Analysis, Cambridge, Ingl., Cambridge Univ. Press, 1988. 


[47] Stein, M. y Weiss, G., Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces, 
Princeton, N. J., Princeton Univ. Press, 1971. 
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[48] Widom, H., Lectures on Measures and Integration, Nueva York, Van Nostrand 
Mathematical Studies No. 20, 1969. 


[49] Zygmund, A., Trigonometric Series, 2° ed., Cambridge, Ingl., Cambridge Univ. 
Press, 1959. 


Nuestro capítulo acerca del análisis de Fourier dio una introducción a las ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales. Se puede encontrar más información en lossi- 
guientes textos, de los cuales, los dos últimos usan la teoría de distribuciones, y [53] es 
más avanzado. 


[50] Churchill, R. V. y Brown, J. W., Fourier Series and Boundary Value Problems, 4 ed., 
Nueva York, McGraw-Hill, 1987. 


[51] Courant, R., y Hilbert, D., Methods of Mathematical Physics (2 volúmenes), Nueva 
York, Wiley-Interscience, 1962. 


[52] Duff, G. F. D. y Naylor, D., Differential Equations ofApplied Mathematics, Nue- 
va York, Wiley, 1966. 


[53] Sobolev, $. L., Applications of Functional Analysis in Mathematical Physics, 
Providence, R.L, American Mathematical Society Translations, vol. 7, 1963. 


Las referencias que siguen a continuación tratan acerca de la mecánica cuántica. [56] es 
un texto clásico elemental, mientras que [54, 55] son más avanzados у orientados a los 
matemáticos. 


[54] Jauch, J. M., Foundations of Quantum Mechanics, Reading, Mass., Addison- 
Wesley, 1968. 


[55] Mackey, G. W., The Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Nueva 
York, Benjamin, 1963. 


[56] Merzbacher, E., Quantum Mechanics, 2° ed., Nueva York, Wiley, 1970. 
Existen varios temas importantes en el análisis clásico que no hemos estudiado. Por 


ejemplo, podríamos haber estudiado la función gamma, según [16] o [57]. Este tema se 
estudia también con frecuencia en cursos de variable compleja. 


[57] Artin, E., The Gamma Function, Nueva York, Holt, Rinehart and Winston, 1964, 
Existen numerosos textos excelentes de autores que no son de habla inglesa; por ejemplo: 


[58] Bourbaki, N., Éléments de Mathématique; Fonctions d'une variable réele, París, 
Hermann, 1961. 
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[59] Dieudonné, J., Calcul Infinitésimal, París, Hermann, 1971. 


El tratamiento riguroso del análisis elemental no evolucionó de forma rápida ni fluida. 
Los creadores de esta área de las matemáticas encontraron muchos obstáculos y calle- 
jones sin salida en el camino antes de desembocar en sus brillántes ideas. La aprecia- 
ción de su historia es importante para la educación del estudiante en matemáticas. Los 
textos recomendables son: 


[60] Grabiner, І V., The Origins of Cauchy's Rigorous Calculus, Cambridge, Mass., 
The MIT Press, 1981. 


[61] Kline, M., Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Nueva York, 
Oxford Univ, Press, 1972. 


Apéndice C 


Respuestas y sugerencias 
a los ejercicios impares 


En este apéndice damos las respuestas o sugerencias de muchos de los ejercicios impa- 


res. Pocas veces se tratara de las solúciones completas. "Hay que realizarlos'cálculos y 
dar ciertos argumentos para apoyar las respuestas о rellenar los huecos y seguir las 
pistas y sugerencias. 


Introducción: Conjuntos y funciones 


Lo а ДА)={1},/7МВ)=$. 
b. f(A) =A, 7 В) =B. 
с. f(A) = {1,0,- 1,7710) = {x | x < 0}. 


з, Еп cada caso, úsense las definiciones. Por ejemplo, para a, x E fC U Су) sii 
До) E С, UC, sii (7) Є С, о) EC) siix Ef? (С) UF (Ca: No necesa- 
riamente ocurre la igualdad en d. ` 


5.——Por-ejemplo,-supóngase.que £(D,-O-D)= Д) П AFD). Six, Ф х,у ў) = 
f(x) = y, sean D; = [x,) y D, = {х,} para deducir una contradicción. Así, fes 
inyectiva. Algunos posibles equivalentes a la “suprayectiva” son: para todo y E 
Т, Рур #@ o, para todo R C Т, R =f(f(R)). Son posibles otras respuestas. 
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Un subconjunto В de A se determina viendo si рага cada x € A,x E Вох € В. 
Aplíquese un argumento estándar para contar una sucesión de elecciones o bien 
úsese la inducción. 


Six € UA, entonces x € A para algún A € A. Como AC 8, A Є By entonces 
xE U В. Аз, ЈАС U В La segunda parte es análoga. 


хе (вое) (С) = (воро) EC =>» ga) El => mero 
«=» хє рО). 


А,В #@ => (За єАУу 3beB = (a,b) € А х В, y entonces 
АхВ#@. 


a. 51 fes inyectiva, sea g(y) = x si f(x) = y y sea g(y) cualquier cosa si no existe 
tal x. 


b. Si fes suprayectiva e y Є T, elíjase algún x tal que f(x) = y y sea (у) = х 
(obsérvese el uso del axioma de elección). 


Sca T: R” > R” la transformación lincal asociada a la matriz А. Por álgebra lineal 
sabemos que T es suprayectiva; es decir, Tx = y se puede resolver рага x Є К“ 
рага cada y ER” si y sólo si T tiene rango т. Si B existe, Tes suprayectiva por el 
ejercicio 15b. Recíprocamente, si T es suprayectiva, elíjase un subespacio W C 
К" de dimensión m complementario a Кег(Т). Entonces T| W: W>R” es un 
isomorfismo. Sea U su inversa. Entonces To U = identidad. Si В es la matriz de 
U, obtenemos AB = identidad. 


Capítulo 1: La recta real y el espacio euclídeo 


Cuerpos ordenados y los sistemas numéricos 


(a +bY = (а + bla +b) = (а + bja + (a + b)b = a? + ba + ab + b? (por la propiedad 
distributiva, dos veces). Úsese ahora la conmutatividad. 


Desarróllese (a — Б)? > 0 y reordénese. 
Sea F = (0, 1, 2} con aritmética módulo 3. Por ejemplo, 2:2=1у1+2 = 0. Рага 


mostrar que по puede ser ordenado, obténgasc una contradicción de (рог ejem- 
plo) 1 > 0, de modo que 1 + 1 = 2 > 0 por lo que 1+2=0>0. 


1.2 


КУЗЕ 
а а а ыа ыыы AAA а а акша жн нна л на уно 
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La completitud y el sistema de los números reales 


1. a. Tómense límites cuando n > оо en x4 = 2 +х„. 
b. 2. 
з. 0 
5. De una sucesión monótona (no trivial) (x,)?, extráigase una subsucesión que sea 3 
estrictamente monótona. Ё 
1.3 Supremos E 
Р 
1. sup(S) = 1; 5 no está acotado inferiormente. : 
3. $ир(О) es una cota superior де Р, de modo que sup(Q) > ѕир(Р). 
5. вир(5) = 1. 
1.4 Sucesiones de Cauchy Е Е 
м1, сө 5 da 
1. [= |х| E У (1/3) < 1/37. Así, para todo € > 0, pode- d 
mos elegir N tal que 1/3”! < £. Obtenemos una sucesión de Cauchy, por lo que Г 
(xr converge. р 
al 
3. Una posibilidad es 1,0,-1,1,0,-1,1,0,-1, | 
5. Ғаіѕо. 
\ 
1.5 Puntos límite; lím inf y lím sup ' 
1. líminf(x,) = 2; lfm sup(x,) = 4. 
3.  Úsese 1.5.5 para mostrar que existen puntos Xmm а UNA distancia menor que 1/n 
de A. Asegúrese el lector de obtener una subsucesión. 
5. Falso. 
1.6 El espacio euclídeo 
1. Si la igualdad es válida en la desigualdad de Cauchy-Schwarz о la desigualdad 


triangular, entonces x e y son paralelos. Desarróllese ||х += = (1 || + ily y 
para obtener ЕЕ lli] = = (х,у) = llo |: ¡EJE cos (8). Úsese esto directamente 
o tómense и = У/|у|| уг=х- (х, и) и. Verifíquese que (z, и) = О y que || x]|? = 
П + 16, uP = [| x]]?. Conclúyase que z = 0 y х = Kx, у)/||у||®у- 
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A- 2,0,3) ERA ER). 


x= (у + 1)/2 = (z + 2)/3 о P()=(1 +t, 1+ 20, 1 + 30). Esta recta no es un 
subespacio lineal, pues (0, 0, 0) no está en ella. 


Normas, productos internos y métricas 


La norma del supremo es 1. La de 1.7.7 es 1/V3. 


МЛР) = 1 vlees) = 1/43, y (fg) = 1/2. Así fg) = 
УО) с v (2,2) es verdadero. 


Рага fx) = х, ПА]. = 1, pero (f, f}? = 1/13. Así, estas normas son diferentes. 


Los números complejos 


а. 6+4i 

b. (11/5) – 2i. 

с. (3/2) – (5/2). 
No, no siempre. 

No; cierto sii z es real. 


a. Оѕепѕе las identidades trigonométricas y las propiedades de los exponentes 
reales. 


b. [е] = ек9 0; así, e 0. 
с. cos’ 0 + ѕепӨ= 1 
а. Овеѕе la inducción. 


|г|< 1; entonces z, > 0 cuando п > eo, 


Ejercicios del capítulo 1 (al final del capítulo) 


а. 50р(5) = v5; inf(S) = -V5. 

b. Ni sup(S) ni inf(S) existen (excepto como too), 
е. 50р(5) = 1; inf(S) = 0. 

а. 50р(5) = 0; іп 5) = –1. 

е. ир($) = 1/3; inf(S) = 0.3. 
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3. a. Supóngase que x > 0 y considérese e = x/2. 


b. Seax=mín[e/2, 1/2). 


5. Ѕіғ> 0, úsese 1.3.2 para obtener N tal que sup(5) – € < xy < sup(5). Sin > N, 
entonces sup(S) —E < xy < х, < зир($), de modo que |x- Ole €. Si (у, es 
monótona decreciente у R = (у, Ya, У». · ·), entonces y, > inf(R). 


7. Como supíA) + sup(B) es una cota superior de A + В (¿por qué?), sup(A + B) = 
ѕир(А) + sup(B). A continuación, muéstrese que los elementos de A + B están 
arbitrariamente cerca de зир(А) + sup(B). 


9. Úsese y, $ FAR La igualdad no necesariamente es cierta. Por ejemplo, sea x, = 
(-1¥*'. Entonces lím sup y, = —1 y lím sup EA] = 1; lím inf y, > lím inf(—|x,)). 


11. i= completitud: sea (x,)? creciente y acotada superiormente. Рогі, (х,)г tiene un 
supremo, digamos S. Verifíquese que х, — 5. Véase el ejercicio 5. La demostra- 
ción de que ii = completitud se hace mostrando que x, > —inf(=x,). 


13. El espacio generado por ((2, 1, — 2,0), (2, 1, 0, — 2)}. 


15. Muéstrese primero que 4(х,, Xan) Ж а(х, х)/2" y luego que d(X,, Xn) < 0, 
хуз, 


17. Si Les el conjunto de cotas inferiores de Se y Є L, entonces у £ 1065) (¿por 
qué?). Así, sup(L) = inK(S). Pero inf(S) Є L, por lo que inf(S) = sup(L). 


19. y=) =)= 1/2. 


21. Six €S, seax, = х. En caso contrario, х, < x para todo k. Sea y, = ху, у; el primero 
de los valores х, Xy, . . . tal que y, < yp etcétera. 


23. Сото 0 es una cota inferior de P, 0 < inf(P). Úsese la condición dada para des- 
cartar 0 < inf(P). 


25. а. 5іх Є Р, entonces existe y Є Q tal que x < y < sup(Q). Así, sup(Q) es una 
cota superior de P. 


b. No: considérese P = [0,1] y Q=[-1, 1]. Entonces Р < Q pero inf(P) >inf(Q). 


e. No: considérese P = irracionales у О = racionales. He aquí otro ejemplo: 
P=(1) y Q= (0, 1}. Entonces P < Q, pero inf(P) > КО). Además, Q < P, 
pero Р# 0. | 


27. inf(B) =V2. 


29. Sea y=suplu ER |12 < х). Obténganse contradicciones de у? < x y de у> х. 


кооз. у ЦН O 
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Cierto. 

a. Оѕеѕе la forma 00/00 de la regla de l'Hôpital. 
b. Tómense logaritmos y úsese а. 

(3 – 80/0 - 2). 

2=+(2- i). 


а. Ке (1/22) = (2 – у)? + у?); Im (1/22) = -21y/02 + у?). 

Ь. Ке (1/(32+2)) = Gx+2)/((3x +2) + '9у2); Im (1/(3:+2)) = -3y/ 
(Зх + 2) + 9у?) 

Si z = х + ѓу, entonces Re(iz) = Ке(іх — у) = —y = – 12), с lm(z) = Im(ix — y) 

= x = Ке(2). 


Úsese [ИИ =2 7 y Z+w=Z+0% para desarrollar la - bf + la + bl. 


[|а > В < log ај > (log n + log R)/n. El miembro izquierdo es positivo у el 
miembro derecho tiende a 0 por la regla de 1'Hópital. 


Capítulo 2: La topología del espacio euclídeo 


Conjuntos abiertos 


Si v = (а, b) # (0, 0), entonces v Є U = D(v, |||) CR? 1(0, 0)) (proporciónense 
los detalles). 


Si vo = (Xo уо) Є B, existe r > 0 tal que lx - xol <r =x € A. (¿Por qué?). 
Muéstrese que Ilo - vol] <r>vEeB. 


No en general; sí si B es abierto, 


Interior de un conjunto 


int(S) = ((1,y) Є R? jay > 1}. 
Sí 


Más generalmente, muéstrese que si U es abierto y U C A, entonces U С int(A) 
(véase el ejercicio 3 al final del capítulo). 
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2.3 Conjuntos cerrados 
1. Sí | 
3. 515 = (х... д} y Yo ERNS, sea r = (1/2) ті (У, Х),..., Фу хә}. 
Muéstrese que ||y vell <r>v ERÄS. 
5. No. 
2.4 Puntos de acumulación o 
L (er |y=0y0Sx<1). | 
3 а. 0. 
b. R 
с. Eje X. 
а. {(1/n, 0) E R? |n E Z, n +0} U {0}. 
5. Aes la parábola y= 4 ~ (x+ 1)?. Si (a, b) es un punto de acumulación, entonces 
existen (хь у) en ella tales que x, > a € y, > b. Por continuidad, b=4-(l+aY. 
Así, (a,b) E A. 
2.5 Clausura de un conjunto 
1. (9) = {0 y) ER? lx у). 
з. R 
5. El conjunto B(x, 1) = MMY | D(y, x) > r} es cerrado y А C B(x, r). Así, СКА) С 
b(x, т). 
2.6 Frontera de un conjunto 
l. 24= (0) ОА. 
3. 8А= (х,у ER? | х= у]. 
5. Sí 
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Sucesiones 


(0, 0). 
Úsese el teorema 2.7.6 ii. 


cS) = {x ER |2 < 2) = [42 12]. 


Completitud 


Six, EN y x, >x, entonces (х„)} es una sucesión de Cauchy. Como № es comple- 
to, esta sucesión tiene un límite en N С М. Como los límites en M son únicos, este 
límite debe ser x. Esto muestra que N es cerrado (¿por qué). 


Sí, toda sucesión de Cauchy es tarde o temprano constante. 


Si (х„)г es una sucesión de Cauchy, ésta está acotada. Tiene un punto de acumu- 
lación y por lo tanto una subsucesión convergente. Así, la sucesión “completa 
converge (¿por qué?). 


Series de números reales y de vectores 


Converge. 
Sea e > 0. Por 2.9.2, existe N tal que |15] <€ para todo k 2 N. Así, х, > 0. 


No converge. 


Ejercicios del capítulo 2 (al final del capítulo) 


L 


a. Abierto. 

b. Cerrado. 

с.  [—1,0] es cerrado. 
d. Abierto y cerrado. 

e. Cerrado. 

f. Ni abierto ni cerrado, 
g. Ni abierto ni cerrado. 


Cerrado. 
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3. Сайа х en U satisface la definición de un punto interior de А. Para conjuntos 
cerrados: si В es cérrado y В C A, entonces В С cl (A). О bien: si A C C y Ces cerra- 
do, entonces с1(А) С С. 


5. Existe un conjunto abierto U tal quex € UCA. Úsese ahora el hecho de que U es 
abierto. 


7. Мо es cierto para todo subconjunto de M. Inténtese con U = [0, 1] C R. 
9. Úsese 2.6.2 para obtener a y luego úsese a para obtener b. 

11. Considérese d(X,, х) 5 2/2 < є. 

13. Compárese соп el ejercicio 9. 

15. а. Úsese М\(М\А) = А y la definición de frontera. 


b. Оѕеѕе el hecho de que дА es cerrado (¿por qué?). 


17. Laserie рж || (sen mxn converge, por comparación con Du 15,11 (¿por qué?). 
Así, к Хх, converge, por 2.9.3, 


19.—а._ Оп. punto límite.o bien pertenece а А o bien ез un punto de acumulación de A. _ 


Podría ser un punto aislado de A; un punto de acumulación no puede serlo. 
21. Сайа vecindad abierta U de 0 contiene un disco Р(0, €). , 


23. Si Ves la unión de todos los subconjuntos abiertos dé A, entonces V es abierto y 
está contenido en A. Así, V C int(A) (véase el ejercicio 3). Six € int(A), existe un 
abierto U tal que x € UC A, de modo quex Є У, 


25. Сото los discos de radio £ son abiertos, también lo es cualquier unión de ellos. 
Recíprocamente, siÁ es abierto ух € A, existe £, > 0 tal quex Є Р(х, є) С А. Así, 


A =U, e4 Р(х, e). 
27. Elíjase b, tal que b, = |b,] <e/2”. 
29. Sí, 


31. Го que debe hacerse es mostrar que un punto de acumulación de A' debe ser un 
punia de а de А. (А')' по Пепе por qué ser igual a A”. Considérese 
(1/2, 1/3, . 


33. Muéstrese que а, = Spi — 5, €S creciente y qùe está acotada superiormente, Úsese 


їй serie telescópica s, = so *, a Оз рага mostrar que” eHímite-debe-ser-0-——————— 


35. Sugerencia: cada uno de los conjuntos debe contener un número racional. 


37. ТА N cl (M \A)} М [el (491 4] = [А U (cl A) N Tel (MN А) U (el (4) \A)] 
=cl (4) Гі [cl (MAA) U (СКА) \А)). ¿Por qué es esto дА? 
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Muéstrese primero que sup(5) — inf(S) es una cota superior рага (x—y|x€ES 
e y E 5}. Después, considérese x e y en 5 muy cercanos а ѕ0р(5) y a inf(S). 


Sea U una vecindad de x, Existe n tal que x € cl (А,)\А, (¿por qué?). Así, U N 
(A/D AD. > 


(1 + У13)/2. 

Necesitamos que x'**/e* > 0. Háganse algunos cálculos y йезе la regla de 
l'Hôpital. 

Compárese la gráfica de 1/x con los rectángulos inscritos y circunscritos para 


mostrar que la sucesión y, = 1 + (1/2) + -- - +(1/n) —1ор п es decreciente y que 
está acotada inferiormente por 0. 


Muéstrese que a, = O(s*) analizando P, = Пу, (1 — A/k); úsese el ejercicio 47 
para establecer que Р, =-Alog п + О(1). 


а. 1/е. 
14. 


Capítulo 3: Conjuntos compactos y conexos 


Compacidad 


Sea (х, una sucesión еп A. Si (x,) es un conjunto finito, alguna entrada debe 
repetirse una infinidad de veces. Úsese ésta para obtener una subsucesión con- 
vergente. Si es un conjunto infinito, entonces un punto de acumulación debe ser 
el límite de una subsucesión (es preciso tener cuidado, pues esto es más complejo 
de lo que aparenta: necesitamos el límite de una subsucesión, no de cualquier 
sucesión). 


cl (A) es cerrado. Para mostrar que es totalmente acotado, ѕеағ > 0 y recubramos 
А con una cantidad finita de bolas de radio є/2. Muéstrese que cl(4) queda 
recubierta por las bolas correspondientes de radio e. 


Una sucesión converge sii tarde o temprano se vuelve constante. Esto no contra- 
dice el ejercicio 4, pues las entradas de tal sucesión convergente forman un con- 
junto finito. 


Teorema de Heine-Borel 


Ninguno de ellos. 
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3. Тоаоѕ los subconjuntos de M son acotados, de modo que A compacto & (А cerra- 
do y acotado) <> A cerrado. 


5. No. 


3.3 Propiedad de los conjuntos encajados 


L NA =(12)+0. 


3. SiF,=(x, | 12 k}, entonces N, F, =Ø. Ninguno de los conjuntos F, es compacto, 


3.4 Conjuntos conexos por arcos 
1. а. No es conexo por arcos. Cualquier arco entre dos racionales debe contener 
un irracional. 
b. Conexo por arcos. 


<.__Сопехо por arcos. _ 


а. No es conexo por arcos. Si agregamos el punto (1, 0), sería conéxo por arcos. 


3.5 Conjuntos conexos 


1. No.]- 1/2, 3/21 y 12, 7/2[ son conjuntos abiertos disjuntos cuya unión con- 
tiene а А. i 


3.  SiACR,seaA*={(x,y,0 ER | (х,у) E А}. 5іу(0) = (x(t), y (0) es un arco en 
A, entonces y*(2) = (x(0, y(t), 0) es un arco en A*. Si U* y V* separan A*, enton- 
ces U=((x, y) ER? | (х,у, 0) Є U*) y V= ((х,у) ER? | (x, y, 0) E У*} separa A. 


Ejercicios del capítulo 3 (al final del capítulo) 


1. а. Conexo, no compacto. 


b. Conexo y compacto. 
с. Сопехо y compacto. 
а. Ni conexo ni compacto. 


е. Compacto, pero no conexo, si contiene más de un punto, 
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f. n= 1, compacto y no conexo. n > 2, compacto y conexo. 


Compacto y conexo. 


к R 


Compacto, no necesariamente conexo. 
і Ni compacto ni conexo. 
j. Compacto, no necesariamente conexo, 


cl (A) está acotado pues А lo está (¿por qué?), y es cerrado. Por lo tanto, es com- 
pacto. Todo subconjunto infinito, como A, debe tener un punto de acumulación 
(véase la sección 3.1, ejercicio 1). 


а. U= (хе | llx[]<k/k+1),k=1,2,3,.... 
b. U,=1k- (1/3), К+ (1/3), k=...,3,-2,-1,0,1,2,3,.... 


Comiéncese con сІ(А,) = (х) U (х, Xi- - .}. Recuérdese demostrar que зіу # x, 
entonces y Ф сІ(А,) para k suficientemente grande (ninguno de tales x, puede 
estar cerca de y, pues están cerca de x). Proporciónense detalles. 


a. Falso; [0, 1] es compacto, pero R \ [0, 1] no es conexo. En R’, A = {x € R" 
| is |!х|| 5 2) es compacto, pero К^ \ А no es conexo, 


b. Falso; mismos ejemplos que en a. 
с. Falso; Ja, b] es conexo pero no es abierto ni cerrado. 
d. Falso paran = 1, verdadero paran > 2. (R” \A es conexo por arcos sin > 2.) 


a. Si Uy V separan By x Є В П U, entonces AM U #0 (¿por qué»: 
Análogamente, A N VÆ @, Así, A sería disconexo, 


b. Establézcase el siguiente lema: si Bes conexo, В С C, y Ces separado por U 
y У, entonces BCUOBCYV. 


Seax, Є F, Muéstrese que (x,); es una sucesión de Cauchy. Su límite debe estar 
en cl(F,) para todo n (¿por qué?). No pueden existir dos de tales puntos, pues 
diam(F,) — 0. 


а. 5їУ(@) y u(t) son arcos de x a a en K, y de y a b en K,, entonces p(1) = (À, 
H(0)) es un arco de (х, y) a (a, b) en K, X Ko. 


Como en el ejemplo resuelto 1.2 del capítulo 1, encuéntrese z, € K tal que d(x, а) > 
diz, K) = inf{d(x, y | z € К}. Рага k grande, todos estos puntos están en la bola 
cerrada de radio 1 + d(z, K) centrada en х. Úsese la compacidad para 
obtener una subsucesión convergente a algún z. Entonces z € K (¿por qué?) y 
Ario Х) > а, х) (¿por qué?). Así, d(x, 2) = (х, К) (¿por qué?). Esto no sirve 
para conjuntos abiertos. La demostración no sirve a menos que las bolas cerradas 


sean compactas. 
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19, 
21. 


23. 


25, 


27. 


29. 
31. 


33. 


35. 


cl (Vana) СУ, Ccl(v,). Úsese la propiedad de los conjuntos encajados. 


Analícense con cuidado las definiciones para el enunciado general. Sabemos que 
R” es conexo por arcos, por lo cual es conexo. 


Q C ]roo, 12 [ UJV2, co[; ambos intervalos son abiertos y son disjuntos. Separan 
Q. Análogamente R\Q С |, 0[ U ]0, =[ separan К\О. 


La sucesión sen п para n = 1, 2, 3,... está contenida en el conjunto compacto 
[—1, 1] y, por lo tanto, tiene una subsucesión convergente sen (л). 


Six € cl(4), existe una sucesión (x,)7 en A convergente a х. Si se cumple la con- 
dición, entonces x E A (¿por qué?). Así, cl (A) СА y A es cerrado. Para el recípro- 
со, si A es cerrado y acotado, el límite inferior y el límite superior de una sucesión 
en A son los límites de subsucesiones, por lo que están en А. 


A es compacto y conexo, 


Sugerencia: un conjunto en R” es compacto sii todo recubrimiento abierto 
numerable contiene un subrecubrimiento finito. Para obtener esto, obsérvese que 
qué?). 

Si A,, A» Ay, . . - son conjuntos cerrados nunca densos, defínase В, = К”\ 4, para 
ver que la afirmación es equivalente a 

Teorema SiB,,B,,...son subconjuntos abiertos densos de R", entonces В = 
M,B, ез denso еп R”; 


Sean х Є R” y > 0. Definimos inductivamente una sucesión encajada de 
discos cerrados B(x, т) = D] |[ж—У| < ту} como 


D, = Bpr), donde x, E B, llx-x]]<e/3, 1,<e/3 y 
B(x, r) С B; 
D, = B(x, r), donde x, € B,, llo -x| <л/3, ns<n/ y 


B(x гу) С В,; 
etcétera. 


Verifíquese-que-DE-B; para-cada-k-y-que-Dtxr€)-2-clD )-2-D¡-2-cUD)-2 
D, 2 - --. La existencia de y Є П, cK(D,) muestra que B es denso en R” (¿por 


qué?). 
a. Тойоа. 51 а= 0 о 1, la sucesión es constante. 


b. О<ах<1. 
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с. 0Osasl. 


a. Para cada x € A existe 5, tal que D(x, 5,) C MN В; aplíquese la compacidad 


al recubrimiento (D(x, 6,/2) |x EA). 
b. No; sea A el eje Y y Bla gráfica de y = 1/x. 


Capítulo 4: Transformaciones continuas 


Continuidad 


a. Para x, ER y € > 0, inténtese con S=mín(1, e/(1 +2 |x,])). 
А =f"([0, 1]). Este conjunto es cerrado, pues f es continua y [0, 1] es cerrado. 


а. Ў) = 1, U = cualquier conjunto abierto. 


0, .sixs0, 
b. /(ху= x, si0<x<l; ©=]-1,2[;/()у = [0, 1] es cerrado. 
l, ѕіх2 0. 


Imágenes де conjuntos compactos y conexos 


a. Cerrado, no necesariamente compacto ni conexo. 

b. Abierto, no necesariamente compacto ni conexo. 

€. Conexo, no necesariamente compacto, ni abierto ni cerrado. 

d. Compacto, cerrado y conexo; no necesariamente abierto. 

No es posible si В, es cerrado y acotado, pues entonces es compacto. 


Sí. 


Operaciones con transformaciones continuas 


a. En todo punto. 
b. fescontinuaenRWM(—1, 1). 
с. Еп todo punto. 
Úsese el hecho de que (0.56) es cerrado y sen x es continua. А no es compacto. 


f= goh, donde g(x) = Vx y h(x) = х? + 1. fes continua, pues g y h lo son. 
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La acotación de las transformaciones continuas sobre 


4.4 
conjuntos compactos 
1. од = 1+ |x). 
3. М=}ү"({вир( /(х))}) ¿Por qué existe? ¿Por qué es compacto? 
5.  sup(f(]0, ee[)) = 1 no se alcanza en 10, co[. Extiéndase mediante F(0) = 1 (¿de 
forma continua?) para obtenerlo en [0, col. 
4.5 Teorema de los valores intermedios 
1. Los polinomios cuadráticos no tienen por qué ser negativos en ningún punto, así 
que el método falla. El método funciona para polinomios-de quinto grado y, en 
general, para todos los polinomios de grado impar. Я 
3.  Aplíquese el teorema de los valores intermedios а g(x) = f(x) — х. | 
5. (0, 1]) sería compacto, y ]0, Ц no es compacto. 7 
4.6 Continuidad uniforme 
1. 1/5) - a) = [о Mo] < |х -y| /а?. Tómese 5 = ае. 
3. Мо. Considérese f(x) = ѕеп(х2). 
5. д=е funciona en todo punto. 
7. a. fes continua en un dominio compacto. 
4.7 Derivación de funciones de una variable 
1. f= Da lr—xl:0,40. 
3.  falcanza su máximo y su mínimo (¿por qué?). Si ambos se alcanzan en los extre- 
mos, entonces f'es constante (¿por qué?). 
5. - Considérese la función f(0)/x. | 
4.8 Integración de funciones de una variable 
1. Las sumas inferiores y superiores son todas iguales a b — а. 
3.  Estoes una consecuencia del hecho de que para cualquier 5 С R tenemos sup(5) > 


inf(S), cuando se aplica al conjunto 5 = { (х) | x € [хх]. 
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(1/6Xe” — 1). 


L(f, Ру = 0 para toda partición de [0, 1] (¿por qué?). Úsese ahora una partición 
cuyo primer intervalo sea [xp ху] = [0, V2/n] y los demás tengan longitud no 
mayor que 1/1”. Muéstrese que U(f, P) < (V2/n) + (n – 1)/т. 


Ejercicios del capítulo 4 (al final del capítulo) 


1. 


п. 


а. |0) - |= fx- xo| dæ] |р. Si е > 0, inténtese con б = 
mín(xp/2, €x3/10). 


b. Sig > 0, sea д cualquier valor mayor que 0. 
с. Sí 
a. No. Sean f(x) = sen x y k= {1}. 


b. fes continua еп todo R’, por lo que fes continua en СҚА), que es compacto. 
J(c1(B)) es compacto y, por tanto, acotado. Así, сото /(В) С (СКВ), f(B) 
también está acotado. | 


Sif es continua, la condición se cumple por 4.1.1 y 4.1.2. Recíprocamente, si la con- 
dición se cumple para todo є > 0, entonces se cumple para £/2, y lo -fll < 
£/2 < £. No podemos reemplazar “> 0” рог“ = 0”. 


Supóngase que Ces un subconjunto cerrado de В, Entonces В es compacto (¿por 
qué?) y (GUACO) = AO) (¿por qué?). Así, AO es cerrado (¿por qué?). Por lo 
tanto, f~! es continua (¿por qué?). Para ver un contraejemplo con л = 2, considé- 
гезе f: [0, 2л [ + R? dada por f(t) = (sen г, cos 0). 


Extiéndase f haciendo f(b) = g(b). Si Fes cerrado en К”, muéstrese que АР) = 
PUB) OF AE) y, que, por lo tanto, es cerrado. 


a. Si (с, f(c)) у (d, f(d)) están en la gráfica, hágase y(0) = (t, f(0). 


Si inf(f(V)) o sup(£(V)) estuvieran en f(V), entonces f(V) no podría ser abierto, 
pues no podría contener ningún intervalo abierto en torno a ninguno de estos 
puntos. 


Para un ejemplo de la desigualdad, tómense f(x) = x y f(x) = 1 — x en [0,1]. 


Sea f(x, y) = xy. Muéstrese que f no es uniformemente continua, mostrando que 


уа, а) - f(b, Бу] = (a + 01/12) || (a, a) - (o, bj. 
А= (0,5) €R*|xy=1). ХА) = (хек |х#0). 
а, Бус. 81. а. №. 
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23. 
25. 
27. 
29, 


31. 
33, 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


Sugerencia: para mostrar que es suprayectiva, supóngase que ў E Х\Д(Х) y 
considérese la sucesión y, = f(y), уз = fO) ---- 


fœ = sen(1/x) es un contraejemplo con /' no acotada. 

81/64. 

Divida entre х — y y haga tender y a x para mostrar que f'(x) = 0. 
Да) = е 


Sí А es relativamente compacto, entonces сІ(А) es compacto. Las subsucesiones 
convergentes existen por el tegrema de Bolzano-Weierstrass. Si toda sucesión en А 
tiene una subsucesión convergente en R”, entonces comiéncese con una sucesión 
en сІ(А), obténgase una sucesión cercana en A, considérese una subsucesión con- 
vergente en R” y muéstrese que la subsucesión correspondiente дё la sucesión 
original también converge necesariamente a un punto en cl (A). 


A=fUxER lx > 0}) no es vacío y está acotado superiormente por /(0). Mués- 
trese que lím, o f(x) = inf(A). 


Supóngase que f'(a) < 0 < f'(b). Como fes continua en [a, b] (¿por qué?), tiene 


un mínimo en algún xy en [a, Б] (¿por qué?). xy а pues у(х) = f(a) рага x > 


ligeramente mayor que a (¿por qué?). хо # b pues f(x) < f(b) рага x ligeramente 
menor que b (¿por qué?). Así, a < xy < b, de modo que f'(x) = 0 (¿por qué?), El 
caso f'(a) > 0 > f'(b) es análogo. 


Considérese la segunda derivada de х? 2 (х). 


Ambas son bastarite inmediatas aplicando la inducción matemática. Para la pri- 
mera, puede procederse partiendo del paso п al paso n + 1, O n+la 
ambos miembros. Para la segunda, súmese (п + 1). 


Úsese la regla de la cadena y el teorema fundamental del cálculo. Si Fx) = f$” 
FU) dy y g ès derivable y f continua; entonces F(x) = Ѓ(8(х))8 (х). 


Sean т = inf(g[a, b])) у M = supígla, 2])). Entonces 


b b И b 
mf fœdx = f Joga) dx suf Ро) dx. 


(¿Por qué?). Como 1 $, Дх) dx depende continuamente de /, el teorema de los 
valores intermedios implica que existe t en [m, M] tal que 


b b 
J fag) dx = to J Ро) dx. 


Aplíquese ahora el teorema a g para obtener x tal que 2(х,) = to (proporciónense 
detalles). 
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Capítulo 5: Convergencia uniforme 


Convergencias uniforme y puntual 
Sí. 
Sí. 


Muéstrese que f(x) es la k-ésima suma parcial; entonces O) -£60| = Уа 
(1/2). Оѕеѕе esto para mostrar la convergencia uniforme. 


Criterio M de Weierstrass 


a. Laconvergencia es puntual pero no uniforme (¿por qué y a qué converge?). 
b, La convergencia es úiniforme (¿por qué y a qué converge?). 


FG) es el límite uniforme de f(x) = (ут) en [0, 1] (¿por qué?). Cada f, es 
continua, por lo que f también lo es (¿por qué?). 


Úsese el criterio M de Weierstrass con M, = [а]. 


Integración y derivación de series 
El límite es f(x) = 1/x para x > 0, y Д0) = 0. Esta función no es continua. La 
convergencia no puede ser uniforme (¿por qué по?). 


Muéstrese que ІА] = /(п/(п+1)) £ Үп/(п + 1). Con esto muéstrese que f, > 
0 uniformemente en [O, 1]. Las derivadas convergen a 0 puntual pero no unifor- 
memente. 


Justifíquese la derivación término a término de la serie del seno, analizando la 
convergencia uniforme de la serie adecuada en [—R, R} para cada R > 0. 


Las funciones elementales 
Justifique la integración término a término analizando la convergencia uniforme 
en [0, r} para r > x. 


Sea h(x) = (ах) — f(a) — f(x). Muéstrese que A(1) = 0 y h'(x) = О para todo x>0. 
Obténgase el resultado de esto. 


Úsese 4.7.15. 
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7. Рага los enteros positivos p y q, tenemos (2(1 /4))# = g((1 /q) + - - - + (1 /4)) (q térmi- 
nos) = g(1) = E. Así, g(1/q) = E!'%. Entonces g(p/q)= 8((1/q) + +: + (1/9) 
(términos р) = g(l /q)” = E^. 
5.5 El espacio de las funciones continuas 
L М№о; int(B)=(f€ СЕ, Е) | 38> 0) con f(x) > брага todo х}. 
3. бе puede aplicar el ejemplo 5.5.6 para obtener el criterio M. Si f, = жүл 
entonces Ilf -f.l = |1,1] S r, =M, 
5. Мо еѕ cerrado, a menos que la función límite esté en el conjunto. 
5.6 Teorema de Arzela-Ascoli 
1. Si ло) < М para todo x y / (0) = 0 para todon, entonces Ecol < M, < M para 
todo x € ]0, 1[ (¿por qué?). 
-—3.__a.__Muéstrese que el complementario es cerrado usando 5.6.4. а, 
b. Un límite uniforme de funciones continuas es continuo. | 
5,  Muéstrese que si ГАО] < М para todo геп [a, b], entonces [Е < M(b-a) 
para todo n y todo x en [a, b]. Así, (Е, está uniformemente acotada. Además, 
ЕХ) < М. (¿Por qué?) Usese el método del ejemplo 1 para obtener una subsuce- 
sión uniformemente convergente. : 
5.7 Principio de la aplicación contractiva y sus aplicaciones E 
1. la|<i. | 
| 
r ғ<12. | 
5. fo)=1+ Sa 35) ds. $еа Т(в)(х) = 1 + fo 358(5) ds y calcúlese Т(О)(х), TO). | 
Е | 
7. х0) = 1/01 — t). Partiendo de ғ = 0, esta función explota cuando ¿> 1. | 
5.8 Teorema de Stone-Weierstrass 
1. Por 5.8.4, los polinomios son densos en C([0, 2л], R). Como sen x es continua, 
podemos tomar e = 1/100 para obtener el polinomio p pedido. | 
| 
3. Га respuesta a la segunda parte es sí. 
5. SL 
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Criterios de Abel y Dirichlet 

Y, ("/nb)e”* converge uniformemente рог el criterio М, соп М, = 1/n! (obsér- 
vese que У (1/n!) = €). 

Úsese el criterio de Dirichlet para obtener la convergencia uniforme. 


Diverge en x = 1, pero converge uniformemente en [0, a] para 0 < a < 1. 


5.10 Series de potencias y sumabilidad Cesaro y Abel 


1. 
3. 
5. 


R=1,R=0. 
5,=1,1,0,1,1,0,...уо, 2/3. 


Desarróllese 1/(1 + 2) como una serie geométrica рага [el < 1. Después, intégre- 
se término a término para obtener un desarrollo del arco tangente. Justifíquese el 
uso del teorema de Abel en x= 1, 


Ejercicios del capítulo 5 (al final del capítulo) 


1. 


11. 


a. Рага є > 0, tómese K tal que k > K = m, < £. Entonces k > K = IE) - 
РЇЇ < є рага todo x € А. 


а. No converge en ningún punto. 

b. Converge uniformemente en R. El límite es continuo. 

с. Converge uniformemente en R (criterio de Dirichlet). El límite es continuo. 
d. Converge en ]0, 1[ a x/(1 — x), pero no uniformemente. 

La desigualdad fundamental es 


Ago FO) = 1440] ако) — 2601 + |0) — FO [ОО]. 


Considérese f(x) = l/x y g(x) = 1/k en JO, Ц. fg > 0 no uniformemente. 
No. 


Й чы" |5] 5 ||/]| у 14001 < llell ‚ por lo que lwo < 
FI sll- 


ga) = У, E(x) es continua en А (¿por qué?). Así, х, > Xy => р(х) > (хо). 


a. No. Sin la completitud podría no haber punto fijo. 


b. Мо; considérese f(x) = x + 1/x en [2, œ[. Con la compacidad, la respuesta es 
sí. Considérese g(x) = d( f(x), x). Muéstrese que g debe alcanzar un mínimo 
en X y que el mínimo debe ser 0. 


Apéndice Respuestas y sugerencias a los ejercicios impares ТАЛ ТОЗ 


13. 


15. 


17, 


19. 


21. 
23. 


25. 


27. 
29. 


31. 


Muéstrese que |A -F| < (Ао) О) +7 [50-0 | dt parac E Ja, b[ 
(inviértase el orden de los límites en la integral si x < с). Usese la convergencia 
puntual de f, a fen с y la convergencia uniforme de f; a g para hacer la diferencia 
uniformemente pequeña. 


Sin la convergencia absoluta, considérese (1/2) + (1/4) + (1/6) + · · · como una 
subsuma de — 1 + (1/2) ~ (1/3) + (1/4) = +--+. 


Sea (р, la sucesión de términos positivos y (q,), los términos negativos. Mués- 
irese que Ур, = +% y Уд, = —°°. Selecciónense términos positivos para el 
reordenamiento hasta que la suma sca mayor que x y después los términos nega- 
tivos, hasta que sea menor que x, etcétera, cambiando siempre que la suma cruce 
x. ¿Por qué puede hacerse esto una y otra vez? ¿Por qué converge el resultado a x? 


Úsese el criterio M para obtener la convergencia uniforme y la continuidad de la 
suma en cada intervalo acotado. 


b. Considérese f(x) = х", € = 1/2 ух= 1. 
No, 


—Úsese el teorema de los valores intermedios (si /(0) < /(1), muéstrese que fes. 


creciente; sif(0) > f(1), muéstrese que fes decreciente) para mostrar que six < 
у<гу/(х) < f2) < fO), entonces f no es inyectiva. 


Úsese el método del ejercicio 4, capítulo 4, o el propio ejercicio, apartados b y e. 


a. fesuniformemente continua en [—1, 1] (¿por qué?), por lo que también lo es 
en]-1,1[ 


b. fes uniformemente continua en [0, 1] y en [1, œ] (¿por qué?), por lo que 
también lo es en [0, oe] (¿por qué?). 


e Sí, f'está acotada. 


Selecciónese M tal que |а, - al < 2/2 para К 2 M. Después, elíjase N > M de 


modo que |б, =a) +: + (ау – a| /N < €/2. Si n > M, entonces 
lb, ~ al Кар +++ a, — па)/п| 
lay+ +0), |ама-а| 1а] 
n n п 
{(а)+---+(а„-—а)| A ne/2 


<= 


ТЕЛЕЕ. 


33. 


35. 


п 
а. Sí 
b. No. 


Usese el teorema de los valores intermedios para mostrar que fes estrictamente 
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37. 
39. 


41. 
43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 
57. 
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Р 


monótona. Así, f([a, Б]) es un intervalo cerrado [а, $]. La continuidad de f~! en 
хо E [a, £] se puede reducir ahora al caso compacto (capítulo 4, ejercicio 7). 


Usese la conexión o el teorema de los valores intermedios. 


Úsese la continuidad uniforme para elegir subintervalos adecuadamente peque- 
ños. Hágase que g sea constante en estos subintervalos. 


Úsese 5.8.4 con € = 1/10. 
a. Рага la clausura, verifíquese que el límite de funciones pares continuas es par. 


b. Úsese el teorema de Stone-Weijerstrass para deducir que los polinomios pa- 
res son densos en С([0, 1]). Para f € C([-1, 1)), aproxímese f mediante un 
polinomio par р en [0, 1] y después muéstrese que р también aproxima f en 
[=1, 0]. Como С,[-1, 1]) es un subconjunto cerrado propio de С([-1, 1]), 
los polinomios pares no pueden ser densos en C([-1, 1]). 


a. Muéstrese primero que f es uniformemente continua en K usando la 
equicontinuidad. Combínese esto con la compacidad de K y úsese de nuevo 
la equicontinuidad para obtener la convergencia uniforme. 


b. Рага ver que la convergencia no es uniforme, obsérvese que f,(1/n) = 1 y que 
no tiende a 0, La sucesión (fY; no puede ser equicontinua. 


Esto muestra que la convergencia del subconjunto numerable denso que hemos 
obtenido implica la convergencia en todo punto. 


Si (f,)/ es una sucesión uniformemente de Cauchy, entonces existe una función f 
а la que f, converge uniformemente, por 5.2.1. f está acotada, pues si lA) - 
FO) 5 | para todo x, entonces |А) 5 ло] +1< П +1. 


Podemos sumar las filas y después las sumas de las filas, o bien las columnas y 
después las sumas de las columnas. 


а. 0. 
Ь. 2 
е. 0. 


Véase $5.5, ejercicio 5. 


Сото ГА 5 g рага сайа n, А < в. Como f g existe, habrá un R > 0 tal que 
el < 2/4. En [0, R], f, > f uniformemente, de modo que f? f, > f$ f. Elíase n 
suficientemente grande como para que AA <e/2. Entonces |77, SS F| 


S А ISEA] + IRA] е EL-is, +2 1578] <є. 
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хо тиенен ii 


59. е. Porel apartado Б, tenemos 
Уа, +b = Уха +" a+ Y ía +b ~'h 
: 1/4 1/р У 
5 Tu + ье) (57 az) E 
1/4 1/р 
+ (енн) (уги) 
Pero (р — 1) = p. Así, (Уа, + 60) = (Día, + БУ)" = (уар? + 
($ bp)? como se deseaba. 
61. Sabemos que |x—b| =p <R y que Y | a, | p* converge. En consecuencia, $| a,x ~ 
by| converge por comparación. 
63. Ѕеан, = (о(а – 1)... : (a -k+ 1X©/(k!). Sik> la] , entonces | ныш; | = lx] (k- 
a)/(k + 1). Esto tiende а |х| cuando k > oo, El criterio del cociente muestra que 
el radio de convergencia es 1. 
65. Inténtese (с, 1) Је одах = ит, (1/8) f SE СРодах) dr si este límite existe. А 
67. Muéstrese que |) с) = = 2 E, Si КҮ n-an] < 1/2" y véns véase el ejercicio 24 AS 
del capítulo 4. 
Capítulo 6: Transformaciones diferenciables 
6.1 Definición de derivada 
1. Df = = sen x + x cos x (es decir, la multiplicación por esta cantidad). 
3. Sea f(x, y)=0. Muéstrese que р(х, yo Оурү(х, na, k) = k satisfacen ambas 
+ ladefinición. 
5. No. | 
6.2 Representación matricial | 
y | 
; _[4ду * 0 | 
1. braya ( e 0 re) 
3. Рог $6.1, ejercicio 4, sabemos que Dg(0) = 0. Por 6.2.4, sabemos que DL(x) = L 


para cada х. Рог $6.1, ejercicio 2, tenemos que D(g + L)(0) = Dg(0) + DL(0) = 
0+£=L£. 
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La definición es la misma, excepto que por lo general pedimos que la transforma- 
ción lineal en la definición de la derivada sea continua. Esto es automático en R” 
pero no en los espacios de dimensión infinita. 


Continuidad de las transformaciones diferenciables 


Sí; sí (véase también $6.1, ejercicio 4). 
No. 
c1) = (6, e, 3) 


Condiciones para la diferenciabilidad 


Muéstrese que df/0x y д//ду son continuas en (0, 0). 
z=0. 
Estúdiese el ejemplo 2 de $6.3. 


Га regla de la cadena 


аһ/әх = (д}/ди)(ди/дх) + (ду/дъ)(дуў/дх); 

ôh/ðy = (8//ди)(ди/ду) + (д}/ду)(ду/ду) + (д]/ду)(дь/ду); 
ðh/ðz = (д{//ди)(ди/д@) + (97/9) (Әу Әг); 

Ambos miembros son iguales a 2xyf'( + уз). 


0 = (d/dx)[Ftx, FŒ] = (98/04) + (0F/0yKdj/dx) 


- Regla del producto y gradientes 


Sea g(0) = лу + 1h, хо, А ER" y úsese la regla de la cadena. 


а [/ +20) = Ооо +0M)Dg(0) = Df (ху). 


=0 
2х+у=2. 
Sean (w,,...,w)=w=fVg + 8 Vf y (Wis. Va) = у = V(fg). Entonces 
ag af 8 
wef = pp = —— =й. 
k эх, 5 ax, Әх, (4) = у, 


Esto es válido para cada k, por lo que w = v. 
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El teorema del valor medio 


Si a < b, entonces f(b) – f(a) = f'(xX{b ~ a) para algún x entre a y b. Como f'(x) > 
0, tenemos f(b) > f(a). 


а. 1. 
b. 1. 


5, La afirmación es una consecuencia sencilla de 6.7.1. Es fácil encontrar un 
contraejemplo si el dominio no es conexo. Sea A = R\ (0, 1]. Hágase f(x) = 1 si 
x> уд) = 0 si х < 0. Entonces fes derivable en A y f'=0 en A, pero f no es 
constante en А. 


6.8 Teorema de Taylor y derivadas de orden superior 


д? ф Ў 
КУЩ = EE = UEY + y + Зу?х + 20у + ye to, 
дхду дудх 


3. Ека función es бег rivable en 0, poro f’ по es continua єп 0. 


5. Ok) = 1 ++ @#/2у— 8/2) + RCh, O, 0), donde 00,0) 10,0|: 0 
cuando (й, k) > (0, 0). , 


‚6.9 Máximos y mínimos 


р -a -b 
1.  Arguméntese como en 6.9.5 o aplíquese 6.9.5 a la matriz ( 7 | 
-b -d 
3. Mínimo local. 


5. Sean e, = (1, 0, 0) y e, = (0, 0, 1). Entonces (Ае), е) = 1, pero (Ае, еу) = —1. Por 
lo tanto, A no es semidefinida. 
Ejercicios del capítulo 6 (al final del capítulo) 


1.  Muéstrese que & Df(x,) + BDg(x,) satisface la definición de diferenciabilidad de 
af + ßg en x, y aplíquese la unicidad (6.1.2). 


3. SFC) es idénticamente nula, entonces (с) = О para todo с. En caso contrario, 
existe xp tal que f(x) # 0. Elíjase В de modo que || < lAl /2 para x > B. 
Entonces f debe tener un extremo local en algún punto cntre 0 y B. En este punto, 
la derivada debe anularse. 


5. а. (2x cosh? + у?), 3y cos(x? + у?)). 
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11. 
13. 


17. 
19. 
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Ох). 


у соѕ (xy) x cos (xy) 
—у sen (ху) —x sen (ху) 
2xy 20у 
(уг, xz, ху). 
(3, б) es un mínimo local y (1, 2) es un punto silla, 


Los puntos ((2k + 1)л/4, тл, 0) son puntos silla. Los puntos (пл/2, (2j + 
1)л/2, 0) son puntos silla si п + j es раг y mínimos locales sin + j es impar. 


Inténtese con ((x, y) ER? |-1 sxs 1 y-2<y< 2) 0 (х,у) ER? |-2 = 


х=2у-1 ух 1). 


Si (1) se cumple, la demostración de 6.7.2 muestra que f(x) = (хо) para todo 


x en A. Con (2), sea y (z) el arco de x a x en A. Sea A(t) = f(y (0). Verifíquese 


que h' (2) = О para todo г y conclúyase que f(x) = f(x) para todo x en A. 


Modifíquese la demostración de que un conjunto abierto conexo es conexo 
por arcos. 


Las mismas técnicas funcionan en este caso. 


a 


дЕ ди ду д» : 

= 52) +w— + =sen(2x) + 
ах ТИТ ЕИЧ 
9F du ду dw =; 

= 2u—+w—+v = хі+ Зуі 
ау ду ду ду x 
дЕ 2 de y iyak ya da 
— = 2U—+W +У—— = 
02 02 92 02 и 

DF(x,y,z) = (уг +5сп(2х), ха + 3y°z, y? + ху) 


Si $ fuera un subconjunto infinito de [0, 1] tendría un punto de acumulación с € 
[0, 1] (¿por qué?). Existiría x, en $ tal que x, > с. Entonces f(e) = lím,.... f(x) =0 
y f'e) = Ит, „ [СРС — СС) С, e) = lim)... (0/(x, — с)) = 0. De este modo, 
Рс) =f'(c) = 0. Pero esto no ocurre en [0, 1]; por lo tanto, 5 debe ser finito. 


Imítese la demostración del teorema 6.9.4. 


а. 


b. 


Кх, у) = + 2ху + у? + 0. 


Jolt tyt (1/2) + 2ху + у”) + Ra(x, у) 


ars as. инке e Po quemo олеге 
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21. Ésta es una consecuencia directa de los teoremas 6.9.4 y 6.9.5. 
23. 0+0- (1/2) + 0 – (2/41). 
25. Revísese la demostración del teorema 6.4.1 у obsérvese que la continuidad de 
af/0x, no es necesaria. 
27. Considérese f(x, y) = (уух + уг) (х + y). 
29. а. Рагах>0, SE e™ es una serie geométrica convergente. Multiplíquese por 
x para obtener f(x) = xe'/(e* — 1) para x > 0. 
b. No, f(0)=0, pero la regla de l"Hópital implica que lím,_, f(x) = 1. 
с. [a, ee[ con a > 0. 
а. Sí, en ]0, cof. 
31. ё, es lineal y continua, por lo que es diferenciable y DÓ,(f) = ô (f) para todo f. 
33. Analícese el desarrollo de Taylor de f(x) = (a + x)" en torno a xy = 0. 
35. Sifœ)=f&)= OS =0 O para x, < x; < Xy entonces el teorema de Rolle implica у 
хс < X < c < x; Con f’ (с) = (с) = 0. Úsese de nuevo el teorema de Rolle 
para obtener e, < c< c, соп f" (с) = 0. 
37. En un máximo local, д°//дх? > Оу 8 ?f/3y? > 0, por lo que ambas deben апшагѕе, 
Analícese ahora el determinante hessiano. 
39, a. Punto silla. 
b. Un punto silla si D = C? + 4AB > 0; un mínimo local si D < 0 yA>0; un 
máximo local si Ю<0уА<0. 
41. Р) = х. 
Capítulo 7: Teoremas de la función inversa 
e implícita y temas relacionados 
7.1 Teorema de la función inversa 
A 
1. дил) _ 4x? + 4у? £ 0 excepto en (х, у) = (0, 0). 


d(x, у). 
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7.2 


-3, 


5. 


7.3 


7.4 
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FO = lím, (1 + 2x sen(1/x)) = 1 # 0. Pero lím, f’ (Œ) = lím, „(1—2 cos(1/x)) 


no existe. Por lo tanto, f' no es continua en O. fno es localmente invertible cerca 
de 0, pues no es inyectiva en cualquier vecindad de 0 (¿por qué по?) 


Фи, v, w) 


= 1. Así, el sistema es invertible cerca de (0, 0, 0). 
ox Y z) 0,0,0) 


Teorema de la función implicita 


y = (21/2) (13/21 1 - 4х); podemos despejar y de manera única en términos 
de x cerca de todos los puntos de la parábola, excepto (1/4, -1/2). Existen di- 
chos puntos si x < —1/4. 


Е =3x+2y+2 +и+ у; F,=4x+3y+2+04v4+wW+2;F,=x+2+w+100+ 
2, así que 


AUF), Fa, Ез) 


д(и,у,м) 0: 


(0,0,0,0,0,—2) 


de modo que и, у w se pueden expresar en términos de x, y, z para (x, у, 2) en 
alguna vecindad de (0, O, 0), 


Е, =y+x+uv, Е = иху + у. Así, 


д(Е\,Е») 


au, v) = 


(0,0,0,0) 


El teorema de la función implícita no garantiza que haya una solución local. 


Teorema de rectificación del dominio 


Df(x, y) = (2х, –2у) = 0 solamente еп (0, 0). La función se puede “rectificar” 
cerca de todo punto, excepto (0, 0). 


Df(0, 1) = (0, 2). Así, f se puede rectificar cerca de (0, 1). DF(O, 0) = (0, 0), por 
lo que el teorema no se aplica a este caso. La curva de nivel que pasa por (0, 0) 
tiene una cúspide ahí y no es suave. 


Más consecuencias del teorema de la función implícita 


Sí, cerca de (0, 1); no, cerca de (0, 0). 


3. 1 2 
DAO,0,0)=| 6 12 
1 0 


ooo 


tiene rango 2 y el rango sigue siendo 2 en la bola de radio 2/3. Además, f(0, 0, 0) = 
(0, 0, 0). Así, existen vecindades de (0, 0, 0) y cambios de variable suaves en 
dichas vecindades tales que (g о/о А)(х, y, 2) = (x, y, 0) cerca de (0, 0, 0). 


7.5 Un teorema de existencia para ecuaciones diferenciales 
ordinarias 


1. f(tx)=1+x Queremos que x(t) = ла + x(s)?) ds. Sean xy(1) = 0; x,(£) = ла + 
ху(5)?) ds = t; ху) = да +050) ds = t + (1/3), y así sucesivamente. La solu- 
ción exacta es x(£) = tan(1). 


3. = Vx no es Lipschitz en ninguna vecindad de x = 0. 


Sm E o ADAL es. absolutamente. convergente. al.igual. que_su. derivada 
término a término. Así, (d/d0(e*) = У 0 /nDA" = A У УКА" = 
Дех. 


b. Desplácese el origen del tiempo: е“ = ee", Obtenemos tiempos b, 2,.... | 


7.6 Lema de Morse | 


1 1 


3. ае: Н = 0. El origen es un punto crítico degenerado. El lema de Morse no es 
aplicable, 


5. а. Úsese7.6.1 y el hecho de que los puntos críticos se “conservan” mediante un 
cambio de coordenadas. 


b. (о, y) ER |x=00y=0). 


7.7_ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange 


1.  12/3(1,-1, 1) es un máximo y У2/3(-1, 1, -1) es un mínimo. 
3. (213,0). 
5. Махіто en (1/V70(9, 4), mínimo en (1/4 7009, 4). 
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Ejercicios del capítulo 7 (al final del capítulo) 


1 ðf _ 0 7 де ðh 
` Өх ди avax 


3. E = f'(x). Así, si f'(x) # 0, el sistema es localmente invertible. 
х,у 
д ‚у 
5. Хх O Ө ЕКЕНЙ =. 
a(r, 0) 


b. Se puede definir localmente una inversa suave, excepto en torno a ғ = 0 (el 
origen). 


9.  Calcúlese J f(x, у) = (д/\ /дх)? + (8f, /0yYP.Así, Д= 0 => д], /дх = д], /ду = 0, Esto 
obliga a que 0f,/dy = 9f,/9x = 0 por las ecuaciones de Cauchy-Riemamn. Así, 
Df=0. 


11. a. Úsese 7.2.1. 
b. Úsese 7.4.1. 
15. Derívese la relación 2А) А = identidad con respecto de А. 
17. No. 
19. Necesitamos que xy # 9и. ди/дх = (Bv? + х)/(ху — 9и?у?). 
23. a. Cesunaunión de rayos que parten del origen (un cono generalizado). 


b. Sea Kz=(u € c| || = 1} UR”. La función continua ||] “alcanza un máxi- 
то en el conjunto compacto K. || Ҳи) | = М para todo и en К. Muéstrese 
que |||] = М ||| para todo v en С. 


25. Muéstrese que f es una contracción propia de В(0, r) en sí misma y aplíquese el 
principio de la aplicación contractiva. 


29. Consúltese'$5.8 y $5.9. 

31. х= Y =11/B :5:...: Qk- 3D] Ro оо. 

35, Un valor mínimo igual a 1 en (+1, 0), sin máximos. 

35. Un mínimo igual a O en (0, 0, 0). Un máximo igual a 4 en (0, O, –2). 


39. Radio = (500/7)! = 5.42 cm. Altura = 2 x radio = 10,84 cm. 


SAA AN AA AN EN e С, ҳе Ч n ma 
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Capítulo 8: Integración 


8.1 Funciones integrables 


1. Ѕеа Puna partición en subrectángulos А. Si x; Є R; son los puntos de evaluación 
de una suma de Riemann, entonces £ (f, Р) = У, inf (RAR) < B, У(Х) АА) < 
У sup ARR) = UQ, Р). | 

3.  Sig>0, dividimos [0, 1] como (0, (1/2) - (€ /4), (1/2) + (£ /4), 1). Entonces L (f, | 
P)=0y U(f, P)=8€/2.Así, U(f, P)-L(f, P)=€/2 < e. Entonces, fes integrable 
por la condición de Riemann. Por lo tanto, 


f' Кх) dx = sup{L(f, P) |Р es una partición) = 0. 
ü 


5. 11/2. 


8.2 Volumen y conjuntos de medida nula 


1. Сайа semicircunferencia es la gráfica de una función continua en [-1, 1]. Tal 
gráfica tiene área nula. Recúbrase ésta con rectángulos, usando la continuidad 
uniforme para dividir [-1, 1] en intervalos lo suficientemente pequeños como 
para que f(x) cambie no más de /2 en cada subintervalo. 


3. SiA y [a, PNA tienen ambos medida nula, entonces también [a, b], por 8.2.4, 


| 
| 
5. Мо necesariamente. Considérese A =Q N [0,1] CR. | 
| 
Y 


8.3 Teorema de Lebesgue 


1. Е! conjunto acotado [—1,‚ 1] tiene volumen (longitud) y fes continua y acotada en 
él. Por lo tanto, fes integrable, por 8.3.3. 
3. 1. 


5. Sí 


8.4 Propiedades де Іа integral 


1. Мо necesariamente. Un único punto tiene volumen 0, pero Q N [0, 1] es un con- 
junto numerable acotado que no tiene volumen. 


3. Lus = 1 + lg- lang (¿por qué?). Así, (AUB) = f lue = f la + f le ~ $ lana = (А) + 
v(B) - v(ANB) = v(A) + v(B). 
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Integrales impropias 

O ж env” < x, Úsese el criterio de comparación y el ejemplo 2b. 
а <-1. 

Algunos teoremas de convergencia 


Considérese el teorema de Dini. 


2. 


Introducción a las distribuciones 


SUP = (SY = FF) = AS Y) = 8077) = (0). 


TIAN = TAL) > Tf) = Tf). Esto se cumple para cada fen 2 y la conver- 
gencia de las distribuciones se define como la convergencia puntual. Así, 7; T”, 


Ejercicios del capítulo 8 (al final del capítulo) 


1. 


15. 


Si h está acotada por M, es integrable y v(S) = 0, entonces fs h =0, pues |7; h| = 
Ís Ja] < Mv(S)=0, Aplíquese estoa f y 8. fa f= fas f+ fsf = Л = Sos 8 Ја + 
Ба=А& 

Divídase [a, b] mediante x; =a + (/п)(ф —а), con j = 0,1, 2,.... Entonces U(f, 
Р) = A) +) + AMO An у 10Р) = (оо) ALO) + Kb — 
1)/n. Así, U(f, P) - (5 Р) = (Ў) -/(а))(® – ауп — 0 cuando я > es, Aplíquese 
la condición de Riemann. 

Úsense las cajas S, = [n, n] x [>n, n} x [-e/n227*, €/n221*] para mostrar que todo 
el plano tiene medida tridimensional nula. Así, cualquier subconjunto cumple la 
misma propiedad. 


Úsese la continuidad para mostrar que f debe ser positiva en algún punto, pues es 
negativa cerca de b y tiene integral 0. Digamos que f(x,) > 0. Por el teorema de 
los valores intermedios, existe un punto x, tal que a < ху < x, < b y f(x,) = 0. Por 
el teorema de Rolle, existe un с tal que a < c < x, y f'(c)=0. 


a. 0. 
b. 2b sen b- (22 – 2) соѕ р – 2a sen a + (a? – 2) cos a. 


No. 
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17. 


19. 
21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


ІУ. Р.) son crecientes y están acotadas superiormente (¿por qué?). U(f. P,) son 
decrecientes y están acotadas inferiormente (¿por qué?). Si los límites son igua- 
les, entonces f será integrable, por la condición de Riemann. 


Esto no es necesariamente cierto si f nó siempre es no negativa. 

Para р > 1, compárese соп fī x? dx. 

a. Еп primer lugar, considérese el caso п = 1 y úsese la continuidad uniforme. 
b. Оѕеѕе gráfica(p) = UT, gráfica СФГ. п). 


En caso contrario, obténgase А > Оу х, COn х > х, + 1 у f(x) > А. Úsese la 
continuidad uniforme para obtener intervalos de longitud 25 centrados en cada 
Es tales que f(x) > A/2 para х„— Ô < x < x, + 6. Dedúzcase de esto que fe f > 
se (28) А/2 = NA > œ cuando N —э оо. 


Si f(x) > 0, existe $ > 0 tal que f(x) > f(xo)/2 en Díxp 8) = D. Así, fof > 
Fr) /2 > 0, una contradicción, 


Los intervalos disjuntos eliminados tienen longitud tot: total (1/3) + (2/9) + (4/27) + 
(8/81) +---=1. 


Sea a = Xg < X, <-> + < X, = b cualquier partición de (a, b]. Por el teorema del va- 
lor medio, existen puntos 5 Є [х„ ху] tales que Fa) — К) = FU — ху). 
Así, 


ml 


Р) - Ка) = UBA) -S= Уух Хр) 


j=0 =0 


Ésta es una suma de Riemann para SF (1) dt; y éstas convergen и dicha integral. 


Así, Ja РО) di = f(b) -= f(a) 


Р] = 1 para todo х en [0, 1], por lo que || es integrable. Pero f(x) toma los 
valores +1 en cada intervalo. La integral inferior de f es —1 y la integral superior 
es 1. 


(їўйўйт= D aC (Ут) 1л): Éstas som sumas de Riemann queconvergera -fit 


х) ах = 3/2. 
a. Por ejemplo: fes continua y pes C!. 


b. МСЕ 0) (1-х) + constante. 
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39. 


41. 
43. 
47. 
51. 
53. 


9.1 


3. 


9.4 
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Escríbase la expresión entre corchetes como 


12 1 
сиу) 


y úsense sumas de Riemann. 


En absoluto; d( f; g) puede ser 0 aunque f # g. 
<a log 2 

1а + 1) 

Cierto. 


Muéstrese por inducción que 2* – k > 2**, de modo que 0 < 1/(2* ~ k sen(kx)) < 
1/21. Usese entonces el criterio M de Weierstrass. 


Capítulo 9: Teorema de Fubini y la fórmula 
del cambio de variables 


Introducción 


(e - 1)/3 
5/6. 
1/2. 


Teorema de Fubini 


Si Jay (+ y) dady = (её? — ру. 


Teorema del cambio de variables 


Т? Пон + 25?) dudv = 1/3. 


Coordenadas polares 


x(e- 1). 
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Coordenadas esféricas y cilíndricas 
(try dy огт ри рі Pp sa _ 
Ъе dxdydz= |; fp e тезеле атра = 4т(е — 1)/3. 


(2/2 - Dr. 
7/4. 


Operaciones de intercambio de límites 
b. -1/0 +1}. 

e Dase 

[2rr sen (27t) + cos(2rt) — 1]/2. 


(па). 


Ejercicios del capítulo 9 (al final del capítulo) 


1/3. 
m(l — cos 1). 


оо, 


т/3. 

0. 

(1/37Íh. 

(97)/8. 
(1/90 — cos 1). 


Muéstrese que Ў ё es integrable. Entonces 


+ 


ПЕ с "Уахау / Е ( ] ано) di 
/ лю ( / | юа) dx 
(fos) ( / wa). 
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11. 


13, 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 
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Six ÉQ, entonces ls(x, у) = 0. Six E Q, entonces 130, у) + O sólo para un número 
finito de valores de y. Así, Sa ls(x, y) dy = 0 para cada x y f (5 1; dy) dx = 0. Pero 
si P es una partición de [0, 1] x [0, 1], entonces L(l;, P) =0 y U(ls, Р) = 1 (¿por 
qué?). Así, 1; no es integrable (¿por qué no?). 


Para cada x, UC) = Je les (у) dy, y 


osf if (ею) ах= 0. 


Pero fa 1.(у) dy = 0, de modo que fa lc (y) dy = 0 excepto en un conjunto de 
medida nula. Si C = ((1/2, y) |y Є [0, 1]}, entonces v(C) = 0, pero {C= 1. 


Sea у, = 14, Entonces 0 < f) < £. (0) € l y /,(х) > l,(2) para cada x. Como 1, 
es integrable, el teorema de la convergencia monótona implica v(A,) = f f, > ЈІ, = 
v(A). 


Sea Ах) = fx) si f(x) < M y Osi f(x) > M. Entonces Sofa =0 pues fy # O sólo 
en un número finito de puntos. Entonces 


1 1 
Јуве jm, f м=о. 


Justifíquense los pasos del siguiente cálculo. 


f F(x, у) dxdy f(x) ахау + f 20) ахау 
AXB 


JAxXH AxB 


Оов) es [([sw2) 
f (ә / 5) dx+ / (во | ax) dy 


[eroas arma [ra fe 
A B А В 


Úsense las coordenadas esféricas para transformar la integral a 477 fy т”? dr. Esto 
no converge para ningún p (capítulo $, ejercicio 15). 


Como C tiene volumen, fe lç existe. Para e > 0, existe una partición Р de A tal que 
Ulle, Р) – fc le < €. Pero И, Р) = f, l, donde = U{S, E P| S, N Соро с. 
De este modo, v(L\ O = J, lne = Sli -1 = fl,- f le < є. Úsese un argumento 
similar para obtener K C C. 


a? 
Sodo= f? fk dydx= f? dx=2. 


Capítulo 10: Análisis de Fourier 


10.1 Espacios con producto interno 


LL a (л) =0 = (81) = (8) = 0, рог lo дие Пена =(/+а/+в)= 
(+ (в) + (6.7) + (6.2) = ШР +1810. 
3.  Desarróllese (f— g, f} usando las propiedades de un producto interno y (0, фу = 
б. 
5. Cualquier sucesión convergente еп un espacio con producto interno (o incluso en 
un espacio métrico general) está acotada, 


10.2 Familias de funciones ortogonales 

1. Canes conjunto ortonormal de vectores es linealmente independiente, ya que 
51 CP +: + с„ф, = 0, entonces c; = (сүф, ++, + CP Ф) = (0, p) = 0. Esto se 
cumple para cada ¿, de modo que la familia es linealmente independiente. Si exis- _ 


ten n de ellos en R”, entonces deben formar una base. | 

з. а (99) = hl тл 1) [VZ entrx/Dldx = 1 

Оту) Јо. Отх/ „От у) dx. Sea u = 212/1, entonces (Pn, Um) 
CDS ир) 2т) de = bnm. 


л n y р оле > ¿ 
5. Y costkð) = Re | У е9) | =Re (e S ). 
kal k=l е | 


Muéstrese que esto es 
sen((n + (1/2))0) 21 


ѕеп(6/2) 2 


4 


10.3 Completitud y teoremas de convergencia 


1. a 


Sy 2 оет) е" [2л 


(10,1) /2х +(1 этуу; (OA oe. 


nal 
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Pero 
(Ро), е) ет = (у(х), соѕпх) cos nx + (£(),sennx)sennx 
+ (О), соѕ их )ѕеппх — (f(x), ѕеппх) cos nx) 
У. 
(Ро), ет уе = (у(х), соѕпх) совях+ (0х), ѕеплх)ѕеплх 
+ ¡($G),sennx) cos nx — (f(x), cos nx)sennx). 
Así, 


N 
S= (Ро), 1) + 59 [(/ ©, cos nx) cos nx + ( f@),sennx )sennx], 


п=1 


b. (f(x), sen пх) = fZ, f(x) sen nx ах = 0 pues el integrando es una función 
impar de x. 


0 


ny 
Ш 


/©дзеалхас+ | FO) sennx dx 
o 


-7 


o т 
ў (= х)ѕеп(-~-пх) (dx) -f foœsennxdx 
т o 


0 z 
/ FUoOsenínx) dx + J FO)sennxdx = о) А 
т 0 


3. Úsese 10.3.3 y cámbiese de variables. 


5. а. Casol:n > 0 par. Entonces la serie de Fourier converge uniformemente а 
FG), pues fes continua y /' es continua a trozos. Caso 2: п> 0 impar. Enton- 
ces la serie de Fourier converge puntualmente a f(x) para -n < х <луай 
рага x = + л. Caso 3: n = —1. Entonces f(x) = x" no es ni integrable ni de 
cuadrado integrable, luego no tiene serie de Fourier, 


с. f noes ni integrable ni de cuadrado integrable, luego la serie de Fourier no 
está definida. 


10.4 Funciones de variación acotada y teoría de Fejér 


1. 6 = У n/2m€". 
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Cálculo de series de Fourier 


Por la fórmula 2a, sea f(x) = 0 para -x < х < 0у f(x) =x para 0 <x<x, 
extendida periódicamente haciendo f(x + 2л) = f(x). Entonces ag = (1/7) S xdx= 
7/2. Para п # 0 tenemos a, = (1/11) Se x cos пх dx. Esto se anula si n es par y es 
igual a 2/10? si n es impar. b, = (1/7) K x sen nx dx = (-1)"*/n. Así, la serie de 
Fourier es 


т cos(2k-1) ^(—1)" 
A Ok- 17 A senny. 


n=l 


La extensión par de f(x) = xX en [0,7] es justamente л? еп [-л, л]. Así, la serie de 
cosenos en un semiintervalo es igual a la serie de Fourier de f(x) = xX en [-x, л]. 
Ésta y la serie de senos en un semiintervalo están en el apartado 3 de la tabla 
10.5-4. 


U = Ит, $,(л/2п) = (8 — (—4))(0.089) + 8 = 9.068. Aproximadamente un 13 
por ciento de sobreestimación. 


Ñ “Ет, SET / 2H) = 24 + (8 (54))(0.089) = 25.068Aproximaádamento * 


un 27 por ciento de sobreestimación. 


10.6 Más teoremas de convergencia 


La serie de Fourier de f converge absoluta y uniformemente y se puede derivar 
término a término para obtener la serie de Fourier absoluta y uniformemente 
convergente de f’. 


‚ La seric de Fourier converge en media a f y, para x # + 1/2, la serie-de Fourier 
converge a f(x). La serie no se puede derivar término a término en los puntos 1/2. 


Úsese 10.6.2 y el teorema de Parseval. 


10.7 Aplicaciones 


N S_n тх 
1. (5) «E (1), 
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ь 


2 2 со л 
Ё l ср Ar сов (=>), 


5. E AO 


y lí co f(x, 7) = 2/3. 


10.8 Integrales de Fourier 


1.  Derívese bajo el signo de integral (véase $9.7). 


3. a. Porelejercicio 1, tenemos af/ðt = =-Ka? Ка, 1). Intégrese у úsese f (æ, 0) = 
£(a) para obtener Ка, 1) = Het 


b. Úsese el teorema enunciado en el texto relativo a las convoluciones para 
determinar la transformada inversa de Fourier de Fa, t), junto con el resul- 
tado relativo a-la transformada de Fourier de la gaussiana establecido des- 
pués de la ecuación (10) de $10,8. ` 


10.9 Formalismo de la mecánica cuántica 


1. (AB) x, у) = (x, АВу) = (А*х, Ву) = (В*А* x, y). Así, (((АВ)* – В*А* ух, уу = 0 
para todo par de vectores x e y. Esto implica que (АВ)* = В*А* (¿por 9067). 


з. (49,0) = (А (E2 (фут) Pa) EZ (0,41) ек) = 
е e Ena (Фә Pn) (Ф, Pk) (Ален, pr) = 
En (Фп) Сеен) (Pn ёк) = У А» |С, nl. 
Esto funcionaría en un espacio de dimensión finita. De hecho, funciona en gene- 
та]. El valor esperado de А es justamente la suma de los observables {А,) de A 
ponderados con la probabilidad con la que pueden ser observados cuando A actúa 
sobre el estado y. 


5. a. Como || || =1, 


(Аф, у -2 (40,9 Y + (Аф, у? (9,9) 
(Ар, у (Ad, 0). 


с. (АВ-ВАуф= a(ž =)- Bap) = Ex e СЕЗЕ 
Óx i = ӨХ Í 


АА, р) 


эх 


de modo que (Су, W| = Л. Por lo tanto, АА, Y) AXB, Y) 2 А, por el 
apartado b. 
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Ejercicios del capítulo 10 (al final del capítulo) 


1. Sif,f E M!, entonces (af, + bfa, 8) = (Л, 8) + (№, 8) = О para toda g сп M. 
Así, af, + bf, € Мі. Por lo tanto, М es un subespacio. Supóngase que las f, están 
en Mi y |] 7, -F]] >0. Seag E М. Entonces [Uf в)] = |(/—/ь 8) + Un [= К 
Р. 0) < I-l : liell > О cuando л > oo, Así, (f, g) = О para cada g en M, por 
lo que f E M+. 


5. 5еап f, y f de cuadrado integrable en [a, b] y supongamos que f, > f uniforme- 
mente en [a, b]. Dado € > 0, elíjase N tal que FAE -f| <E/Nb- a para todo 
xen [a, b]. Entonces || f- AI = / [70 ЛО 4х < Ja 8/6 -a) dx = £. 


7. a (00)= Dio 910, que ез 1 sii = jy 051 # j. Así, las funciones фу forman 
una familia ortonormal. Además, рагах € /, tenemos x = У? хуф„ de modo 
que la familia es completa. 


9. Las discontinuidades de a f + fg se encuentran en la unión de las discontinuidades 
de f y las discontinuidades de g. 


or 117 Газ discontinuidades ue” |f| estámentre las de FT O uam 
13. Seat,=(f p), y obsérvese que 7-5, rell? > 0; hagan > оо, 


15.  Si(p,)7es una familia ortonormal y п £ k, entonces | P,- p.l|.= V2. No puede 


existir una subsucesión convergente aunque 10.1 = 1 рага cada n. 
17. а. Seas, = Уу саф. Entonces lfm, se lls, || = 0. Fijemos К y supóngase que n 
> k. Entonces |с] = Kee = liell- 15,1 = 151 > 0 cuando n > e. 
Luego с, = 0. 


19. а. Calcúlese 


(А — рро) /(х)в(х) = (Арх) Ро) (0) — (нро) (х) РО) 
=[—/'@) — 469 foo — [8 (0) — дод) РО) 
=8 (09/00) – Р ga) 
=B (х) РО) +20 Р х) — [У 080 +£ 002001 


= LOSON O = E (O АО) д0) 


Así, (А-н) Si py ах = AE Of – ОВОО) | 0. Сото 
и # 0, la integral debe ser igual a 0. 
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21. SeaA= =f- „B= = Snip — Sa: Entonces (s,, В) = 0 implica (А, B} = DT) 
= (a, В) = []8]p. ALO r Senf = з) = (AB, A В) = 
(A, 4) - (А, B- w- A) + (B, В) = < |А]. De este modo, || f- 
Sll = 17-5, 


эз. Mm =н SY (on) ein Ez Pn 
ðt A 


- п=0 
= Y (фора) PELO = У (ора) eE Hon) 
пл=0 n=0 


=H (È (Фо, ра) e7 >) = НО). 
п=0 


Además, %0, х,у, г) = 529 ( Vos Pn) (2л (Х, y, 2) = Yo. 


а д 
25. 7 Cb, h(4)) = ( эрен) + (uo а y = y (Нар), Hep) ) + 
1 (НСр),НЦ))) =0 ya que H es simétrica. 
27. Las autofunciones son у(х) = Ү1/Ї зеп(2лпх/1) уў, = У соз(( 2л — 1)лх)/2! 


рага п = 1, 2,.... Los autovalores son e, = 1P277%/mP y ё, = P(n — 
1)°?л/2трР. 


31. Calcúlese 


27 х—=2т 
frg) = / жа y) dy = / f — юра) 


x 


х+2т 
fæ- эб)» = / ¿Ed 


12 


27 
f 8(w) f(x — w)dw pues el integrando es 2л-регібаісо, 
o 


Así, (Pe 8100) = (8 + /)(х). Además, (/ * 9) = Diz. | Ул ) е'®/ (л. 


„| 


2 


Luego la relación de Parseval implica ls «ell? = 


„| 
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33. Muéstrese que si Р) < М рага todo ху Р = {Xo ху, ..., х,} es cualquier 
partición, entonces a) -f| < Mb -= a). 

35. a. Puntualmente a f(x) para x +x y a 0 para x= +л. К 
с. Puntualmente а (0) +f(x)/2 y en media. 4 
e f'(x) =0 para x < Оу 2x sen(1/x) – cos(1/x) para x > 0. Así, /' es continua a 

trozos y está acotada por 2л + 1. Por el ejercicio 33, se puede aplicar el 
teorema de Jordan-Dirichlet. Así, la convergencia es puntual a (F(x) + 
1 FDA. 
37. Еп [0, 2л]. a=4/x,b=0,c=4/3x. En [-x, л], a=b=c=0. 
39. a. Six <x<xp)+h, entonces lím, so | (ху +A) -f| = йт, f Oh = Ш, o ) 
fn). 1йп, у A = 0. Así, este “criterio de Cauchy” implica que йт, „+ f(x) 
existe. 
ici €. i. No existe; no existe. AAA A E Шы айыЛ уз! 
ii. Existe; no existe. 
їй. Ambos existen. 

41. Сото líma 8'0) = Ит, [РОО ФО) ADE = FEDER) + LADO, | 
vemos que #'(х) existe. Análogamente, g' (xp) existe. Por el ejercicio 39а, (хд) y { 
g(xg) existen. 

43.  Aplíquese la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las integrales 

b А b il 
[rooe y ло) оо о. 
а а 
45. а. xsenxes una función par, por lo que b,=0 y a, = (2/л) fo х sen x cos nx dx = 
(1/л) To х [зеп(п + 1)х ~ sen (n — 1)x] dx. Para n = 0, esto es igual a 2; para n 
= 1l es —1/2, y paran > 2 es (-1)"*! 2/(п? — 1). Así, la serie de Fourier es 2/2 
– (1/2) cos x - 2X (-1)/(1? – 1)) cos nx. 

47. 1йт„„5„(7/2п) = (2 — 0)(0.089) = 2.178. Иїтп„_„з„(—л/2п) = 0 — (2 – 0)(0.089) = 
0.178. 

51. Las filas de la tabla coinciden con las de la tabla 10.5-4. 
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Tabla del ejercicio 21 


0, +л 12 еп tx 
0, 7 Oen tz 
ninguno len0yl 
ix Оеп +л 


0,27 леп 0, 2л 
ninguno 0en0, tenz 


+л д2 en +m 
0,27 21? en 0,27 
ninguno menta 
ix 0en0, я 
ninguno Oen 0, я 
ninguno 0 en Q, tx 
ninguno — 
0,7 0en0, л 
+л senh (1) en tx 


55. а. Seahío)=/f00)si0<x<a y f(=)si —л <.x<0, Entonces h(x) es continua 
en [-xx, л] y h'es continua a trozos, con discontinuidades de salto, Aplíquese 
el teorema de la convergencia uniforme, 10.6.1. 


59.  Aplíquese la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las sumas. 


61. Dada una partición Р de [0, 27r], calcúlese 


EI vs 


Mit 


zi Io) dy s / FO dy, 


que es finita por la desigualdad de Schwarz y porque f es de cuadrado integrable. 


D |е0:) gei- = 
pr 


63. а. Еп media y puntualmente, excepto para x =+x. No se puede derivar término 
a término. 


с. Еп media, puntualmente y uniformemente. Se puede derivar. 
e. Lo mismo que en a. 


g. En media y puntualmente, no uniformemente. No se puede derivar. 


an? senh(17) 


67. an [=> —2) + (1= ED) senn nta - у) 


со (1 yal к 
b. pt. =2 Y 7 seo ДЕ >) 


ѕеп(ит) 


71. b. Јо = р 


EE)" (EF) а). 


п=1 


73, Usando el lema de Riemann-Lebesgue: 


Шт NA Vxsen* (kx) dx аљ f ухах 
0 ? 
-@/2) lím е YX cos(2kx) dx 
сә Jo 


(1/37 — 0 = (1/3). 
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